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Do oznaczenia prac autorskich lub wspotautorskich wymienionych w ponizszych roz-
dziatach uzytam liter H, A, B lub C, np. [H1], [A1], [B1] lub [C1]. Przy czym, dodatkowo
prace ze wskazanego cyklu publikacji oznaczone sa pogrubiona czcionka [H1]-[H5]. Pu-
blikacje, nie wchodzace w sktad osiagniecia naukowego, z czasopism znajdujacych sie¢ w
bazie Journal Citation Reports (JCR) oznaczono [A1]-[A33], z innych czasopism miedzy-
narodowych lub krajowych oraz rozdzialy w monografiach oznaczono [B1]-[B16], publikacje
w recenzowanych materiatach konferencyjnych oznaczono [C1]-[C26]. Spis tych publikacji
znajduje si¢ w Literaturze na stronach 38-42 na koncu autoreferatu. Prace innych autoréw
sa numerowane, np. [1], a ich spis znajduje sie na konicu autoreferatu na stronach 43-47.
Méj udzial w pracach wspétautorskich [H1,H4,H5] oceniam na 55%, a w pracy [H3|
na 60%.

4.1 Omoéwienie osiggnietych wynikéw na podstawie wyzej wymie-
nionych prac

4.1.1 Wstep

Poczatki teorii sterowania siegaja potowy XIX wieku, wowczas zaczeto analizowaé¢ mate-
matyczne dziatanie regulatoréw mechanicznych. Szczegdlnie silne zespolenie teorii sterowa-
nia z matematyka nastapito po drugiej wojnie Swiatowej. Teoria ta wywarta duzy wpltyw na
rachunek wariacyjny, teori¢ réwnan rézniczkowych i réznicowych, geometri¢ rézniczkows, a
obecnie istnieje jako samodzielny obszar matematyki stosowanej. Jedng z fundamentalnych
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wlasnosci uktadéw sterowania jest ich osiggalnosé, ktora zwigzana jest ze stanami osiggal-
nymi i problemem sterowalnosci uktadéw. Sterowalno$¢ odnosi si¢ do mozliwosci przejscia
uktadu do okreslonego stanu za pomoca odpowiednich sygnatéw wejsciowych. W przypad-
ku uktadow liniowych wlasnos¢ sterowalnosci jest wtasnoscia strukturalng i kazdy uktad
liniowy mozna poprzez odpowiednia zamiang wspotrzednych sprowadzi¢ do postaci, w kto-
rej wyrdznia sie poduklady: sterowalny oraz autonomiczny (catkowicie niesterowalny), w
literaturze rozktad ten nosi nazwe rozkltadu Kalmana [1,2]. W przypadku uktadéw nielinio-
wych taki rozktad nie jest mozliwy, a wtasnoscia, ktéra petni role podobng do sterowalnosci
uktadow liniowych jest osiggalnos¢. Problem osiggalnosci nieliniowych uktadéw sterowa-
nia z czasem ciaglym badany byt w pracach [3] oraz [4]. W pracy [3] H.J. Sussmann i V.
Jurdjevic podali warunki konieczne i wystarczajace osiagalnosci oraz silnej osiagalnosci w
punkcie wykorzystujac dystrybucje zwigzane z rozwazanymi uktadami. H.J. Sussmann oraz
V. Jurdjevic udowodnili, ze uktad posiada wtasnos¢ silnej osiagalnosci w punkcie xg wtedy
i tylko wtedy gdy dystrybucja silnej osiaggalnosci ma w tym punkcie wymiar rowny wymia-
rowi przestrzeni stanoéw. W przypadku, gdy istnieje otwarty i gesty podzbiér przestrzeni
stanow R", dla ktorego zachodzi wtasno$¢ silnej osiggalnosci w punktach z tego zbioru,
to taka osiggalnos¢ bedziemy nazywali generyczna, i wowczas dystrybucja silnej osiagalno-
sci ma generycznie wymiar n. Z kazda dystrybucja mozna zwiaza¢ pewna kodystrybucje,
ktorej wartosciami beda podprzestrzenie liniowe w przestrzeni jednoform rézniczkowych.
Bazujac na jezyku jednoform rézniczkowych w pracy [4], E. Aranda-Bricaire, C. H. Moog
i J.-B. Pomet opracowali kryteria na silna osiagalno$¢ w punktach z otwartego i gestego
podzbioru przestrzeni stanéw, w ktérych (ko)dystrybucje zwiazane z rozwazanym uktadem
maja staly wymiar. Zatem w [4[6] autorzy korzystali z metod algebraicznych bazujacych na
jezyku form rozniczkowych do zbadania silnej osiggalnosci, podczas gdy H.J. Sussmann i V.
Jurdjevic w pracy [3] uzyli geometrii rézniczkowej i warunki osiagalnosci scharakteryzowali
za pomoca pol wektorowych zwiazanych z uktadem. W pracy [4] pokazano, ze wlasnosé
silnej osiagalnosci uktadu z czasem ciaglym w punktach, w ktérych rzad (ko)dystrybucji
jest staly, jest rownowazna temu, ze kazda niezerowa jednoforma rézniczkowa ma skonczony
stopien wzgledny, co jest zwigzane z brakiem tzw. elementu autonomicznego, wprowadzo-
nego przez J.F. Pommareta [5]. Wykorzystujac ten fakt autorzy monografii [6] uzyli pojecia
elementu autonomicznego do zdefiniowania generycznej silnej osiggalnosci uktadu. Ponie-
waz silna osiggalnos¢ oznacza, ze dla kazdego czasu t > 0 zbiér osiggalny w czasie ¢ ma
niepuste wnetrze, wiec w przypadku uktadéw z czasem dyskretnym silna osiagalnos$é jest
za silng wtasnoscig gdyz juz w pierwszym kroku nalezatoby mie¢ niepuste wnetrze zbioru
osiggalnego. Zatem wtasnosé silnej osiggalnosci jest badana tylko dla ukladéw z czasem
ciagtym. W przypadku nieliniowych uktadéw z czasem dyskretnym mozemy méwi¢ o osia-
galnosci i problem ten byl badany na przyktad w pracach [7-9], gdzie osiagalnosé byta
badana punktowo za pomoca algebr Liego pél wektorowych zwiazanych z uktadem oraz
w [10], gdzie wykorzystano liniowe algebraiczne podejscie wprowadzone przez J.W. Grizzle-
go [11] oraz réznicowe podejscie algebraiczne wprowadzone przez M. Fliessa [12,[13]. Juz
w 1989 roku M. Fliess podkreslat, ze teorie dla uktadéw z czasem cigglym i dyskretnym
mimo pewnych podobienstw sa rézne. Pomimo istniejacych réznic w obu teoriach wydaje
sie, ze skale czasowe sa jednym z narzedzi, ktére umozliwiaja unifikacje czasu ciagtego i
dyskretnego. A z punktu widzenia matematycznej teorii sterowania teoria skal czasowych
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umozliwia unifikacje dwoch podstawowych dziatéw matematyki: rownan roézniczkowych i
réwnan réznicowych. Dlatego tez w pracach [H3| i [H4] wykorzystaliémy rachunek skal
czasowych do opisu uktadéw sterowania z czasem ciagltym i dyskretnym. Nastepnie bazu-
jac na formalizmie algebraicznym zwiazanym z rozwaznym ukladem okreslonym na skali
czasowej zbadalismy problem generycznej osiagalnosci nieliniowych uktadow sterowania za-
réwno z czasem dyskretnym jak réwniez z czasem ciaglym. Podobnie jak w publikacji [6]
w pracach [H3LH4] wykorzystaliSmy pojecie elementu autonomicznego do zdefiniowania
generycznej osiagalnosci uktadu. Wowcezas pojawito sie pytanie o formalizm matematycz-
ny umozliwiajacy badanie osiagalnosci w punktach, ktére nie nalezg do zbioru otwartego i
gestego wynikajacego z generycznoéci. Szukajac odpowiedzi na to pytanie zauwazyltam, ze
wtasnosé silnej osiagalnosci jest zwiazana z punktem i jego otoczeniem. W zwiazku z tym
postanowitam uzy¢ teorii kietkow do scharakteryzowania wtasnosci silnej osiggalnosci ukta-
du w punkcie z przestrzeni stanéw. W pracy [H2] wprowadzitam formalizm matematyczny
pozwalajacy zbadac silng osiagalnosé¢ uktadow z czasem ciaglym we wszystkich punktach
przestrzeni stanéw, a wiec takze w punktach osobliwych, w ktérych wymiar (ko)dystrybucji
jest rézny od jej wymiaru w punktach z otoczen punktéw osobliwych.

Formalizm algebraiczny dla uktadéw nieliniowych w przestrzeni stanéw podany miedzy
innymi w [0,14] dla ukladéw z czasem ciaglym i w [I1] dla uktadéw z czasem dyskretnym,
zostal wykorzystany do badania problemu linearyzacji poprzez sprzezenia zwrotne zalez-
ne od stanu. Linearyzacja poprzez statyczne sprzezenie zwrotne to temat badany od lat
osiemdziesigtych zaréwno dla uktadéw z czasem ciggltym jak réwniez z czasem dyskretnym,
patrz na przyktad [I5HIS]. Przy badaniu linearyzacji podobnie jak przy badaniu osiagal-
nosci wykorzystano wiele roznych technik w tym miedzy innymi geometri¢ rézniczkows i
algebre. W przypadku uktadéw z czasem ciaglym problem linearyzacji poprzez statyczne
sprzezenie zwrotne od stanu oraz zamiane wspotrzednych zostal po raz pierwszy zbadany
w [15] i [19]. Od tego momentu powstato wiele prac, ktére zwigzane byty z tym problemem
i w ktérych uzyto réznych matematycznych narzedzi dla réznych klas uktadéw. Podejscie
geometryczne mozna znalezé w [20] dla uktadéw z czasem ciagltym oraz w [17] dla ukta-
dow z czasem dyskretnym. Metody algebraiczne bazujace na jezyku form rézniczkowych
zastosowano w pracy [0] dla uktadéw z czasem ciggtym oraz w [10] dla uktadéw z cza-
sem dyskretnym. W przypadku, gdy linearyzacja uktadu nieliniowego poprzez statyczne
sprzezenie zwrotne zalezne od stanu oraz dyfeomorfizm przestrzeni stanow nie jest mozliwa
pojawia si¢ pytanie, czy istnieje dynamiczne sprzezenie zwrotne, takie ze otrzymany nowy
rozszerzony uktad bedzie linearyzowalny poprzez statyczne sprzezenie zwrotne oraz zamia-
ne wspotrzednych stanu. Odpowiedz na to pytanie w jezyku form rézniczkowych mozna dla
ukladéw z czasem ciaglym znalezé w [4.6], za$ dla uktadéw z czasem dyskretnym w [10].
Wtedy pojawia si¢ pytanie o warunki linearyzowalnosci uktadéw okreslonych na skalach
czasowych. Wykorzystujac rachunek skal czasowych w pracach [H1,[HS5| podane zostaty
warunki linearyzowalnosci nieliniowych analitycznych uktadéw okreslonych na jednorod-
nych skalach czasowych. W przypadku uktadéw z czasem cigglym warunki te pokrywaja
sie z warunkami prezentowanymi w [4,6], zas dla ukladéw z czasem dyskretnym wyniki
otrzymane w [HILHS5| sa nowe. Zauwazmy, ze w [10] autorzy wykorzystywali algebre rézni-
cowa [21] do analizy nieliniowych uktadéw z czasem dyskretnym, za$ w [H1,H5| bazujemy
na algebrze podobnej do algebry rézniczkowej [14,22].



AUTOREFERAT

Wspélnym celem prac [H1H2/H3H4H5] jest zbadanie wybranych wtasnosci uktadéw

sterowania z czasem ciagtym i dyskretnym za pomoca metod algebraicznych. W prezento-

wanym cyklu publikacji badane byly nastepujace zagadnienia:

1.

generyczna osiggalnos$é nieliniowych uktadow sterowania okreslonych na jednorodnych
skalach czasowych (w pracach [H3\[H4]);

. silna osiagalnos¢ nieliniowych uktadéw sterowania z czasem ciagtym (w pracy [H2|);

. generyczna lokalna linearyzowalnos¢ poprzez statyczne oraz dynamiczne sprzezenia

zwrotne dla nieliniowych uktadéw sterowania okreslonych na jednorodnych skalach
czasowych (w pracach [H1HS]).

Wykorzystujac fakt, ze teoria uktadéw dynamicznych na skalach czasowych pozwala na

jednolity opis pojeé¢ i wynikow teorii rownan rézniczkowych i teorii réwnan réznicowych,

w pracach [H1,H3,[H4.[HS5|] podaliémy warunki charakteryzujace generyczna osiagalnosé

i linearyzowalno$¢ nieliniowych uktadéw sterowania okreslonych na jednorodnych skalach

czasowych, tzn. uktadéw z czasem ciagltym lub dyskretnym.

4.1.2 Osiaggniete wyniki

W przedtozonym cyklu publikacji badajac wyzej wymienione zagadnienia otrzymano

nastepujace wyniki:

e sformutowano i udowodniono warunki konieczne i wystarczajace generycznej osiagal-

nosci nieliniowych uktadéw sterowania okreslonych na jednorodnych skalach czaso-
wych (w pracach [H3[[H4]); sformutowanie tych warunkéw byto mozliwe dzigki opra-
cowaniu ,,przygotowawczych” wynikéw, tj.

— w przypadku pracy [H4] rozwinieto formalizm matematyczny (miedzy innymi
wprowadzajac operatory © oraz #) umozliwiajacy wielomianowy zapis nielinio-
wych uktadow sterowania z wieloma wejsciami i wieloma wyjsciami; nastepnie
pokazano, ze wielomiany zwigzane z rozwazanym ukltadem definiuja ”minimal-
ng” zalezno$¢ liniowa zachodzaca dla wektoréw z przestrzeni jednoform roznicz-
kowych, ktora mozna jednocze$nie traktowa¢ jako modut nad pierscieniem wie-
lomianéw rézniczkowych;

— w przypadku pracy [H3] wprowadzono przestrzen liniowych odwzorowan, ktéra
jest przestrzeniag dualng do przestrzeni jednoform rézniczkowych; nastepnie w
przestrzeni tej zdefiniowano rosnacy ciag dystrybucji, ktore sa anihilatorami od-
powiednich przestrzeni jednoform rézniczkowych; umozliwito to sformutowanie
warunku osiggalnosci zaréwno w jezyku jednoform rézniczkowych jak réwniez
pol wektorowych zwigzanych z badanym uktadem;

wyznaczono rozmaitosci catkowe algebry Liego pol wektorowych zwigzanych z rozwa-
zanym uktadem oraz sformutowano i udowodniono warunki konieczne i wystarczajace
silnej osiagalnosci nieliniowych uktadéw sterowania z czasem ciagltym (w pracy [H2]);
przy czym opracowano nastepujace wyniki ,przygotowawcze”:

— w pracy [H2] wprowadzono formalizm matematyczny bazujacy na jezyku ide-
atow i modutéw w pierécieniu kietkéw funkcji analitycznych;
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e sformutowano i udowodniono warunki konieczne i wystarczajace generycznej lokalnej
linearyzowalno$¢ poprzez statyczne oraz dynamiczne sprzezenia zwrotne dla nielinio-
wych ukladéw sterowania okreslonych na jednorodnych skalach czasowych (w pra-
cach [H1[H5]); dodatkowo opracowano nastepujace wyniki ,przygotowawcze”:

— w przypadku pracy [H1] sformutowano i udowodniono warunki konieczne i wy-
starczajace odwracalnosci nieliniowych uktadéw sterowania okreslonych na jed-
norodnych skalach czasowych ze wzgledu na to, ze odwracalnos¢ uktadu jest
warunkiem koniecznym jego linearyzowalnosci poprzez dynamiczne sprzezenie

zwrotne od stanu;
— w przypadku pracy [H5|] rozwinieto wprowadzony formalizm algebraiczny i udo-

wodniona, ze zamiana wspotrzednych oraz statyczne sprzezenie zwrotne prowa-
dza do konstrukcji izomorficznych inwersyjnych domknie¢ oraz izomorficznych
przestrzeni jednoform.

4.1.3 Skale czasowe

Skalg czasowg nazywamy dowolny domkniety podzbior T zbioru liczb rzeczywistych.
Rachunek rézniczkowy na skalach czasowych bazuje na pojeciu delta-pochodnej z® oraz
nabla-pochodnej xV funkcji x : T — R, ktére zachowuja sie odpowiednio jak zwykta po-
chodna 2/(t) gdy T = R lub jak réznice x(t+1)—x(t) oraz x(t)—xz(t—1) w przypadku T = Z.
Zarowno czas ciggly jak rowniez dyskretny sg przyktadami tzw. jednorodnych skal czaso-
wych. Dodatkowo do jednorodnych skal czasowych nalezg zbiory T = hZ := {hk : k € Z},
h > 0, w ktorych odlegtos¢ miedzy elementami jest rowna statej dodatniej liczbie rzeczy-
wistej h. Zatem rachunek skal czasowych zapoczatkowany w rozprawie doktorskiej Stefana
Hilgera [23] pozwala na unifikacje rachunku rézniczkowego oraz rachunku réznicowego i
konsekwentnie na unifikacje rownan rézniczkowych zwyczajnych oraz rownan réznicowych.
W przypadku réwnan roznicowych opis dynamiki, ktéra opiera si¢ na operatorze réznicy
x(t+1) —z(t) jest czesto nazywany opisem “delta-domain”, patrz np. [24-30]. Takie podej-
Scie jest promowane jako skuteczne narzedzie do modelowania uktadu dynamicznego. W po-
réwnaniu do modeli opartych na operatorze przesuniecia, modele z delta-pochodna (“delta-
domain”) sa mniej wrazliwe na bledy przyblizen i nie daja blednych modeli, gdy sygnaty
pobierane sa z duza czestotliwo$cia probkowania, patrz [31H33]. Réwniez nabla-pochodna
jako operator réznicy x(t) — x(t — 1) uwzgledniajacy opdznienia w ukladzie znajduje za-
stosowanie, patrz np. [34H36]. Teoria uktadéw dynamicznych na skalach czasowych, ktorej
poswiecone sa monografie M. Bohnera i A. Petersona [37,[38], jest rozwijajacym sie dzia-
tem matematyki. Znajduje ona zastosowania w modelowaniu réznorodnych rzeczywistych
uktadéw technicznych, ekonomicznych i biologicznych, ktére wymagaja uzycia rownoczesnie
zar6wno czasu ciaglego, jak i dyskretnego, [39-41].

W teorii skal czasowych pojawiaja si¢ nastepujace funkcje o : T — T oraz p : T —
T, zdefiniowane odpowiednio jako o(t) := inf{s € T:s >t} z inf() = supT (¢c(M) =
M jesli T ma maksimum M) oraz p(t) := sup{s € T:s <t} z supl) = inf T (p(m) =
m, jesli T ma minimum m). Funkcje te nazywamy odpowiednio operatorem “skoku do
przodu” (nastepnikiem) oraz operatorem “skoku do tytu” (poprzednikiem). Wowczas funkcje
w,v T — [0,00) zdefiniowane jako u(t) := o(t) — ¢ oraz v(t) := t — p(t) nazywamy
odpowiedni funkcjqg ziarnistosci do przodu oraz funkcjq ziarnistosci do tytu. Jezeli p i v
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sa funkcjami statymi, to skale czasowa nazywamy jednorodng. Jesli sup T jest skoniczone
i p(supT) < supT, to T% := T \ {supT}. W przeciwnym razie, T® := T. Dodatkowo,
jesli inf T jest skonczone i inf T < o(inf T), to zdefiniujemy nastepujacy zbiér: T, := T \
{inf T} . W przeciwnym razie, T,, := T. Zauwazmy, ze dla jednorodnych skal czasowych
mamy: T" = T, = T. Delta-pochodng funkcji x : T — R w punkcie ¢ € T* jest liczba
rzeczywista x2(t), taka ze dla dowolnego ¢ > 0 istnieje otoczenie U punktu t, takie ze
[(x(a(t)) — z(s)) — 22(t)(o(t) — 8)| < g|o(t) — s| dla wszystkich s € U. Méwimy, ze funkcja
x jest delta-rézniczkowalna na T, jedli z2(t) istnieje dla wszystkich ¢t € T*. Analogicznie
definiujemy nabla-pochodng. Nabla-pochodng funkcji x : T — R w punkcie t € T, jest
liczba rzeczywista zV (t), taka ze dla dowolnego € > 0 istnieje otoczenie U punktu ¢, takie
ze |(z(p(t)) —x(s)) —xV (t)(p(t) —s)| < g|p(t) —s| dla wszystkich s € U. Méwimy, ze funkcja
x jest nabla-rézniczkowalna na T, jesli zV (t) istnieje dla wszystkich ¢ € T,.

W teorii uktadéw dynamicznych na skalach czasowych do opisu uktadow uzywa sie
delta-pochodnej. Korzystajac z faktu, ze dla T = R 22 = 2’ réwnanie rézniczkowe 2/(t) =
f(t, z(t)) mozna zapisaé jako x2(t) = f(t, x(t)), zas$ z faktu, ze roo = v + pz® dla T = Z
réwnanie réznicowe z(t + 1) = f(¢,2(t)) mozna zapisa¢ jako z2(t) = f(t,z(t)) — z(t).
Analogicznej unifikacji mozna dokonaé¢ dla uktadéw wejscie-wyjscie, opisanych przez row-
nania rézniczkowe i réznicowe wyzszych rzedow. W tym celu wprowadzamy pojecie delta-
pochodnej wyzszego rzedu, tzn. dla delta-rézniczkowalnej funkeji y : T — R delta-pochodna
rzedu drugiego definiujemy nastepujaco: y? := (y*)2 o ile y* jest delta-rézniczkowalna na
T+ = (T*)* i ma delta-pochodna y? : T+ — R. Podobnie definiujemy delta-pochodne
wyzszych rzedéw i dla n > 2 mamy yl" := (y"~1)2 o ile y*~Y jest delta-rézniczkowalna
na T+" := ((T*" )" i ma delta-pochodng y" : T*" — R. Poniewaz yl" = 3 dla T = R
oraz yoo" =Y, (’Z)ym dla T = Z, gdzie (y o 6™)(t) :== y(t + n), t € Z, wiec réwniez
uktady wejscie-wyjsécie z czasem cigglym i dyskretnym mozna opisa¢ za pomocg réwnan
delta-rézniczkowych wyzszych rzedow. Zatem wykorzystujac pojecie delta-pochodnej ukta-
dy sterowania z czasem ciggtym oraz dyskretnym mozna opisa¢ za pomocg rownan delta-
rozniczkowych rzedu pierwszego dla uktadéw w przestrzeni stanow, a w przypadku uktadow
wejscie-wyjscie za pomoca rownan delta-rozniczkowych wyzszych rzedow. Wéowcezas teoria
uktadow dynamicznych na skalach czasowych pozwala na jednolity opis poje¢ i wynikow
teorii rownan roézniczkowych i réznicowych, a skale jednorodne umozliwiaja te unifikuje.
W pracach [H1,[H3/HS5|] badaliémy nieliniowe uktady w przestrzeni stanéw zdefiniowane
przez rownania delta-rézniczkowe okreslone na jednorodnych skalach czasowych, zas w [H4]
nieliniowe uktady wejscie-wyjscie opisane przez delta-rézniczkowe réwnania wyzszych rze-
doéw na skalach jednorodnych. Zauwazmy, ze w przypadku uktadéw dyskretnych formalizm
prezentowany w pracach [H1,H3,H4,HS5|] bazuje na operatorach réznicy zwiazanych z
delta- i nabla-pochodnymi, wi¢c prezentowane wyniki daja nowe warunki opisujace wyzej
wymienione wlasnosci rozwazanych uktadéw.

4.1.4 Formalizm algebraiczny

W przypadku nieliniowych uktadéw sterowania zdefiniowanych na jednorodnych skalach
czasowych wprowadzony zostal aparat matematyczny (formalizm algebraiczny). Formalizm
ten zostal opisany w artykutach [H3L[A12/[A21,[B14] i unifikuje on istniejaca teorie dla
uktadéw z czasem ciggltym oraz dyskretnym. Kluczowym zadaniem tego formalizmu jest
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konstrukcja ciat rézniczkowych zwigzanych z danym nieliniowym uktadem sterowania zde-
finiowanym przez réwnania delta-rézniczkowe na jednorodnej skali czasowej.

Ciata réziniczkowe dla uktadow w przestrzeni stanow

Wyniki prezentowane w pracach [H1,H3LHS5] bazuja na formalizmie algebraicznym
wprowadzonym w [A12,[A21l[B14], ktérego kluczowym zadaniem byta konstrukeja ciat roz-
niczkowych zwiazanych z rozwazanym uktadem. W pracach [H1,[H3/[HS5|] rozwazamy nie-
liniowe uklady sterowania okreslone na jednorodnej skali czasowej T (T = R lub T = RhZ,
h > 0) postaci:

22(t) = fla(t),ult)) (1a)
y(t) = hl(z(t)), (1b)

gdzie (z(t),u(t)) € X x U, X x U jest otwartym podzbiorem R" x R™, m < n, v =
(x1,...,2,) jest stanem uktadu, u = (uq,...,u,) jest sterowaniem (wejsciem) uktadu, a
funkcje f : X xU — R" oraz h : X — Y C RP sa analitycznymi funkcjami swoich
argumentow. Zalézmy, ze sterowanie zastosowane do uktadu (Ial) jest nieskonczenie wiele
razy delta-rézniczkowalne, tzn. ul*! istnieje dla kazdego k > 0. Niech f(x, u) = zc+puf(x,u).
Zat6ézmy, ze dla badanych uktadow spetnione jest zatozenie:

Zalozenie 1. Zatézmy, Ze istnieje odwzorowanie ¢ : X xU — R™, takie ze ¢ = (f, p) jest
analitycznym dyfeomorfizmem ze zbioru X X U na zbior X X U.

Zaltozenie [[l oznacza, ze z (T, z) = (f(x, u), p(z, u)) = ®(z,u) mozna w sposob jednoznacz-
ny wyznaczy¢ (x,u) jako analityczng funkcje zalezna od (z,z). Zauwazmy, ze dla pu = 0
warunek ten jest zawsze spetniony gdy ¢(x,u) = u. W przypadku p > 0 uktad (Ta) mozna
zapisa¢ w rOwnowaznej postaci

2?(t) = fz(t), ult)) . (2)
ggf ’“")) =n-+m.
W pracach [H1,H3|HS5] z réwnaniem (IE) zwigzane jest przemienne ciato %  funk-

Wtedy dla z = ¢(z,u) € R™ mamy rank

cji meromorficznych zaleznych od skoriczonej liczby zmiennych ze zbioru € = {z;,i =
1,...,n, ug-k],j =1,....,m,k > 0}. W ciele tym definiujemy operatory o oraz Ay, patrz
[B14]. Przy Zatozeniu[lcialo 2" z operatorem Ay jest cialem o -rézniczkowym. Dla o = 0,
of = 0;1 =1id i & jest inwersyjne. Ogodlnie ciato £ nie jest inwersyjne, ale zawsze moz-
na je wlozy¢é w inwersyjne og-rézniczkowe nadcialo 2, zwane inwersyjnym domknieciem
(inversive closure, [21]) ciata ¢ 1 operator o rozszerzy¢ do £ *, tak aby o : A — A
byl automorfizmem. Niech p; : #* — J£* bedzie operatorem zdefiniowanym nastepuja-

co py = 0;1. Dla p # 0, ™ jest cialem funkcji meromorficznych zaleznych od zmien-
nych ze zbioru €* = € U {zt=%, s = 1,...,m, £ > 1}, gdzie@ ZZ{_E} = oy (2{—£—1})

i

W pracy [B14] operatory o oraz A sa oznaczone odpowiednio przez o oraz A. Zmiana oznaczenia
jest zwiazana z faktem, ze w definicji tych operatoréw (okreslonych na J#") wykorzystujemy zaleznosé (Ial)

pochodzaca z uktadu i w zwiazku z tym dodalidémy indeks ,,f”.
(=0

i

{

. . . . -1 . .
2W pracach [HI[H3,H5] uzywali$my oznaczenia z zamiast z; Y. Oznaczenie zostalo zmienione w

celu ujednolicenia notacji w autoreferacie.
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i 2z = @i(z,u) = oy (zi{fl}>, [B14]. Operator A spetniajacy uogélniona regule Leibni-

za Ar(FG) = Ap(F)G + 0p(F)Af(G), F,G € J, mozna rozszerzy¢ do J* 1 woéwczas
jest on oy-rézniczkowaniem w ciele J#*. Dodatkowo w ciele £ mozna wprowadzi¢ ope-
rator V¢ (patrz na przyktad [H3,[A12]) ktory takze spelnia uogélniona regute Leibniza
Vi(FG) =V i{(F)G+ ps(F)V(G), F,G € #*, wicc jest on “pp-roézniczkowaniem”, a za-
tem w przemiennym ciele 2 mamy ps-rézniczkowanie. Wowczas £ jest rowniez cialem
pf-rézniczkowym.

W pracach [H1H3|HS5] wprowadzona zostata przestrzen jednoform rézniczkowych & :=
span . {d¢;, ¢; € €*}, w ktorej zdefiniowalismy operatory: automorfizmy oy : & — & i
py = 0}71 : & — & oraz zwigzane z 0y- i pg-rozniczkowaniem operatory Ay @ & — &
i Vy: & — &. Ponadto zdefiniowaliSmy operator rézniczkowania d : ™ — &, ktory
funkcjom z ciata przyporzadkowuje jednoformy doktadne.

Nad otrzymanym ciatem rézniczkowym #* funkcji meromorficznych w pracach [H1,
H3|/H5] zdefiniowali$my podprzestrzenie w przestrzeni jednoform rézniczkowych, ktére wy-
korzystaliSmy do podania warunkéw generycznej osiagalnosci oraz linearyzowalnosci (po-
przez sprzezenie zwrotne zalezne od stanu) rozwazanych uktadéw. Warunki te zostana za-
prezentowane w dalszej czesci autoreferatu w rozdziatach [ T.7] oraz .17 Przy czym
w pracach [H1[H2/H3|[H5] uzywaliémy notacji C, K, A1 E zamiast €, # ', o/ i &. Zmiana
oznaczen w autoreferacie zwigzana jest z tym, ze symbole C, IC, A i £ zostaly uzyte ponizej
w formalizmie matematycznym dla uktadow wejscie-wyjscie.

Ciata réziniczkowe dla uktadow wejscie-wyjsicie

Ze wzgledu na to, ze uklady sterowania mozna opisywaé¢ rowniez za pomoca rownan,
w ktérych wystepuja tylko wejscia i wyjscia, wiec w pracy [H4] oméwilisémy formalizm al-
gebraiczny dla uktadow wejscie-wyjscie. Formalizm ten jest uogoélnieniem formalizmu pre-
zentowanego w pracach [A27,[A32][C16,/C20] na przypadek uktadéw z wieloma wejsciami i
wieloma wyjsciami. W pracy [H4] po raz pierwszy podalismy wlasnosci oraz zaleznosci mie-
dzy wprowadzonymi pierscieniami/ciatami rézniczkowymi oraz pierscieniami wielomiandéw
czy przestrzeniami liniowymi nad otrzymanym ciatem rézniczkowym.

Analogicznie jak dla ukladéw w przestrzeni stanéw zalézmy, ze skala czasowa T jest
jednorodna, tzn. T = R lub T = hZ, h > 0. Dla funkcji ¢ : T — R oraz ¢ < k wprowadzmy
nastepujaca notacje F = (w[‘}, . .,w[’ﬂ). Niechy, : T—R,i=1,...,p,oraz u; : T —
R, 5 =1,...,m, beda funkcjami nieskonczenie wiele razy delta-rézniczkowalnymi.

Rozpatrzmy nieliniowy uktad ¥ z wieloma wejsciami i wieloma wyjsciami (uktad MIMO)
opisany przez nastepujacy zbior delta-rézniczkowych rownan wejscie-wyjscie na jednorodne;j
skali czasowej:

n; 0..n; N 0..s; ..Sim
yz[ ]:(bz(yg 1]7"'7 ;[)0 p}au[l 11,---7’1491 }> ) (3)
gdzie © = 1,...,p. Zaldzmy, ze funkcje ¢;, © = 1,...,p, sa rzeczywistymi funkcjami anali-
tycznymi swoich argumentéw. Dlat=1,...,p, 7 =1,...,p, k=1,...,m, zaldzmy, ze
0<n <ng<... <y, (4a)
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ng; < nj,
n;; < n;, for j <4, (4b)
ni; < ng, for j >,
Sip < My . (4c)
Niech n := ny + ... 4+ n,. Warunki (@) oznaczaja, ze réwnania (3]) sa w postaci bedace;
rozszerzeniem kanonicznego macierzowego zapisu ulamkowego wprowadzonego w [42] dla

uktadéw z czasem ciagtym. Dla uktadéw w postaci ([B]) mozliwe jest wprowadzenie réznicz-
kowania skosnego w ciele zwigzanym z uktadem sterowania.

: — [ y[0-n1=1] 0.np—1] , [0-5] 0. +m(s+1

Niech s := maxi</<p, 1<h<m Sek, Z := (yl e 1[? " ], uy .. .,uln s]) e Retm(stl)

1 fe(Z, U) = [227 <5 Rngs (bl(Z)a cee sy Rn—np+2y -+ Ry (bp(z)a An+2; - -y Antstls U1y Bnts+3y - - -
T . . s

Cn42(s4+1)s V25 Bnt2s+4s -+ - s Um—15 Bnt(m—1)s+m+1y - - -y ntm(s+1), Um] . Poniewaz (bia i=1,...,p,

sa funkcjami analitycznymi, wiec dla (z,v) € U, gdzie U jest otwartym podzbiorem
R+ 5 R™ m < n, odwzorowanie f, : U — R+ jest analityczne. Uktady badane

w pracy [H4] spelniaja nastepujace zalozenie:

Zatozenie 2. Niech f(z,v) := z+ uf.(z, v) i zalézmy, ze istnieje odwzorowanie g : U — R™,
takie ze ¥ = (f, g) jest analitycznym dyfeomorfizmem z U na W (U).

Zalozenie 2l oznacza, ze z zaleznosci (z, w) = (f(z, v), 9(z, ’U)) = V(z,v) mozna jednoznacz-
nie wyznaczy¢ (z,v) jako analityczna funkcje zalezna od (z, w).

W pracy [H4] wprowadziliémy pierscienie A oraz R, ktére zostaly uzyte do konstrukeji
ciata IC (K jest cialem utamkéw pierscienia R). Elementy z ciata K sa funkcjami me-
romorficznymi zaleznymi od skonczonej liczby zmiennych (niezaleznych) ze zbioru C :=
{yi,ylm, . ,yl[m*l], i=1,...,p, ug}, k=1,...,m,l > 0}. Zalozenie[Q gwarantuje, ze o jest
monomorfizmem i jest dobrze okreslone na ciele K. W ciele K mozna zdefiniowaé operatory
oo 1 Ag, takie ze Ag spelia uogélniona regute Leibniza: Ag(01)) = Ag (@) +0e (@) As (1),
dla v, ¢ € K, wiec Ag, wiec jest rdzniczkowaniem skosnym lub og-rézniczkowaniem, [21].
Wowczas ciato K wyposazone w operator Ag jest cialem og-rézniczkowym. Dla pu = 0,
oy = 0p' = id, wiec cialo K jest inwersyjne. Ogdlnie cialo K nie jest inwersyjne, ale
zawsze mozna je wlozy¢ w inwersyjne og-rozniczkowe nadciato K, zwane inwersyjnym do-
mknieciem ciata K, [21]. Poniewaz og jest iniektywnym endomorfizmem, wiec mozna go
rozszerzy¢ do K*, tak aby o¢ : K* — K* bylo automorfizmem. Dla p # 0 nadciato K*
sktada sie z funkcji meromorficznych zaleznych od skonczonej liczby zmiennych ze zbio-
ru C* = CU{wl™, s =1,...,m, ¢ > 1}, gdzie wi{fk} = 0 (wl{fkfl}) dla k > 1,1
w; = gi(z,v) = 0g (wz{_l}), patrz [A21B14]. Zauwazmy, ze w pracy [B14] zaktadalismy
submersyjnos¢ odwzorowania f. Wtedy podany formalizm umozliwial badanie uktadow lo-
kalnie w otoczeniach punktéw, w ktérych spetniony jest warunek submersyjnosci. Mocniej-
sze zalozenie (Zaltozenie [Il dla uktadéow w przestrzeni stanéw, czy Zatozenie 2] dla uktadéw
wejscie-wyjscie) pojawiajace sie miedzy innymi w [A21] oraz w pracach [H1.[H3|H4lHS]
umozliwia badanie uktadéw na zbiorach otwartych i gestych, a zatem otrzymujemy gene-
ryczne wiasnosci uktadéw. W przypadku cial nieinwersyjnych wprowadzamy nowa zmienng
w:= (wi,...,wy), taka ze 05' (z,v) = 1 (z, w{*l}), gdzie 1 jest pewna funkcja wektorowa

wyznaczona przez f 1 w = ¢(z,v). Mimo, ze wybdr zmiennej w nie jest jednoznaczny, to

10
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wszystkie mozliwe wybory prowadza do rozszerzen ciata, ktore sa izomorficzne. Wtedy ope-
wi—tH1} Jp (-0

o )
[ > 1, a nastepnie do ciata IC*, tak aby byt on og-rézniczkowaniem w K*. Zatem otrzyma-
lismy: C* = C, jezeli p = 0 oraz C* = C U {wi=4| £ > 1}, gdy u # 0.

W pracy [H4|] wprowadzone zostaly nastepujace przestrzenie jednoform rézniczkowych:

rator Ag mozna rozszerzy¢ do nowej zmiennej nastepujaco: Ag (w{*z}) =

& = span.{d{;, (; € C} oraz £* := spany. {d(;, ¢; € C*}, ktére umozliwity wielomianowy
opis uktadéw wejscie-wyjscie okreslonych na jednorodnych skalach czasowych. Analogicznie
jak dla uktadéw w przestrzeni stanéw w powyzszych przestrzeniach zdefiniowaliSmy ope-
ratory og i Ag oraz operator rozniczkowania d, ktory funkcjom z ciata przyporzadkowuje
jednoformy doktadne.

Wielomianowy opis uktadoéow wejécie-wyjscie

W pracy [H4] oméwilismy zaleznosci miedzy skosnymi wielomianami rézniczkowymi a
jednoformami rézniczkowymi. Szczegdtowo opisaliémy sposéb otrzymania macierzy wielo-
mianowych zwigzanych z danym ukladem wejscie-wyjscie. Zauwazmy, ze og-rézniczkowe
nadcialo K* (og-rézniczkowe ciato K) i operatory g oraz Ag indukuja nieprzemienny
pierécien lewych wielomianéw rézniczkowych oznaczany przez K*[z; 0¢, As] (K[z; 06, As)).
Lewy wielomian rézniczkowy jednoznacznie zapisujemy w postaci: a(z) = S0P 2",
a; € K* (a; € K), gdzie z jest zmienna. Dla funkcji @ € K* mnozenie definiujemy na-
stepujaco: z - o := a’®z + a”*. Regule te mozna rozszerzy¢ do mnozenia jednomianéw
(az) - (B2™) = (2™ 1) - (ﬁ“¢2m+1 + ﬁAézm) . Poniewaz og jest automorfizmem K*, wigc
K*[z; 00, Ag] jest pierscieniem Orego, [43].

Dla ukladéw wejscie-wyjécie badanych w pracy [H4] zdefiniowaliémy nad ciatem K*

4]
przestrzen H := span,c*{dyzw, [l] di=1,...,p, 5, =0,....n;, — 1, k=1,....m, | =

0,...,s} oraz jej podprzestrzen Hoo
Hm::{wEH: Aé(w)éH,f}O}. (5)

Zauwazmy, ze H., jest najwieksza poprzestrzenig przestrzeni H niezmiennicza wzgledem
og-rozniczkowania Ag. Podprzestrzen He, przestrzeni jednoform rézniczkowych £ zostata
wykorzystana w dowodzie twierdzenia zwiazanego z warunkami (generycznej) osiagalnosci
rozwazanych uktadéw wejscie-wyjscie.

Jezeli jednoformy tworzace baze H., sa liniowo niezalezne w kazdym punkcie z € Z C
Rr+m+)  wtedy powiemy, ze Hoo ma staly rzqd. Zatézmy, ze Hao ma staly rzqd (staty rzad
'H., mozna zawsze otrzymac¢ poprzez ograniczenie sie do pewnego otwartego podzbioru Z
zbioru R™™(+1)) W pracy [H4] pokazalismy, ze jezeli tylko H., ma staty rzad, to jest
ona lokalnie calkowalna (patrz [H4, Proposition 4]), tzn. w pewnym otoczeniu kazdego
punktu istnieja doktadne jednoformy tworzace baze przestrzeni H,, po ograniczeniu sie
do tego otoczenia. W dowodzie lokalnej catkowalnosci przestrzeni H,., ktéra ma staty rzad
wykorzystaliSmy pojecie i wtasnosci przestrzeni dualnej £ do przestrzeni £*, tzn. przestrzeni
odwzorowan liniowych z £* do KC*.

Ponadto w pracy [H4] pokazalismy, ze przestrzen & jest jednoczesnie lewym modutem
nad pierscieniem K*[z; 0, Ag|. Wtedy bazujac na tym, ze kazda jednoforme z £ mozna zapi-
sa¢ za pomoca wielomianéw z pierScienia K*[z; 0¢, Ag| oraz jednoform dy;, i = 1,. .., p, duy,

11
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k= 1,...,m, otrzymaliSmy nastepujace zaleZnoéCiH miedzy jednomianami z K[z; 04, Ag],
elementami lewego modutu & oraz wektorami ze zbioru dC := {d¢;, (; € C}:
Pdy; = dy[j )

) 2duy, = du%],

dlai=1,...,p,k=1,...,m, j,l > 0. Zauwazmy, ze po linearyzacji réwnan (3] zwiazanej z
obustronnym zrézniczkowaniem operatorem d funkcji definiujacych uktad (3]) otrzymujemy:

P(z)dy — Q(z)du = 0, (6)

gdzie P = (p;;) i Q@ = (qi) sa odpowiednio p x p i p x m-wymiarowymi macierzami
wielomianowymi, ktérych elementy p;;, ¢, naleza do pierscienia K*[z; 04, Ag) 1

i—1
n = 007
z —Za[S]Z, 1= Sk 9o
(): - s=0 Y; '(>:Z_Zl
Pij(=z Nij agb y o Qik\Z 9 [l]za
-2 =5 i #j 1=0 Ot

S¥NCA
s=0 y]

oraz dy = (dyi,...,dy,)", du = (duy,...,du,,)". Poniewaz funkcje ¢;, i = 1,...,p, naleza
do ciata IC, wiec pij, gir € K|[z; 00, Ag]. Zatem zbiér réwnan postaci ([B) mozemy opisaé za
pomocy elementéw lewego modutu €.

Wykorzystujac fakt, ze £ mozna traktowa¢ zaréwno jako lewy modut nad pierscieniem
K*([z; 09, Ag] oraz jako liniows przestrzen wektorowg nad ciatem K*, pokazali$my, ze prze-
strzen H jest podmodutem i podprzestrzenia wektorowa przestrzeni &, patrz [H4, Propo-
sition 6, Theorem 3.1]. Ponadto udowodnili$my, ze (@) jest ,minimalna” zaleznoscia liniowa
zachodzaca dla wektoréw ze zbioru dC, patrz [H4l, Lemma 3.2]. W przypadku, gdy macierze
P i @ nie sa wzglednie pierwsze i maja wspolny lewy dzielnik (bedacy macierza nieodwra-
calna), pokazalidémy, ze generatory H,, mozna wskaza¢ na podstawie opisu wielomianowego
rozwazanego ukladu, patrz [H4, Theorem 3.4, Corollary 1].

4.1.5 Osiggalnos$é uktadéw wejscie-wyjscie

W celu zdefiniowania generycznej osiggalnosci uktadéw sterowania na jednorodnej ska-
li czasowej podobnie jak w monografii [6] podamy definicje elementéw autonomicznych
(zmiennych autonomicznych) wprowadzonych przez J. F. Pommaret [44]. W pracy [H4]
uzywaliSmy pojecia osiggalnodci zamiast ,generycznej osiggalnosci”, ale w rzeczywistosci
badalismy osiggalnos¢ na zbiorach otwartych i gestych przestrzeni stanéw. W zwiazku z
tym, bede uzywata okreslenia (generycznej) osiagalnosci. W przypadku uktadéw z wieloma
wejsciami i wieloma wyjsciami definicja elementoéw autonomicznych zostata zmodyfikowana,
aby zagwarantowa¢ pewng niezalezno$é¢ rownan opisujacych zaleznosci miedzy elementami
autonomicznymi. Koniecznos¢ modyfikacji definicji zostata zilustrowana na przyktadzie,
patrz [H4, Example 4.3]. W zwiazku z tym w pracy [H4] podalismy nastepujaca definicje
ukladu elementéw autonomicznych:

3We wezesniejszych naszych pracach, miedzy innymi w pracy [A32] oraz artykulach konferencyjnych
[CI5LIC20], zaleznosci te byly przyjmowane za definicje.
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Definicja 4.1 (Definition 4.1. w [H4]). Niech vr,..., ¢, 1 < k < p, bedg funkcjami
z ciata K ograniczonymi do pewnych otwartych podzbioréw przestrzeni RN, gdzie N jest
liczbg zmiennych, od ktorych zalezq funkcje 11, ..., Yy, z/;im = AY(Y) dla £ > 1, oraz
niech rozniczki diy, ..., dYyg bedq liniowo niezaleine nad ciatem K*. Wtedy funkcje ¢ =
(1, .., %) nazywamy uktadem elementéw autonomicznych wkladu ¥ postaci (3) jezeli
istniejg liczba catkowita ¢ > 1 oraz niezerowa funkcja F = (Fy,...,F}) analityczna (na

otwartym podzbiorze zbioru R", gdzie n < (¢ + 1)k), taka Ze F (@Z),w[l], o ,w[g]) =0 oraz

OF _ : . ‘ ; [si1] [Carl) , _
S, gy = k, gdzie funkcja F; zalezy od (wl,..., IR T/ S /] ), =

L.k, ¢ = max i<k Sij ¢S = MaAX1<j<k Sj-

rankjcs

Uzywajac pojecia uktadu elementéw autonomicznych mozemy zdefiniowaé (generyczna)
osiggalnosé nieliniowego uktadu (3.

Definicja 4.2 (Definition 4.2. w [H4|). Uklad sterowania postaci (3) nazywamy (gene-
rycznie) osiagalnym jezeli nie posiada on ukladu elementéw autonomicznych z ciata IC. W
przeciwnym przypadku uktad (3) nazywamy nieosiagalnym.

Gléwnym wynikiem pracy [H4] jest sformulowanie i udowodnienie warunku koniecz-
nego i wystarczajacego (generycznej) osiagalnosci rozwazanych uktadéow wejscie-wyjscie.
Ponizsze twierdzenie zawarte w pracy [H4] podaje ten warunek:

Twierdzenie 4.3 (Theorem 4.5 w [H4]). Uklad sterowania (3) jest (generycznie) osiggalny
wtedy 1 tylko wtedy, gdy macierze P i Q (podane w (@), zwigzane z uktadem (3)) sq wzglednie
lewo pierwsze.

Dodatkowo, z dowodu Twierdzenia 3] oraz wynikéw prezentowanych w pracy [H4]
(patrz [H4, Proposition 6, Theorem 3.1, Theorem 3.4, Corollaries 1 and 2]) wynika, ze
(generyczna) osiagalno$¢ mozna scharakteryzowaé za pomoca H,,, mianowicie

Whniosek 4.1. Uklad sterowania (3) jest (generycznie) osiggalny wtedy i tylko wtedy, gdy
Ho = {0}.

Twierdzenie 3] jest rozszerzeniem wynikéw pracy [A32] na uktady z wieloma wejsciami i
wieloma wyjsciami. W pracach [A31] i [A32] wtasnosé (generycznej) osiagalnosci uktadéw z
jednym wejséciem i jednym wyjsciem nazywana jest nieredukowalnoscig uktadu. Analogicznie
Whiosek [4.1] zostal udowodniony dla ukltadéw z jednym wejsciem i jednym wyjéciem, ale
zamiast osiagalnosci uzywaliSmy pojecia nieredukowalnosci, patrz [A31l, Theorem 3.2].

Z problemem osiggalnosci (nieredukowalnosci) uktadéw zwiazana jest ich réowno-
waznos¢. W przypadku uktadow z jednym wejéciem i jednym wyjsciem ich réwnowaznosé
mozna zdefiniowa¢ bazujac na nierozkladalnej formie rézniczkowej zwiagzanej z uktadami
réwnowaznymi, patrz np. [A32]. Definicja uktadéw réwnowaznych zaproponowana w [A32]
nie moze jednak by¢ zastosowana do uktadow z wieloma wejsciami i wieloma wyjsciami,
ale w tym przypadku te wtasno$¢ mozna zdefiniowaé¢ uogélniajac pojecie rownowaznosci w
sensie transmitancji znanej z teorii uktadéw liniowych, co zostalo zrobione w pracy [H4].
Dodatkowo w pracy [H4] podalismy algorytm sprawdzajacy (generyczna) osiagalnosé oraz
znajdujacy poduktad (generycznie) osiagalny w przypadku uktadéw nieosiagalnych. Wyniki
otrzymane w [H4] zostaly zilustrowane przyktadami.
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4.1.6 Osiggalnos$é¢ uktadéw w przestrzeni stanéw

Zauwazmy, ze osiggalnos¢ jest pewnym rodzajem sterowalnosci i jest jedna z podstawo-
wych wlasnosci uktadéw sterowania, ktorg mozna algebraicznie scharakteryzowaé za pomo-
ca zdefiniowanego ponizej pojecia elementu autonomicznego (zmiennej autonomicznej) [44].
Poniewaz nieredukowalne realizowalne uktady wejscie-wyjscie posiadaja osiggalng realizacje
(patrz np. [6,45L[A31]), wiec biorac pod uwage to, ze nie wszystkie réwnania wejscie-wyjscie
sa realizowalne w przestrzeni stanéw postanowilismy w pracach [H3|[H4] uzy¢ pojecia osia-
galnosci, ktore bedzie charakteryzowato zaréwno uktady opisane przez réwnania wejscie-
wyjscie, jak réwniez uktady zdefiniowane przez rownania w przestrzeni stanow. Biorac pod
uwage to, ze definicja osiggalnos$ci bazujaca na elementach autonomicznych nie jest zwia-
zana z opisem uktadu, ale mozng ja zastosowaé zaréwno do uktadow wejscie-wyjscie jak
réwniez do uktadéw zdefiniowanych w przestrzeni stanéw, w pracy [H3] podalismy naste-
pujaca definicje elementu autonomicznego dla uktadu (Ial):

Definicja 4.4 (Definition 9 w [H3|). Niestalq funkcje ¢ € J, ktora jest ograniczona do
otwartego zbioru, nazywamy elementem autonomicznym dla uktadu sterowania postaci (Id)

jezeli istnieje liczba naturalna k > 1 i niestata analityczna (na pewnym otwartym podzbiorze

zbioru R", gdzie n < k + 1) funkcja F, taka ze F ((p, Ar(p), ..., A?(gp)) =0 oraz 85?(@) =
7
0.

Nastepnie podobnie jak w przypadku uktadéw wejscie-wyjscie uktad sterowania postaci ([Ial)
nazywamy generycznie osiggalnym jezeli nie posiada on zadnego elementu autonomicznego,
patrz [H3, Definition 10]. Zauwazmy, ze generyczna osiggalno$¢ jest réwnowazna temu, ze
zbidr stanow osi@galnych@ z kazdego punktu ma niepuste wnetrze, patrz [6] w przypadku
uktadéw z czasem ciggtym oraz [R/[I0] w przypadku uktadéw z czasem dyskretnym.
Gléwnym wynikiem pracy [H3] byto podanie warunkéw generycznej osiggalnosei ukta-
déw w przestrzeni stanéw. W tym celu zdefiniowane zostaly nastepujace podprzestrzenie

Ay = span . {dr, du}, A ={we A Ap(w) € A}, k>0, (7)

w przestrzeni jednoform rézniczkowych & nad otrzymanym ciatem rézniczkowym funkeji
meromorficznych J£* oraz dystrybucje, ktore anihilujg te podprzestrzenie. Wtasnosci pod-
przestrzeni 4, k > 0, przestrzeni & zostaly zbadane miedzy innymi w [H5|]. Na przyktad
pokazaliSmy, ze istnieje liczba naturalna 0 < k* < n, taka ze dla 0 < k < k*, 4.1 & 7%
1 A1 = I, L > k*, patrz [H5|, Proposition 3|. Korzystajac z tego faktu zdefiniowali$my
nastepujaca przestrzen ¢, := .+, 1, ktérag mozna wyznaczy¢ nastepujaco:

Hoy ={w e A : A;(w)GHl,EEO}, (8)

gdzie A’} jest k-krotnym ztozeniem operatora Ay. Z konstrukeji 727, wynika, ze jest ona naj-
wickszg podprzestrzenig przestrzeni 77, ktéra jest niezmiennicza wzgledem o p-rézniczkowania
Ay, patrz [H5], Proposition 4].

Zauwazmy, ze przestrzenie 7, k > 0, nie sa kodystrybucjami w sensie znanej z geometrii
rézniczkowej definicji kodystrybucji. Aby skojarzyé 7, z kodystrybucjagna S ¢ RY, N € N,

4 Zbiorem stanéw osiggalnych z punktu xo € X nazywamy zbiér wszystkich punktéw, do ktérych mozna
dotrzeé¢ w skonczonym czasie z punktu xg.
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punktowi p € S przyporzadkowujemy podprzestrzen liniowa H, := J.(p) C T, RM (gdzie
M € N) rozpieta przez w(p) , gdzie jednoforma w € J#; jest dobrze okreslona w p. Wtedy
odwzorowanie H : & 3 p — H, jest kodystrybucja na S. Zauwazmy, ze zbiér S jest
podzbiorem zbioru X x U x REH#™ na ktérym jednoformy generujace przestrzen 74,
k= 2,...,k* + 1, nad cialem K* sa dobrze okreslone i sg liniowo niezalezne w kazdym
punkcie, gdzie ¢ i k sa pewnymi liczbami naturalnymi. Jezeli jednoformy, ktére tworza baze
przestrzeni J#,, k > 0, sa niezalezne w kazdym punkcie (z,u, ulll, ... uld, =1  2A=mh) €
S, wtedy mowimy, ze 74, ma staly rzqd, tzn. 5%, definiuje kodystrybucje statego wymiaru na
zbiorze S. Zauwazmy, ze redukujac zbiér S zawsze mozemy otrzymac staty rzad 7. Przez
redukcje zbioru rozumiemy usuniecie z RY wszystkich punktéw, w ktérych jednoformy nie
sa okreslone lub sa liniowo zalezne. Korzystajac z faktu, ze %, jest lokalnie catkowalna,
tzn. kodystrybucja zwiazana z 44, jest lokalnie catkowalna, w pracy [H3|] udowodnilismy,
ze jezeli tylko s, ma staly rzad, to warunek J7, # {0} jest rownowazny temu, ze dla
kazdego © € X istnieje otoczenie V punktu z oraz niestala funkcja ¢ : V — R, taka ze
dy € A2, patrz [H3l, Proposition 4].

Jednym z wynikéw pracy [H3| jest konstrukcja dystrybucji anihilujacych 7,. Niech
&' bedzie przestrzeniag dualng do &, tzn. przestrzenig odwzorowan liniowych z & do J#™*.
Elementy &’ nazywamy polami wektorowymi i majg one postaé

X = ZZX{Z} {e}+ZXl‘za ‘f‘ZZX‘[k] (9)

£>1s=1 k>0 j=1

gdzie X e oy, Xgyy X ult € *. W pracy [H3] zdefiniowalismy operatory AsiV ; w przestrze-
ni &' i podalismy ich Wlasnosm Podobnie jak w przypadku przestrzeni jednoform & operato-
ry Ay iV w przestrzeni dualnej &” spetniaja uogélniona regute Leibniza, patrz [A12[A32)].

Oznaczmy przez X podprzestrzen przestrzeni &’ rozpieta nad ciatem K* przez 0/0x;,
przez U podprzestrzen zawierajaca pola wektorowe X postaci (@) dla ktérych X,, = 0
oraz X 0= 0, zas przez Z podprzestrzen zawierajaca pola wektorowe X postaci ([9]) dla
ktorych X =0oraz X w = 0. Wtedy &' = X ® U & Z. Rzulem pola wektorowego @) na

J

X, oznaczanym przez X ™, jest pole wektorowe X™ = S | X, -0 B

cigg niemalejacych dystrybucji D; € ... CD;_, C Dk =Dj = Doo C X, gdzie

P Vlfﬂ'
Dy, := span. Em A=1,....kp . (10)

Do gtéwnych wynikéw pracy [H3|] naleza nastepujace fakty, ktére umozliwiaja badanie

. Zdefiniujmy nastepujacy

generycznej osiagalnosci uktadéw w przestrzeni standow:

Twierdzenie 4.5 (Theorem 13 w [H3|). Uklad postaci ([Ial) jest generycznie osiggalny
wtedy i tylko wtedy gdy He = {0}.

Whniosek 4.2 (Corollary 14 w [H3|). Uklad postaci (&) jest generycznie osiggalny wtedy
1 tylko wtedy gdy dimD,, =

Whiosek 4.3 (Corollary 15 w [H3)). Jezeli uklad postaci (&) nie jest generycznie osiggal-
ny, to wtedy jednoforma dy odpowiadajgca elementowi autonomicznemu o jest niezmien-
nicza wzgledem wszystkich pol wektorowych (8/(‘)u)vlfﬂ, [ >0, tzn. <dcp, (8/(‘)u)vlf”> =0.
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Zatem w pracy [H3| podane zostaly warunki na generyczna osiagalnosé nieliniowych
uktadow sterowania okreslonych w przestrzeni stanéw. PokazaliSmy, ze rozwazane podprze-
strzenie w przestrzeni jednoform rézniczkowych mozna traktowaé jako kodystrybucje na
pewnych zbiorach, woéwczas w przestrzeni dualnej mozna rozwazaé¢ dystrybucje. Pozwoli-
to to na sformutowanie warunkéw generycznej osiagalnosci zarowno w jezyku jednoform
rozniczkowych jak réwniez w jezyku pol wektorowych. Zauwazmy, ze wyniki prezentowane
w [H3] sa rozszerzeniem faktéw prezentowanych w monografii [0, Theorem 3.17] na ukta-
dy okreslone na jednorodnych skalach czasowych. Poniewaz delta-pochodna dla uktadéow z
czasem ciaglym odpowiada pochodnej po czasie, wiec wezesniejsze fakty podane w [6] wy-
nikaja z naszych wynikéw, gdyz czas ciggly jest szczegdlnym przypadkiem jednorodnej skali
czasowej. W przypadku modeli dyskretnych prezentowany przez nas formalizm opiera si¢ na
operatorze roznicy, a nie na operatorze przesuniecia, wiec dla uktadow z czasem dyskretnym
prezentowane wyniki sa nowe i nie pokrywaja sie z faktami zawartymi w pracy [10].

Reasumujac, w pracy [H3] podali$émy dwa alternatywne warunki konieczne i wystarcza-
jace generycznej osiggalnosci uktadu. Warunek, sformutowany w postaci delta-pochodnych
jednoform, prowadzi do prostych obliczen, ale nie pomaga on w znalezieniu punktéw, w
ktorych uktad nie jest osiagalny. Drugi warunek wykorzystujacy nabla-pochodne pdl wek-
torowych jest trudniejszy rachunkowo, ale pozwala on wskaza¢ punkty osobliwe, w ktorych
uktad nie posiada wtasnosci osiggalnosci. Znalezienie takich punktéw jest wazne, ponie-
waz oba warunki sprawdzaja tylko generyczng osiggalnosé, ktora zachodzi prawie wszedzie,
z wyjatkiem niektorych punktéw osobliwych, wiec pojawia sie pytanie jak wyglada zbior
otwarty i gesty na ktérym zachodzi wtasnosé osiagalnosci. Wyniki otrzymane w pracy [H3|
zostalty zilustrowane na przyktadzie.

4.1.7 Linearyzowalnos$¢ poprzez sprzezenie zwrotne od stanu

Innym problemem pojawiajacym sie w matematycznej teorii sterowania jest linearyza-
cja uktadow sterowania w przestrzeni standéw poprzez statyczne oraz dynamiczne sprzeze-
nia zwrotne. W pracy [H5] pokazaliémy, ze zamiana wspdtrzednych przestrzeni stanéw w
prezentowanym formalizmie algebraicznym (rozdziat [I.4) prowadzi do inwersyjnego do-
mkniecia, ktore jest izomorficzne z inwersyjnym domknigciem J£* zwiazanym z oryginalny-
mi wspolrzednymi stanu uktadu. Ponadto podaliSmy postaé¢ baz podprzestrzeni 74, k > 0,
patrz [H5, Theorem 1] oraz oméwiliémy ich wlasnosci (patrz np. [H5, Corollary 2,Pro-
position 8]), ktore zostaly wykorzystane do zbadania problemu linearyzowalnosci poprzez
sprzezenie zwrotne od stanu badanych uktadéw. W pracy [H5] podany zostal algorytm
wyznaczania baz podprzestrzeni 4, k > 2.

W pracach [H5] oraz [H1] ciag podprzestrzeni (%), spetnia nastepujace zatozenie:

Zatozenie 3. Zaléimy, ie o = {0} oraz dla kazdego (z,w,ul™, ... uld A=1  2A=rh)
S jednoformy A?(wi), 1 <i <k, 0< ] <ri—1wpunkcie (z,u,ull, .. uld 271 2A=sh)
sq lintowo niezalezne nad R.

Zauwazmy, ze przy Zatozeniu [ wszystkie przestrzenie 7., k > 2, definiujg kodystry-
bucje statego wymiaru na S (w sensie podanym na stronie [[5] autoreferatu). W pracy [H5]
zbadany zostat problem linearyzowalnoéci uktadéw sterowania okreslonych na jednorodnych
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skalach czasowych poprzez statyczne sprzezenia zwrotne zalezne od stanu. Wprowadzilismy
nastepujace definicje:

Definicja 4.6 (Definition 3 w [H5]). Uklad ¥ postaci ([[al) nazywamy linearyzowalnym po-
przez statyczne sprzezenie zwrotne zaleine od stanu jezeli istnieje analityczny dyfeomorfizm
Xox—a=¢x)€ ./'/‘(\postaci i statyczne sprzezenie zwrotne od stanu X x V 3 (x,v) —
u = ¢(z,v) €U, takie ze ¥ : (X,V) > (x,v) — (z,¢(x,v)) € (X,U) jest analitycznym
dyfeomorfizmem i w nowych wspotrzednych mamy

P2ty =A-3(t)+ B-u(t), (11)
gdzie para (A, B) jest sterowalna, tzn. rank [B AB ... A”le} =n.
Zmienne (z,v) uktadu (II)) naleza do pewnego otwartego podzbioru zbioru R x R™.

Definicja 4.7 (Definition 4 w [H5]). Uklad X postaci ([Ial) nazywamy generycznie lokalnie
linearyzowalnym przez statyczne sprzezenie zwrotne zalezne od stanu, jezeli istnieje otwarty
i gesty podzbior T' zbioru X X U, taki Ze dla kazdego (z,u) € T istnieje otoczenie V' punktu
(Z,u) zawarte w X X U, takie ze uklad ¥ ograniczony do V' jest linearyzowalny poprzez
statyczne sprzezenie zwrotne zalezne od stanu.

W pracy [H5|] sformutowaliémy i udowodniliémy nastepujacy warunek konieczny gene-
rycznej lokalnej linearyzowalnosci:

Stwierdzenie 4.1 (Proposition 9 w [H5|). Jezeli uktad (Ial) jest generycznie lokalnie li-
nearyzowalny poprzez reqularne statyczne sprzezemie zwrotne zaleine od stanu, to wtedy

A = {0},

Zauwazmy, ze warunek s, = {0} jest réwnowazny temu, ze uklad (Ial) posiada wta-
sno$¢ generycznej osiagalnosci, patrz Twierdzenie (w [H3], Theorem 13]).

Gléwnym wynikiem pracy [H5] jest podanie warunku koniecznego i wystarczajacego
generycznej lokalnej linearyzacji poprzez statyczne sprzezenie zwrotne zalezne od stanu
uktadéw opisanych przez delta-rézniczkowe réwnania okreslone na skalach jednorodnych.
Warunek ten podaliémy w nastepujacym twierdzeniu:

Twierdzenie 4.8 (Theorem 2 w [H5|). Zaldzmy, zZe zachodzi Zalozenie [3. Wtedy uklad
(I&) jest generycznie lokalnie linearyzowalny przez poprzez statyczne sprzezenie zwrotne od
stanu wtedy 1 tylko wtedy, gdy przestrzenie 7., 1 < k < k*, sq lokalnie catkowalne.

Zauwazmy , ze dla ukltadéw z czasem ciggltym Twierdzenie odpowiada Twierdzeniu
9.1 (Theorem 9.1) w [49], ktore charakteryzuje wtasnosé generycznej lokalnej linearyzowal-
nosci w jezyku jednoform rézniczkowych i jest ono réwnowazne charakteryzacji podanej
w artykutach [I5,[16] opartych na dystrybucjach i polach wektorowych zwiazanych z ukta-
dem. Dla uktadéw z czasem dyskretnym Twierdzenie daje nowy warunek na generyczng
lokalna linearyzowalnosé, w ktérym uzyto operatora réznicy zamiast przesuniecia [10].

W przypadku uktadéw sterowania okreslonych na jednorodnych skalach czasowych, kto-
re nie sg generycznie lokalnie linearyzowalne poprzez statyczne sprzezenie zwrotne zalezne
od stanu w pracy [H1] podaliémy warunki linearyzowalnosci poprzez dynamiczne sprzeze-
nie zwrotne od stanu. Linearyzacja uktadu poprzez dynamiczne sprzezenie zwrotne zalezne
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od stanu umozliwia pokazanie zaleznosci miedzy linearyzujacymi jednoformami i wyjscia-
mi. Zaleznosci te zostaly podane we wezesniejszym artykule konferencyjnym [C12], ale bez
omoéwienia warunkow odwracalnosci uktadéw, co dawato niekompletnosé otrzymanych wy-
nikéw. Poniewaz warunki odwracalnosci konieczne do rozwigzania problemu dynamicznej
linearyzowalno$ci nie bylty dotychczas badane dla uktadéw okreslonych na jednorodnych
skalach czasowych, wiec w pracy [H1] podane zostaly warunki konieczne i wystarczajace
odwracalnosci uktadéw zadanych w przestrzeni stanéw, patrz [H1, Theorem 2], [H1, The-
orem 3| oraz [H1, Remark 3].

Badana w pracy [H1] linearyzowalno$é poprzez dynamiczne sprzezenie zwrotne zalezne
od stanu definiujemy nastepujaco:

Definicja 4.9 (Definition 6 w [H1]). Uklad (I&) nazywamy linearyzowalnym poprzez dy-
namiczne sprzezenie zwrotne zalezne od stanu jesli istnieje odwracalny dynamiczny kom-
pensator postaci

n® = ((z,n,v) (12a)
u = P(x,n,v) (12b)

zn € R®, oraz przeksztatcenie & = ¢(x,n), takie Ze w nowych wspdirzednych skompensowany
uktad ([Ial), (I2) ma postaé €& = A&+ Bu, gdzie £ € R oraz para (A, B) jest sterowalna.

Dla uktadow z czasem ciagglym wiadomo, ze warunkiem wystarczajacym linearyzowal-
nosci poprzez dynamiczne sprzezenie zwrotne zalezne od stanu jest: i) prawa odwracalnosé
uktadu, oraz ii) brak dynamiki zerowej, [4.20].

Definicja 4.10 (Definition 7 w [HI]). Niech h*) := Ak(h), k > 0. Linearyzujacym wyj-
Sciem nazywamy funkcje wyjscia y = ¢ (x, w,ull ,u[”_”), ktora spetnia nastepujgce wia-
snosci:

(1) uktad ([Ial) z wyjsciem y = ¢ (x, w,ull ,u[”_l]) jest prawoodwracalny, tzn. dla kaz-

dego k > 0 obraz odwzorowania Hy, = (@, As(p),....Ak(p)) ma niepuste wnetrze,
patrz [H1|, Definition 1];

(1) dim - (span 4. {dz,, ¢ =1,...,n} N Urso span%*{dhg-o], . ,dhg.k], j=1,...,p}) =n.

Pomyst linearyzujacego wyjscia pochodzi z pracy [50]. Definicja[d.10 jest bardziej ogdlna
i jest ona rozszerzeniem analogicznej definicji dla uktadu (). Linearyzujace wyjscie mozna
traktowaé jako zbior rézniczkowo niezaleznych funkcji o;(x, u, ulll,...), i =1,... m, takich
ze zmienne x i u, moga by¢ wyrazone jako funkcje zalezne od ;, i = 1, ..., m, i skonczonej
liczby ich delta-pochodnych. Dodatkowo, prawa odwracalnos¢ gwarantuje, ze sktadowe ¢;
wyjscia sa rézniczkowo niezalezne w tym sensie, ze nie spetniajg one zadnego roéwnania
delta-rézniczkowego niezaleznego od wu.

Do sformutowania warunku koniecznego i wystarczajacego linearyzwalnosci uktadu po-
przez dynamiczne sprzezenie zwrotne zalezne od stanu w pracy [H1] uzylismy jezyka jedno-
form rézniczkowych oraz nieprzemiennych wielomianéw rézniczkowych nad o p-rézniczko-
wym cialem 2. Podobnie jak dla uktadéw wejscie-wyjscie zauwazmy, ze op-rozniczkowe
cialo JZ* z operatorami oy oraz Ay indukuje nieprzemienny pierscient lewych wielomianéw
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rozniczkowych oznaczany przez ¢ *[z;0f, Af| ze zwyklym dodawaniem oraz mnozeniem
spetiajacym warunek: za := of(a)z+ A¢(a), dla kazdej funkeji a € ™ C A *[z;05, Ag].

Niech J£™*([z; 07, Af]|7*? oznacza zbiér kwadratowych macierzy wielomianowych stopnia
q z wyrazami z pierdcienia J*[z;07, Af]. Macierz U(z) € JH*[z;07, Af|?9 nazywamy
unimodularng jezeli posiada ona macierz odwrotng U~ (z) € # *[z; 04, Af]7*9. Niech ¢ > 1
i &7 oznacza J *-przestrzen wektorows rozpieta przez ¢-tke jednoform z &. Kazda macierz
U(z) € A *[z;08, Af]7? definiuje delta-rézniczkowy operator w &9 w nastepujacy sposob:

dla wszystkich Q = [wy, ..., w,|" € &7, gdzie A%(Q) = [Alh(w1),. .., Al(wy)]" € £11U(z) :=
S Uizt € X ¥z 04, Ap]9%0.

Niech Q := [wy, ..., wn]|" € &™ bedzie uktadem jednoform linearyzujgcych, tzn. uktadem
jednoform, takich ze wy, ..., w,, € F4 oraz istnieja liczby naturalne rq, ..., r,, dla ktérych
jednoformy A?(wi), 1<i<m, 0<j <r;—k, tworza baze przestrzeni 4, k > 0. W
przypadku, gdy €2 sktada sie z jednoform doktadnych (w; = dip;, tzn. Q = dy), te whasnosci
pokrywajq sie z warunkami w Definicji E.10

W pracy [H1] podaliSmy zalezno$¢ miedzy linearyzujacymi wyjsciami (o ile istnieja),
a uktadem linearyzujacych jednoform skonstruowanych w [H5, Theorem 1] dla dowolnego
ukladu generycznie osiggalnego, tzn. uktadu spelniajacego warunek %, = {0}.

Twierdzenie 4.11 (Theorem 6 w [HI1|). Zaléimy, ze 5%, = {0}, oraz niech Q be-
dzie uktadem linearyzujgcych jednoform dla uktadu (Tal). Wtedy istnienie ukladu lineary-
zujgeych wyjsé jest rownowazne istnieniu unimodularnej macierzy wielomianowej U(z) €

H ¥ zy00, Af|™™, takiej ze d(U(z)$2) = 0.
Ponadto w [H1] pokazaliémy nastepujaca réwnowaznosé:

Whiosek 4.4 (Corollary 3 w [H1]). Niech (&) bedzie ukladem z jednym wejsciem i zaldz-
my, ze Hi = {0}. Wtedy nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(1) uklad (I&l) jest linearyzowalny poprzez statyczne sprzezenie zwrotne;
(17) uklad (L&) jest linearyzowalny poprzez dynamiczne sprzezenie zwrotne;
(179) dwy Awy =0, gdzie wy jest taka Ze F;, = spany.{w}.

Wyniki dotyczace linearyzowalno$ci uktadéw poprzez sprzezenia zwrotne zalezne od
stanéw otrzymane w pracach [HI[HS| zostaly zilustrowane na przyktadach prezentowanych
w tych pracach.

Podane warunki algebraiczne prezentowane w pracach [H1,[H3,[H4.[H5|] pozwalaja na
badanie tzw. generycznej osiggalnosci lub generycznej lokalnej linearyzowalnosci uktadow,
co oznacza, ze wlasnosci te zachodza na zbiorach otwartych i gestych. Wowcezas pojawia si¢
pytanie co sie dzieje w punktach, ktére nie nalezg do tych zbiorow. Punkty te nazywamy
punktami osobliwymi. Charakteryzuja sie one tym, ze wymiary (ko)dystrybucji w tych
punktach r6znig si¢ od wymiarow w punktach z ich otoczen.
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4.1.8 Silna osiggalno$¢ nieliniowych uktadéw sterowania z czasem cigglym

Zauwazmy, ze warunek H,, = {0} w przypadku uktadéw wejscie-wyjscie (7%, = {0} w
przypadku uktadéw w przestrzeni standéw) jest rGwnowazny generycznej osiagalnosci ukta-
dow na skalach czasowych. Niestety z warunku tego nie mozemy podac¢ punktow, dla ktorych
zachodzi wlasnos¢ osiggalnosci, ale wiemy, ze uktad posiada wlasnosé osiggalnosci na pew-
nym zbiorze otwartym i gestym. W przypadku, gdy uktad nie jest generycznie osiagalny
podprzestrzenie Ho, oraz %%, pozwalaja na wyznaczenie (uktadu) elementéw autonomicz-
nych zwiazanych z rozwazanym uktadem sterowania, patrz na przyktad [6] w przypadku
uktadéw z czasem ciagtym oraz [10] dla uktadéw z czasem dyskretnym. Z [H3| wiemy,
ze podprzestrzenie 77, k > 1, przestrzeni jednoform rézniczkowych umozliwiaja zbadanie
generycznej osiggalnosci, a zbior na ktorym uktad jest osiggalny nie zawsze mozna po-
da¢ z obliczen wykonywanych przy wyznaczaniu baz podprzestrzeni 7z, k > 1. Wtedy
do wyznaczenia punktéw, z ktérych uktad jest osiggalny mozna uzy¢ nabla-pochodnych
pol wektorowych, ktore sg zwigzane z dystrybucjami anihilujgcymi przestrzenie 745, k > 1.
Wowczas pojawito si¢ pytanie o zbadanie osiagalnosci uktadu w kazdym punkcie przestrzeni
stanow.

W pracy [H2] podatam formalizm algebraiczny (bazujacy na jezyku idealéw i modu-
téw w pierscieniu kietkéw funkcji analitycznych) umozliwiajacy badanie silnej osiagalnosci
nieliniowych uktadéw sterowania z czasem ciagltym w punkcie z przestrzeni stanéw. Sku-
pitam sie na zbadaniu wtasnosci silnej osiggalnosci w punkcie przestrzeni stanéw, gdyz ta
wlasnosé jest uogolnieniem sterowalnosci liniowych uktadéw sterowania. Poniewaz w pra-
cy [H2|] badatam lokalne zachowanie uktadéw sterowania, wiec postanowitam uzyé pojecia
kietkow, ktore wydaja sie by¢ naturalnym jezykiem opisujacym lokalne wtasnosci uktadow.

Rozpatrzmy nieliniowy uktad ¥ zdefiniowany przez zbior réwnan rézniczkowych pierw-
szego rzedu postaci:

2(t) = f(x(t), u(t)), (13)
gdzie zmienna niezalezna ¢ € R oznacza czas, z(t) € X C R” jest stanem uktadu (3] i
zatézmy, ze X jest otwartym podzbiorem R", u(t) € U C R™ jest sterowaniem (wejsciem)
zastosowanym do ukladu (I3), v : R — U oraz f = (fi,...,fu)T : X xU — R" sq
funkcjami analitycznymi.

Funkcja f pochodzaca z ukladu (I3]) definiuje nastepujaca rodzine pél wektorowych
fu = f(-,u) € V(X) sparametryzowanych przez v € U: F := {f, : u € U}. Zauwazmy,
ze we wspotrzednych pole wektorowe f, mozna interpretowaé jako nastepujaca pochodna:
fu=(fhge + -+ (funzs, gdzie (fu)i = fi(-u),i=1,...,n.

Przypomnijmy definicje i fakty zwigzane z wtasnoscia silnej osiggalnosci, ktére mozna
znalezé na przyktad w [3]. Zbior osiggalny R(xo,t) z punktu xo w czasie t jest z definicji
zbiorem stanéw postaci: {7y(t,0,z9,u) : t = 0, u jest sterowaniem dopuszczalnym}, gdzie
v(t,0, 2o, u) oznacza warto$¢ x(t) w czasie t rozwiazania uktadu (I3) z warunkiem poczat-
kowym zy w czasie 0 odpowiadajacego sterowaniu u = u(-). Mowimy, ze uktad (I3) ma
wlasno$é silnej osiggalnosci w xy (jest silnie osiggalny z xq) jezeli R(zo,t) ma niepuste
wnetrze dla wszystkich ¢ > 0, oraz uktad (I3) posiada wlasnosé¢ silnej osiggalnosci (jest
silnie osiggalny) jezeli jest on silnie osiagalny z kazdego punktu zo € X'. Powiemy, ze ukltad
(@3) jest generycznie silnie osiggalny jezeli jest on silnie osiagalny z prawie wszystkich
punktéow z X (tzn. z wszystkich punktéw przestrzeni stanéw X oprocz punktéw ze zbioru
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miary zero). Whasnosci te mozna sprawdzi¢ uzywajac podalgebr w V(X), patrz [3]. Algebre
Liego uktadu (I3) definiujemy jako najmniejsza przestrzen liniowa ¥ z pdl wektorowych
okreslonych na X, ktéra zawiera rodzine F i jest zamknieta na nawias Liego. Wtedy ¥(x)
jest podprzestrzeniag w R™ nad ciatem liczb rzeczywistych. Zauwazmy, ze algebra Liego T
generuje dystrybucje ¥ : X 3 x — ¥(x) C T,X = R". Dodatkowo definiujemy ideal Liego
uktadu (I3)) jako najmniejsza podprzestrzen liniowa T, przestrzeni ¥ rozpieta przez pola
wektorowe ze zbioru G := {f,— f,, u,v € U} i wszystkie nawiasy Liego [f, g] dla wszystkich
feFige G Wtedy Ty : X > x+— Ty(z) C T,X = R" nazywamy dystrybucjq silnej osig-
galnosci uktadu (I3)). Z geometrycznego punktu wiedzenia wtasnosé silnej osiagalnosci w
punkcie zq jest scharakteryzowana przez dystrybucje silnej osiagalnosci w [3, Corollary 4.7].

Wprowadzony w pracy [H2] formalizm matematyczny bazuje na algebrze kietkéw funkcji
analitycznych w punkcie z¢, gdzie xy € R". Algebra ta oznaczona zostata przez O,,. Funkcja
f wystepujaca po prawej stronie uktadu (I3]) definiuje rodzine kietkéw pél wektorowych f, €
F. Dla uproszczenia notacji, gdy punkt zo jest ustalony, kietek (f,)., bedziemy oznaczali
przez f,, zas kietek g,, przez g. Zauwazmy, ze dla dowolnego kietka ¢ € O,, otrzymujemy
Ly =", %‘%(fu)l , wiec Ly, p € O, dla ustalonego u (wtedy u jest parametrem). Jezeli
u nie jest parametrem, to wtedy Ly, ¢ jest kietkiem funkcji, ktéra zalezy od x i u, a zatem
Lo & O, Z tego powodu w pracy [H2| rozwazatam wicksza algebre kietkow funkeji
w punkcie o, ktéra jest sparametryzowane przez funkcje meromorficzne zalezne od u*),
k> 0.

Analogicznie jak w pracach [HIH3|[HS5] wprowadzitam nastepujacy nieskonczony zbiér
rzeczywistych zmiennych (niezaleznych): € := C, UC,, gdzie C, := {x;, i =1,...,n} oraz
C, = {ug.k), j=1....m, k> O}. Przez o/ oznaczytam algebre funkcji analitycznych na
X zaleznych od zmiennych ze zbioru C, nad cialem %" funkcji meromorficznych zaleznych od
skonczonej liczby zmiennych ze zbioru C,,. W algebrze o7 zdefiniowatam operator Ay, ktéry
spenia regute Leibniza, wiec jest rozniczkowaniem algebry o, Zauwazmy, ze w przypadku
uktadéw z czasem ciggtym (gdy funkcja ziarnistosci p = 0) operator Ay zdefiniowany w
artykutach [H1.[H3\[HS5|] pokrywa sie z rézniczkowaniem A algebry <. Nastepnie przez
oy, oznaczytam zbior kietkéw funkeji z 2 w punkcie o € X sparametryzowanych przez
funkcje meromorficzne zalezne od u®, k > 0. Korzystajac z [51] otrzymujemy, ze 7, jest
lokalna przemienng algebra noetherowska nad ciatem R(z) funkcji meromorficznych, ktore
zaleza od u® | k > 0. Jezeli u € Y oraz u®) € R™, k > 0, sa ustalone, to wtedy zbiér funkcji
7 o, dla ustalonego u®), k > 0, pokrywa si¢ z pierécieniem O,,. Zauwazmy, ze zbior kietkow
z algebry 7, tworzy pierScieni przemienny. W pierscieniu o7, operator Ay : @, — o,
definiujemy nastepujaco: Ay (@) = (Ay (@), gdzie @ jest reprezentantem kietka p. Jezeli
u jest ustalone, to wtedy Ly, v = Af(¢)(u) dla dowolnego kietka funkcji ¢ € O,.

Poniewaz O,, jest pierscieniem lokalnym, wiec posiada doktadnie jeden ideal maksymal-
ny my,. W pracy [H2|] zdefiniowalam nastepujace ideaty: ideal (Zo),, = gen%o{@ € My, :
A%(p) € (Zo)ay, £ > 0} w pierdcieniu o7, oraz ideal (Io)q, = genp, {p € my, : Al(p) €
(Z0) o, ¢ = 0} w pierscieniu O,,. Poniewaz pierscien O,, jest noetherowski, to ideal (I)s,
jest skonczenie generowany. Zatem istnieja kietki ¢, ..., o, takie ze

(Ioo)ao = geNp, {1, -, ok € My, Ai(p:) € (To)ay, i=1,...,k, >0}, (14)

Z definicji idealow (Zoo)y, oraz (1), otrzymujemy, ze kietki ¢, ..., @i sa takze genera-
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torami ideatu (Zy)y, 1

(Zoo)zo = geny, {1, x € My, : A?((pi) € (Zo)wy, i=1,...,k, 0 >0}. (15)

W pracy [H2] pokazatam, ze ideal (Z)., jest maksymalnym idealem wlasciwym w pier-
Scieniu <7, niezmienniczym wzgledem rézniczkowania Ay, patrz [H2l, Proposition 5]. Wy-
korzystujac ideat (1), wyznaczytam kietki rozmaitosci catkowych algebry Liego p6l wek-
torowych zwigzanych z rozwazanym uktadem w otoczeniu punktu zy € X. Niech M, =
Z((Is)z,) bedzie kietkiem zbioru zer (w punkcie xg) ideatu (1), Zauwazmy, ze (I )z, C
J(M,,), gdzie J(M,,) jest ideatem w pierécieniu O,, zawierajacym kietki w zy analitycz-
nych funkeji rzeczywistych, ktore znikaja na M,,. Z (I4) mamy, ze ()., jest generowany
przez kietki ¢y, ..., @, wiec My, = Z((Ino)ay) = N {z € X 1 Zi(x) = 0}4,, gdzie F; jest
reprezentantem kietka o;, 1 =1,... k.

Korzystajac z faktu, ze jezeli I, jest maksymalnym idealem wlasciwym w pierécieniu
O,, niezmienniczym wzgledem kietka pola wektorowego ze zbioru analitycznych pol wek-
torowych okreslonych na X', to I, jest idealem pierwszym i Z(I,,) jest kietkiem zbioru (w
punkcie xg) rozmaitosci, patrz [H2, Theorem 11], oraz Twierdzenia Nagano (patrz [52]) w
pracy [H2| pokazatam nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 4.12 (Theorem 13 w [H2]). Niech (1), bedzie ideatem w pierscieniu Oy,
zdefiniowanym przez (Il). Wtedy

(i) (Ioo)s, jest maksymalnym ideatem wiasciwym w pierscieniu O, niezmienniczym wzgle-
dem kietkow z %, .

(1)) My, = Z ((Iso)ay) jest kietkiem zbioru rozmaito$ci catkowej algebry Liego ¥ uktadu
(@3) przechodzacej przez xy.

Uzywajac ideatu (1), w pracy [H2] podatam warunek konieczny silnej osiagalnosei w
punkcie zg.

Twierdzenie 4.13 (Theorem 15 w [H2]). Jezeli uklad (I3) posiada wlasnosé silnej osig-
galnosci w punkcie xg, to wtedy (I)z, = {0}.

Poniewaz jestesmy zainteresowani znalezieniem funkeji analitycznych generujacych (1),
ktorych rézniczki sa liniowo niezalezne, wiec jednoformy rézniczkowe beda uzytecznym na-
rzedziem umozliwiajacym zbadanie tej niezaleznosci. W tym celu wprowadzitam naste-
pujace zbiory: d€ = {dz;, i = 1,...,n,du§k), j=1...,m, k> 0} oraz (d¥), =
{(dx})zg, i =1,...,n, (du§k))x0, j=1,...,m, k> 0}, gdzie xy € X. Zauwazmy, ze du,,
j =1,...,m, nie zalezg od x € X, wigc (dug.k))mO = dug-k). Dla uproszczenia notacji, be-
dziemy uzywali symbolu dz; do oznaczenia kietka elementu dz;. Niech & := span_,d%é oraz
Epy = SPAN (d?¥),, beda modutami odpowiednio nad pierscieniami & oraz <7,,. W [H2]
zdefiniowany zostal w standardowy sposob operator rozniczkowania d, ktory funkcjom z
pierécienia @7 oraz kietkom funkcji z pierscienia 7, przyporzadkowuje elementy modutéow
odpowiednio & oraz &,. W modutach & oraz &, zdefiniowane zostaly operatory A; : & —

& oraz Ay 1 &, — &, przez zaleznodci: Ap(X AidG) := X {Af(A:)dG + Aid [Af(G)]}
Af(wr,) = (Af(w)),,, edzie A; € & i (; € C, zas w bedzie reprezentantem wy,.
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Przypomnijmy, ze w formalizmie algebraicznym prezentowanym w [6,53] (a péZniej roz-
szerzonym do delta-rézniczkowych uktadéw na skalach czasowych [B14]) zamiast pierscienia
oy, rozwazane jest przemienne cialo £ funkcji moromorficznych zaleznych od skonczonej
liczby zmiennych ze zbioru ¥. Wtedy wprowadzona zostata nastepujaca podprzestrzen
przestrzeni .77 = span ,{dz}:

Hoo = {w: Aﬁc(w) €, L >1}, (16)

ktora nastepnie zostata wykorzystana do sformulowania warunku koniecznego i wystarcza-
jacego generycznej silnej osiagalnosci w przypadku uktadéw z czasem cigglym (warunku
generycznej osiggalnosci w przypadku uktadow sterowania okreslonych na jednorodnych
skalach czasowych). W [6L[53] autorzy udowodnili, ze £, = {0} jest réwnowazna gene-
rycznej silnej osiagalnosci uktadu, za§ w [H3[A31] pokazalismy, ze warunek 25, = {0}
charakteryzuje generyczng osiggalno$é¢ uktadu sterowania okreslonego na jednorodnej skali
CZasOWe]j.

W pracy [H2] definicja przestrzeni 7%, nad cialem funkcji meromorficznych podana
w [0] zostala zmodyfikowana i zaadaptowana do pierScienia <7,,. Poniewaz o7, jest pier-
Scieniem kietkéw (w punkcie zg) funkeji analitycznych, mozemy zdefiniowaé¢ moduty nad
pierécieniem .o7,,. Dodatkowo, rozpatrywane moduly powiazatam z punktami xy, uzywa-
jac kietkow jednoform (w punkcie ). Sformutowanie warunkéw silnej osiagalnosci w pra-
cy [H2] w jezyku jednoform rézniczkowych byto mozliwe dzieki wprowadzeniu nastepuja-
cych podmodutéw modutu &,:

e podmodutu (Px),, := spang, {de¢1,...,dpx} wmodule Oy, = spany, {dzi,..., dz,},
gdzie @1, ...,k sa generatorami idealow (Zoo )z, oraz (Iso)a,

e podmodutu (Hy), = {w € (Ho)s, Abw)(xo) € H(zo), ¢ > 0} w module
(Ho)ao :=span,, {dz;,t=1,...,n}, gdzie H(zo) := spang,,){dzi(zo), i =1,...,n}
jest przestrzenia nad ciatlem £R(z() funkcji meromorficznych, ktére zaleza od u®,
k> 0.

Podmodut (H),, zostal wykorzystany do wyznaczenia kietkéw elementéw autonomicz-
nych dla uktadu sterowania postaci (I3). Miedzy wprowadzonymi podmodutami zachodzi
nastepujaca zaleznos¢ (Peo), & (Hoo),,, Patrz [H2, Proposition 17]. Wtedy Twierdzenie
mozna zapisa¢ w rownowaznej postaci w jezyku jednoform rozniczkowych nastepujaco:

Twierdzenie 4.14 (Theorem 19 w [H2|). Jezeli (I3]) posiada wlasnosé silnej osiggalnosci
w punkcie o, to wtedy (Poo),, = 10}

Poniewaz wprowadzona w pracy [H2] przestrzen wektorowa P (7o) := (Puo),, (T0) =
spang{dyi(xg), ..., dpk(x)} jest anihilatorem podprzestrzeni liniowej ¥(zy) nad R, patrz
[H2|, Proposition 22|, wiec korzystajac na przyktad z [3, Corollary 4.6] otrzymujemy, ze
warunek (Pu),, = {0} (lub réwnowaznie (I.),, = {0}) jest réwnowazny osiagalnosci w
punkcie xy. Ze wzgledu na to, ze w pracy [H2] badana jest tylko silna osiggalnosé, wiec ta
charakteryzacja osiagalnosci uktadu sterowania nie zostala podana w [H2].

Zauwazmy, ze Ps (o) jest przestrzenia wektorowa, wiec modut (Py )., definiuje naste-
pujaca kodystrybucje: Py @ 2o — Poo(x). Ogdlnie kodystrybucja P, nie jest analityczna,
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poniewaz jej wymiar zmienia sie¢ w otoczeniu punktu xq, co w pracy [H2| zilustrowalam na
przyktadzie. Ponadto pokazatam, ze kodystrybucja Py : xg — Ps(z0) jest catkowalna w
kazdym punkcie zg € X oraz M,, = Z((Ix)s,) jest kietkiem zbioru rozmaitosci catkowej
kodystrybucji Py, przechodzacej przez xo, patrz [H2, Proposition 25].

Warunek (Ps),, = {0} podany w Twierdzeniu .14 jest warunkiem koniecznym sil-
nej osiggalnosci, ale nie jest warunkiem wystarczajacym. Moim celem byto wyznaczenie
warunku, ktory jest rownowazny silnej osiggalnosci uktadu. Korzystajac z faktu, ze z catko-
walnym modutem (Hoo)xo, tzn. rozpietym przez kietki jednoform doktadnych, zwigzana jest
przestrzen wektorowa H.(z), ktora jest anihilatorem przestrzeni ¥o(x¢), patrz [H2, Pro-
position 26] w pracy [H2] sformutowatam i udowodnitam nastepujacy warunek konieczny i
wystarczajacy silnej osiggalnosci:

Twierdzenie 4.15 (Theorem 28 w [H2]). Uklad (I3) posiada wlasno$é silnej osiggalnosci
w punkcie xo wtedy i tylko wtedy, gdy (H),, = {0}

Reasumujac, w [H2] bazujac na podanym formalizmie sformutowalam i udowodnitam
warunki silnej osiagalnosci (we wszystkich punktach z przestrzeni stanéw) dla analitycz-
nych uktadow sterowania opisanych przez réwnania rézniczkowe zwyczajne. W przypadku
ukladéw nieosiagalnych podatam rozmaitosci catkowe algebry Liego rozwazanego uktadu.
Rozmaitosci te zostaly opisane za pomocg generatorow ideatéw niezmienniczych ze wzgledu
na kietki pol wektorowych algebr Liego zwiazanych z rozwazanymi uktadami. Dodatkowo
na przyktadzie zilustrowatam otrzymane wyniki i pokazatam, ze powyzszy formalizm ma-
tematyczny umozliwia badanie silnej osiagalno$ci w punkcie przestrzeni standw.

5. Omoéwienie pozostalych wynikéw badan

Prace [C22] oraz [C24] to publikacje przed doktoratem. Ich spis znajduje sie w Litera-
turze na stronie 42.

Prace [A33][B15,B16l/C21],/C23,C25,[C26] to publikacje wchodzace w sktad rozprawy
doktorskiej, a ich spis znajduje sie w Literaturze na koncu autoreferatu na stronach 40
(poz. [A33]), 41 (poz. [B15,B16]) i 42 (poz. [C21L[C23/[C25.[C26]).

Od poczatku rozpoczecia pracy na Politechnice Biatostockiej moja dziatalnos¢ naukowa
koncentrowalta sie na matematycznej teorii sterowania. Jedna z pierwszych publikacji [C24]
referowana podczas 1T Ogoélnopolskich Warsztatow dla Mtodych Matematykow pt. ,/Teoria
osobliwo$ci” bazuje na pracach profesora Zbigniewa Bartosiewicza i dr hab. Doroty Mozyr-
skiej, [4H57] i zwiazana byta z badaniem wtasnosci lokalnej obserwowalnosci nieliniowych
uktadéw sterowania wprowadzonej w 1977 roku przez R. Hermanna i A.J. Krenera, [5§].
Problem stabilnosci lokalnej obsewowalnosci nieliniowych uktadow sterowania byt tematem
mojej pracy magisterskiej pisanej pod kierunkiem profesora Zbigniewa Bartosiewicza. Praca
ta opierala sie na teorii kietkéw funkcji i kietkoéw zbioréw, a takze ideatéw oraz przestrzeni
stycznych, [59)].

Poniewaz jednym z probleméw pojawiajacych sie w teorii sterowania jest rekonstruk-
cja nieznanego stanu uktadu oryginalnego, wiec rozpoczetam badania w tym kierunku. W
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pracy wspétautorskiej z profesorem Z. Bartosiewiczem [C22] zajeliSmy sie konstrukeja ob-
serwatoréw doskonatych, tzn. uktadéw, ktore doktadnie odtwarzaja nieznany stan uktadu
oryginalnego. Konstrukcja takiego obserwatora zostata po raz pierwszy podana przez Dai
w 1988 roku dla uktadow dyskretnych, a nastepnie rozszerzona przez T. Kaczorka, ktory
nazwal tego rodzaju obserwatory obserwatorami doskonalymi. W [C22] podalismy kon-
strukcje obserwatorow doskonalych dla nieliniowych obserwowalnych uktadéw sterowania.
Korzystajac z zatozenia obserwowalnosci dokonalismy zanurzenia uktadu w osobliwy uktad
liniowy, dla ktorego mozna byto skonstruowaé obserwator doskonaty. Nastepnie odtworzony
zostal nieznany stan uktadu oryginalnego.

5.1 Zagadnienie rozwazane w rozprawie doktorskiej:
konstrukcja multiobserwatora dla analitycznych uktadéw ste-

rowania

W mojej rozprawie doktorskiej, [60], napisanej pod kierunkiem profesora Zbigniewa
Bartosiewicza, badatam problem konstrukcji obserwatora dla analitycznych uktadow stero-
wania z czasem ciggltym przy mozliwie stabych zatozeniach. Konstrukcja wzorowana jest na
pomystach Gauthiera, Kupki i Jouana, ktérzy w [61,[62] przedstawili konstrukcje obserwa-
tora rozszerzonego rzedu, ktory jest obserwatorem gtadkim. W rozprawie podatam warunki
wystarczajace na istnienie obserwatora dla uktadu analitycznego zarowno ze sterowaniem,
jak i bez sterowania. Oprécz analitycznodci istotnym zatozeniem byta lokalna obserwowal-
nos¢ uktadow, ktora jest tatwiejsza do sprawdzenia niz globalna obserwowalnos¢ i wydaje
sie by¢ bardziej naturalna zwlaszcza dla ukltadéw bez sterowania. Dzigki temu, ze stany
nieodroznialne tworza zbior dyskretny w przypadku uktadéw lokalnie obserwowalnych, po
ograniczeniu si¢ do zbioru zwartego, na wyjsciu multiobserwatora, ktory estymuje catg klase
stanéw nieodréznialnych, pojawia sie funkcja wielowartosciowa o skonczonych wartosciach.
Dynamika skonstruowanego obserwatora nieregularnego opisana jest przez funkcje ciggte,
a zatem zgubiona zostalta analitycznos¢, ktora cechowal sie uktad. Wynikiem rozprawy jest
pokazanie, ze dla analitycznego uktadu, po ograniczeniu sie do zbioru zwartego globalnie
semianalitycznego, wystarczy skonczenie wiele funkcji do opisania relacji nieodréoznialnosci.
Konsekwencja tego jest mozliwos¢ wyrazenia wyzszych pochodnych Liego wyjscia jako cia-
glych funkcji od skonczonej liczby pochodnych nizszego rzedu. Ponadto rozwigzany zostat
problem rozszerzenia na catg przestrzen funkcji i multifunkeji pojawiajacych sie na wyjsciu
multiobserwatora. Gtéwne wyniki rozprawy zostaly zawarte w pracy [A33] oraz artyku-
tach konferencyjnych [B15/B16,[C21][C23/[C25[C26]. Dodatkowo w pracy [A33] oméwione
zostato zastosowanie skonstruowanych multiobserwatorow do stabilizacji uktadéw poprzez
dynamiczne sprzezenia zwrotne od wyjscia.

Prace [A1HA32lBIHB14LIC3,|[C5HC20] zostaly opublikowane po doktoracie i nie weszty
one do zasadniczej czedci osiggniecia naukowego. Ich spis znajduje sie w spisie literatury na
stronach 38-40: poz. [AIHA32], na stronach 40-41: poz. [B1HB14] oraz na stronach 41-42:
poz. [C3IC5HC20]. Ponadto wyniki zawarte w niektérych pracach nawiazuja do tematyki
cyklu publikacji wchodzacych w sktad osiagniecia naukowego i sa wstepem (jak np. [A21]
B14]) do badan podjetych w pracach [H1,[H2,[H3,H4.HS5| lub stanowia ich kontynuacje
(np. [A25]).
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Prace opublikowane po doktoracie, ktére nie wchodzg w sktad osiggniecia naukowego,
zasadniczo dotycza nastepujacej tematyki:
e algebraicznych metod badania uktadéw z czasem ciagltym i dyskretnym:
— wprowadzenia algebraicznego formalizmu dla uktadéw okreslonych na skalach
czasowych,
— redukowalnosci (nieosiagalnosci), realizowalnosci i obserwowalnosci uktadéw wej-
Scie-wyjscie na skalach czasowych,
— redukowalnosci uwiktanych réwnan réznicowych,

— transformacji i odwracalnosci uktadow wejécie-wyjscie z czasem dyskretnym,

e uogoblnionych pochodnych na skalach czasowych,
e badania wtasnosci uktadow niecatkowitych rzeddow,
e konsensusu dla uktadéw wieloagentowych.

W latach 2006-2008 pracujac w Instytucie Cybernetyki przy Politechnice w Tallinie
zajmowalam sie uktadami na skalach czasowych. Podczas pobytu w Estonii prowadzitam
zajecia dla doktorantow pt. ,Wprowadzenie do uktadéw sterowania na skalach czasowych”
(,Introduction to control systems on time scales”). Gléwnym celem kursu byto wprowadze-
nie rachunku skal czasowych do badania réwnan dynamicznych zdefiniowanych na réznych
skalach czasowych. Skale czasowa (definiowana jako dowolny niepusty domkniety podzbiér
zbioru liczb rzeczywistych) mozna utozsamia¢ z modelem czasu, dlatego tez termin ska-
le czasowe zwigzany jest ze sposobem w jaki uklady dynamiczne zmieniajg sie w czasie.
Prowadzony kurs przyczynit sie do zglebienia nowej dziedziny, jaka byl wtedy dla mnie
rachunek skal czasowych.

5.2 Uktady sterowania na skalach czasowych

Niektore wyniki prezentowane w tym rozdziale sa wstepem do badan podjetych w pra-
cach [H1,[H3/[H4.[HS5] lub stanowia ich kontynuacje.

Pierwsza praca zwiazana z ukladami sterowania na skalach czasowych jest artykut [C18],
ktéry prezentowatam na konferencji CDC (46th IEEE Conference on Decision and Control).
Wspélnie z profesorem Zbigniewem Bartosiewiczem i mgr Ewg Piotrowska badalismy linio-
we uktady sterowania okreslone na dowolnych skalach czasowych. Pokazalismy, ze klasyczne
wyniki dla liniowych uktadow z czasem ciggltym i dyskretnym dotyczace stabilizacji i wy-
krywalnosci mozna rozszerzy¢ do uktadéw okreslonych na dowolnych skalach czasowych.
Wyniki te zaleza od kryteriow wyktadniczej stabilnosci, ktore sg rézne dla roznych skal
czasowych. W [CI§| zbadalismy zbiér stabilnosci wyktadniczej, ktory pojawia sie w tych
kryteriach i pokazaliémy ze moze on by¢ pusty, co prowadzi do pewnych patologii w za-
chowaniu uktadu. Ponadto pokazalismy, ze standardowe konstrukcje obserwatorow mozna
rozszerzy¢ na uktady z niepustym zbiorem stabilnosci wyktadnicze;j.

Poniewaz niektére problemy w teorii sterowania mozna analizowa¢ bez wyznaczania
rozwigzan rozwazanych ukladéw, wiec w pracy [B14] wspoélnie z profesorem Zbigniewem
Bartosiewiczem, profesor Ulle Kottg oraz dr hab. Ewa Pawluszewicz wprowadzilismy for-
malizm matematyczny (algebraiczny) unifikujacy istniejaca teori¢ dla ukladéw z czasem
ciagtym [6] oraz dyskretnym [63]. Kluczowym zadaniem tego formalizmu jest konstrukcja
ciata oy-rozniczkowego zwigzanego z danym nieliniowym uktadem sterowania okreslonym
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na jednorodnej skali czasowej. Formalizm ten zostal opisany w pracy [B14] i bazuje on na
jednoformach rézniczkowych, ktére zostaly wykorzystane do skonstruowania inwersyjnego
domkniecia (inversive closure) ciata funkeji meromorficznych zwiazanych z danym uktadem.
W otrzymanych ciatach rézniczkowych wprowadzone zostaty operatory delta-pochodnej i
przesuniecia oraz podane zostaly ich wlasnosci. Rozszerzenie podanego formalizmu alge-
braicznego na przypadek p-form zostalo podane w pracy [A21]. Operatory delta-pochodnej
i przesuniecia do przodu zostaty rozszerzone do rozpatrywanych p-form. Podane zostaty
wlasnosci zdefiniowanych operatoréw. Ponadto wprowadzona zostata dualna przestrzen pol
wektorowych i wspomniane operatory zostaty rozszerzone do pél wektorowych. Dodatko-
wo w pracy [A25] (bedacej rozszerzeniem artykutu konferencyjnego [C11]) podjeta zostata
proba rozszerzenia istniejacego formalizmu do uktadéw zdefiniowanych na niejednorodnych
skalach czasowych. W artykule [A25] opisana zostala algebraiczna konstrukeja inwersyjnego
pierscienia rézniczkowego zwigzanego z nieliniowym uktadem sterowania, okreslonym na re-
gularnej skali czasowej. Skonstruowany zostal pierécien funkcji meromorficznych zaleznych
od zmiennych zwigzanych z uktadem. W pierscieniu tym zdefiniowane zostaty operato-
ry delta- i nabla-pochodnych oraz operator przesuniecia. W poréwnaniu z przypadkiem
jednorodnym, gtéwne trudnosci to nieprzemiennosé pochodnych delta (nabla) i operatora
przesuniecia oraz fakt, ze dodatkowa zmienna czasowa t pojawia sie w definicji pierécienia
rozniczkowego. To powoduje, ze nowe zmienne domknigcia inwersyjnego, ktore zaleza od
t, muszg by¢ wybrane tak, aby byty funkcjami gltadkimi w kazdym gestym punkcie ¢ skali
czasowej. W pracy [A25] pokazalidmy, ze rozszerzenie formalizmu algebraicznego do nie-
jednorodnych skal czasowych nie jest trywialne. Mimo, iz mozna skonstruowa¢ przemienny
pierscien rozniczkowy funkeji meromorficznych zwigzanych z nieliniowym uktadem sterowa-
nia, to moze on mie¢ dzielniki zera. Wtedy niemozliwe jest skonstruowanie ciata utamkéow
tego pierscienia. W zwiazku z tym zamiast przestrzeni nad cialem mozna konstruowaé¢ mo-
duty nad tym pierscieniem, co zostalo pokazane w [A25], a zatem otrzymali$émy znacznie
bardziej skomplikowany formalizm algebraiczny. Kontynuacja prac [A21L[A25/[B14] jest ar-
tykut [A12], ktory podobnie jak [A21[A25/[B14] koncentruje sie na opracowaniu narzedzi
algebraicznych, ktore pozwalajg badaé¢ wtasnosci nieliniowych uktadéw sterowania, zdefinio-
wanych na skalach czasowych. W [A12] rozszerzyliSmy operatory: przesuniecia w tyl ps oraz
nabla-pochodnej V, zdefiniowane przez uklad sterowania okreslony na jednorodnej skali
czasowej, do jednoform oraz pol wektorowych oraz podaliémy i udowodniliémy ich wtasnosci.
Operator nabla-pochodnej (zastosowanej do pél wektorowych) jest uzytecznym narzedziem
i na przyktad w [H3| operator nabla-pochodnej zostal zastosowany do wyznaczenia dys-
trybucji anihilujacej 7. oraz sprawdzania wtasnosci osiggalnosci uktadéw okreslonych na
skalach czasowych. Wyniki prezentowane w pracach [A12/[A211[B14] sa wstepem do badan
podjetych w pracach [H1[H3/|[H4.[HS5].

Jednym z zatozen pojawiajacych si¢ przy konstrukcji inwersyjnych domknieé jest sub-
mersyjnos$¢ uktadu, ktéra niestety okazala sie za stabym zalozeniem. Zatozenie submersyjno-
sci pozwalato na konstrukcje ciata bedacego inwersyjnym domknieciem, ale tylko lokalnie na
pewnym otoczeniu punktu, w ktérym zachodzi warunek submersyjnosci. W zwigzku z tym,
zatozenie to zostato wzmocnione przez: Zatozenie [1] dla uktadow w przestrzeni standéw oraz
Zatozenie [2] dla uktadéw wejscie-wyjscie. Warunki submersyjnosci uktadow wejscie-wyjscie
okreslonych na jednorodnych skalach czasowych oméwione zostaly w pracy [A27]. Poka-

27



AUTOREFERAT

zalismy, ze inwersyjne domkniecie dla dynamicznego nieliniowego uktadu wejscie-wyjscie
mozna znalezé w podobny sposob jak w przypadku uktadéw w przestrzeni stanow, uzywa-
jac rozszerzonego uktadu w przestrzeni stanéw zwigzanego z uktadem wejscie-wyjscie, co
zostato rowniez przedstawione w [H4].

5.2.1 Redukowalno$é (nieosiggalnosé) i realizowalno$é uktadéw wejscie-wyjscie
na jednorodnych skalach czasowych

Bazujac na podanym formalizmie w pracach [A32,[C20] sformutowane zostaly warunki
na redukowalno$¢ (brak osiagalnosci) nieliniowego delta-rézniczkowego réwnania wejscie-
wyjscie okreslonego na jednorodnej skali czasowej. PokazaliSmy, ze rozpatrywany uktad
wejscie-wyjscie mozna opisaé¢ za pomoca dwoch wielomiandéw, ktore naleza do nieprzemien-
nego pierécienia lewych wielomianéw nad cialem og-rézniczkowym. Wéowcezas sprawdzenie
redukowalnosci wymaga znalezienia lewego wspolnego dzielnika tych wielomianow. Wymie-
nione warunki redukowalnosci oraz zwiazane z nimi problemy redukc;ji i rownowazno$ci nieli-
niowych delta-r6zniczkowych uktadow wejscie-wyjscie okreslonych na jednorodnych skalach
czasowych opisane zostaly w [A32]. Praca [A32] nawiazuje do tematyki badan podjetych
w artykule [H4)] oraz artykule konferencyjnym [C15], ktore sa rozszerzeniem wynikéw na
przypadek uktadéw z wieloma wejsciami i wieloma wyjsciami.

Innym sposobem badania redukowalnosci (braku osiagalnosci) uktadéw wejscie-wyjscie
jest uzycie nierosnacego ciagu (Hj) podprzestrzeni zdefiniowanych (dla uktadéw z jednym
wejsciem i jednym wyjsciem) przez

H; :=spany.{dy,..., dy™ U du, ... ,du[s]} ,

17
Hk+1 ::{w € Hy : Af(w) c Hk}, k>0. ( )

w przestrzeni £ jednoform réozniczkowych nad skonstruowanym cialem og-rézniczkowym
K*. W artykule konferencyjnym [C16], ktéry prezentowatam na konferencji ACC w 2008
roku, pokazalidmy, ze zerowanie si¢ najmniejszej podprzestrzeni w ciagu (Hy) jest row-
nowazne nieredukowalnosci uktadu wejscie-wyjscie. Ponadto omoéwilismy problem redukcji
i réwnowaznosci nieliniowych uktadéw z jednym wejsciem i jednym wyjsciem zdefiniowa-
nych na jednorodnych skalach czasowych przez delta-rézniczkowe réwnania n-tego rzedu.
Wprowadzona definicja réwnowaznosci uogélnia pojecie réwnowaznosci w sensie transmi-
tancji dla uktadéw liniowych. Rozszerzeniem wynikéw zawartych w [C16] oraz w artykule
konferencyjnym [C19] (ktéry referowatam na symposium SSSC07: 3rd IFAC Symposium
on System, Structure and Control) jest praca [A31]. W [A31] sformutowaliémy i udowod-
niliSmy warunki konieczne i wystarczajace redukowalnosci i realizowalnosci nieliniowych
uktadow wejscie-wyjscie oraz omowiliSmy réwnowaznosé uktadow. Pokazalismy, ze realizo-
walnosé ukladu jest rownowazna catkowalnosci podprzestrzeni zdefiniowanych przez (7).
W przypadku realizowalnych uktadow wejscie-wyjscie podano metode znajdowania wspot-
rzednych stanu uktadu oraz wyznaczania jego realizacji. Metoda ta bazuje bezposrednio na
definicji ciagu (Hy) i zwiazana jest z rozwiazywaniem réwnan liniowych umozliwiajacych
wyznaczenie baz kolejnych podprzestrzeni w ciggu.

Bazujac na wynikach pracy [A31] w artykule konferencyjnym [CI4] opisaliémy pro-
blem redukcji i realizowalnosci nieliniowych uktadéw sterownia z wykorzystaniem funkcji

28



AUTOREFERAT

programu Mathematica. W [C14] zaprezentowane zostaly diagramy blokowe funkeji reali-
zacji i redukeji. Funkcje te sa czescia pakietu programu Mathematica zwanego NLControl
http://www.nlcontrol.ioc.ee. ZauwazyliSmy, ze wraz ze wzrostem ztozonosci rownania
wejscie-wyjscie czas obliczen szybko rosnie. Przez ztozono$¢ rozumiemy nie tylko dtugosé
rownania, ale takze stopien nieliniowosci. Obliczanie ciagu Hy zwykle przebiegalo szybciej
w przypadku podprzestrzeni catkowalnych, dlatego najbardziej czasochtonng procedura jest
sprawdzenie nieredukowalnosci uktadu nie posiadajacego realizacji.

5.2.2 Obserwowalnosé¢ uktadéw na jednorodnych skalach czasowych

Oprocz ukladéw wejécie-wyjscie mozna rozpatrywaé uktady w przestrzeni stanéow w
postaci (). W artykule [A18] zbadaliSmy problem obserwowalnosci nieliniowych uktadéw
sterowania zdefiniowanych za pomoca réwnan delta-rozniczkowych okreslonych na jedno-
rodnych skalach czasowych. Bazujac na algebraicznym formalizmie wprowadzonym w [B14]
zdefiniowany zostat rosnacy cigg podprzestrzeni jednoform zwany filtracja obserwowalnosci.
Pokazano, ze dla skonstruowanego ciaggu podprzestrzeni istnieje granica, ktora nosi nazwe
przestrzeni obserwowalnosci rozpatrywanego uktadu. Wykazano, ze obserwowalno$é¢ nie-
liniowego uktadu okreslonego na jednorodnej skali czasowej mozna scharakteryzowaé¢ przy
pomocy przestrzeni obserwowalnosci. Podobnie jak w przypadku uktadéw z czasem ciggltym
i dyskretnym, réwnosé¢ przestrzeni obserwowalnosci z przestrzenia standéw rozpatrywanego
uktadu jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym obserwowalnosci delta-rézniczkowego
uktadu okreslonego na jednorodnej skali czasowej. W przypadku uktadéw nieobserwowal-
nych pokazaliSmy, ze catkowalno$é¢ przestrzeni obserwowalnej umozliwia podziat uktadu na
poduktady z ktorych jeden jest obserwowalny, zas drugi nieobserwowalny. Poniewaz prze-
strzen obserwowalna nie zawsze jest calkowalna wiec wspomniany podzial nie zawsze jest
mozliwy, co zostalo oméwione w pracy [A1S].

5.3 Redukowalnos$¢ uwiktanych réwnan réznicowych

Standardowy sposéb patrzenia na uktady sterowania jest zwiazany z wejéciem i wyj-
sciem. Dane wejsciowe odpowiadaja dzialaniu (przyczyna), a wyjsciowe reakcji (efektowi).
Zauwazmy, ze podzial na wejscia i wyjscia zalezy w duzym stopniu od celu, do ktérego
wykorzystywany jest model, a czasami ten podziat jest po prostu niemozliwy. Typowym
przyktadem jest dioda, ktéra nie jest sterowana ani pradem ani napieciem [64]; inne przy-
ktady mozna znalezé w [65]. Mimo, ze podejscie wejécie-wyjscie jest nadal gtéwnym nurtem
teorii sterowania, podejscie behawioralne zyskuje coraz wigksza popularno$é w ostatnich la-
tach. Zauwazmy, ze jesli dyskretyzujemy nieliniowy obwdd elektryczny (na przyktad RLC),
otrzymamy rownanie roznicowe z zewnetrznymi zmiennymi bedacymi pradem i napigciem.
Majac model obwodu elektrycznego opisany przez uktad réznicowy rzedu drugiego, mozna
zbadac¢ jego zachowanie, sprawdzajac jego redukowalnos¢. Inng mozliwoscig jest badanie za-
chowania si¢ dyskretnego modelu makro-ekonomicznego, ktory wiaze produkcje produktu,
tempo wzrostu pieniadza i stope inflacji.

W pracy [B12] zbadalismy problem redukowalnosci nieliniowych uktadéw z czasem dys-
kretnym opisanych przez uwiktane réwnania réznicowe wyzszych rzedow, w ktorych sygnaty
wejscia i wyjscia nie sg odrdézniane. Bazujac na elemencie autonomicznym podalismy defi-
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nicje redukowalnosci réwnania réznicowego, a nastepnie sformutowalismy i udowodnilismy
warunek konieczny redukowalnosci rozpatrywanych uktadéw. Pokazaliémy, ze z badanymi
rownaniami réznicowymi zwigzane sa lewe podmoduty generowane przez macierze wierszo-
we (opisujace zachowanie ukladu zlinearyzowanego) nad pierécieniem lewych wielomianéw
roznicowych. Udowodnilismy, ze jezeli uwiktane réwnanie réznicowe jest redukowalne, to
zwigzany z nim lewy podmodut nad pierscieniem wielomianéw réznicowych nie jest do-
mkniety. Ponadto pokazalidémy, ze w szczegdlnym przypadku, gdy sygnaty wejscia i wyjscia
sg odrozniane oraz uktad jest opisany za pomoca rownania réznicowego, z ktoérego potra-
fimy wyznaczy¢ najwyzsze przesuniecie wyjscia wystepujacego w rownaniu, to otrzymany
wynik jest rownowazny znanemu warunkowi zwigzanemu z istnieniem lewego wspolnego
dzielnika wielomiandéw opisujacych zachowanie uktadu zlinearyzowanego poprzez obustron-
ne zrézniczkowanie badanego uktadu. W [B12] postawilismy hipoteze, ze domknietosé le-
wego podmodutu (nad pierécieniem lewych wielomianéw réznicowych) generowanego przez
wektor opisujacy zachowanie uktadu zlinearyzowanego jest warunkiem koniecznym i wystar-
czajacym nieredukowalnosci rownania réznicowego, co potwierdzity prezentowane w pracy
przyktady.

5.4 Transformacje i odwracalnos$¢ uktadéw wejsScie-wyjscie z cza-
sem dyskretnym

W przypadku uktadow sterowania wejscie-wyjscie opisanych przez zbiér réwnan réznico-
wych wyzszych rzedéw posta¢ Popova jest punktem wyjscia w wickszosci prac poswieconych
roznym problemom modelowania i sterowania uktadow nieliniowych, opisanych przez row-
nania wejscie-wyjscie. Dlatego tez jednym z probleméw jest doprowadzenie nieliniowego
uktadu wejscie-wyjscie do nieliniowego zbioru rownan bedacego w postaci Popova. Przed-
stawienie nieliniowych réwnan wejscie-wyjscie w silnej postaci Popova jest dobrym punk-
tem wyjscia zaré6wno do badan teoretycznych, jak i do implementacji. Silna posta¢ Popova
umozliwia konstrukcje ciata funkcji meromorficznych zwigzanego z nieliniowym uktadem
sterowania, i konsekwentnie mozliwe jest stworzenie oprogramowania pozwalajacego badacé
pewne wlasnosci uktadéw. W artykule konferencyjnym [C8] opracowali$émy algorytm prze-
ksztatcania zbioru nieliniowych rownan réznicowych wyzszych rzedow do uktadu podwdéjnie
zredukowanego (zredukowanego wierszowo i kolumnowo) lub do uktadu w postaci Popova.
W algorytmie tym wykorzystaliSmy liniowe transformacje réwnowaznosci, wprowadzone
w [66]. Opis uktadu przeksztalconego obejmuje, oprocz réwnan opisujacych uktad, takze
pewnyg liczbe nieréwnosci, ktore gwarantuja, ze pewne wyrazenia beda niezerowe. Dlatego
nasze transformacje sa poprawne globalnie w catej przestrzeni z usunietymi zerami funkcji
pojawiajacych si¢ w mianownikach. Moze si¢ jednak zdarzy¢, ze transformacje liniowe (nad
pierscieniem wielomianéw) nie wystarcza do przeksztatcenia nieliniowych rownan do uktadu
w postaci Popova. Kontynuacja artykutu [C8] jest praca [A13], ktéra porusza problem trans-
formacji nieliniowych uktadéw dyskretnych, opisanych przez uwiktane rownania réznicowe
wyzszych rzedow, w silng posta¢ wierszowo zredukowana. PokazaliSmy, ze czasami row-
nania w postaci wierszowo zredukowanej moga zawiera¢ przesuniecia wyzszych zmiennych
wyjsciowych niz odpowiadajace im stopnie wiersza. Oznacza to, ze na ogét liniowe transfor-
macje nie wystarczajg do przeksztatcenia réwnan do postaci silnie wierszowo zredukowanej.
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Dlatego w artykule [A13] zbadano mozliwosé wykorzystania lokalnych nieliniowych trans-
formacji w celu zredukowania rzedu uktadu. Zaproponowaliémy konstruktywny algorytm,
w ktérym zbiér réwnan wejscie-wyjscie przeksztalcamy do postaci silnie wierszowo zredu-
kowanej. W ostatnio opublikowanym artykule [A3] zastosowalidmy te same narzedzia co w
pracach [66,[A13] do przeksztatcenia uktadu réwnan do uktadu bedacego w (silnej) postaci
Popova. Artykut [A3] jest rozszerzeniem artykutu konferencyjnego [C8]. W artykule tym
poprawiony zostal algorytm przeksztatcania uktadéw do postaci Popova, skonstruowany
zostal zbior nierownosci, zapewniajacy to, ze niektére wyrazenia sa niezerowe. Ponadto po-
rownalismy posta¢ Popova i silng posta¢ Popova oraz dodalismy algorytm przeksztatcajacy
zbiér réwnan wejscie-wyjscie do silnej postaci Popova. Opracowalismy przyktady ilustrujace
prezentowane wyniki.

Innym problemem pojawiajacym sie w teorii ukltadéw sterowania jest problem odwra-
calnosci uktadow. W przypadku uktadow w przestrzeni stanéw problem ten zostal omo-
wiony w pracy |[H1] wchodzacej w sktad osiagniecia naukowego. Poniewaz nie wszystkie
uktady sterowania mozna opisa¢ w przestrzeni standéw, wiec pojawia si¢ pytanie o odwra-
calno$¢ uktadow wejscie-wyjécie. W naszych dotychczasowych badaniach ograniczylismy
sie do uktadow wejscie-wyjscie z czasem dyskretnym bedacych w postaci Popova (algorytm
przeksztalcania zbioru nieliniowych réwnan réznicowych wejscie-wyjscie do postaci Popova
podany zostal w [A2]). Praca [A3] dotyczy zastosowania postaci Popova uktadu réwnan
roznicowych wiazacych wejécie i wyjécie do konstrukeji prawej i lewej odwrotnosci ukta-
du. W pracy tej zdefiniowaliémy pojecia prawego i lewego uktadu odwrotnego. Rozumiemy
przez to uktad podobnego typu co dany uktad, ktory albo odtwarza wyjscie dla dowolnego
wejscia w przypadku prawej odwrotnosci, albo odtwarza wejscie w sposob jednoznaczny dla
zadanego wyjscia uktadu w przypadku lewej odwrotnosci. Gtéwne wyniki dotyczyty charak-
teryzacji prawej i lewej odwracalnosci, czyli istnienia prawej i lewej odwrotnosci zadanego
uktadu. Z uktadem tym, po przejsciu do rozniczek, zwigzane sa dwie macierze nad pew-
nym pierscieniem wielomianéw. Druga z tych macierzy, odpowiadajaca rézniczce wejscia,
pozwala sformutowa¢ warunki konieczne i wystarczajace na prawa i lewa odwracalnosé. Dla
prawej odwracalnosci rzad tej macierzy powinien by¢ rowny liczbie zmiennych wyjscia, a
dla lewej odwracalnosci rzad macierzy powinien by¢ réwny liczbie zmiennych wejscia.

5.5 Uogoblnione pochodne na skalach czasowych

Dla funkcji okreslonych na skalach czasowych rachunek rézniczkowy bazuje na pojeciach
delta- i nabla-pochodnych, ktére dla skali czasowej R zachowuja si¢ jak zwykta pochodna.
Wiadomo, ze istnieja uogoélnione pochodne zapewniajace rozniczkowalnosé odwzorowan,
ktore nie sa rézniczkowalne w sensie klasycznym. Jedna z takich pochodnych jest kontyngen-
sowa epipochodna wprowadzonej przez [67] dla odwzorowan wielowarto$ciowych. Wspdlnie
z dr hab. Dorota Mozyrska oraz dr Ewa Girejko w pracy [A28] wprowadzilismy kontyngen-
sowa epipochodng funkcji okreslonych na skali czasowej. Podaty$my relacje miedzy pochod-
nymi dynamiczymi typu nabla, delta a kontyngensowa epipochodng funkcji okreslonych na
skalach czasowych. Uzywajac kontyngensowej epipochodnej scharakteryzowaty$my funkcje
okreslone na skalach czasowych.

Kluczowa role w réznych dziedzinach nauki i inzynierii odgrywaja funkcje wypukte. Sa
one na przyktad wykorzystywane przy badaniu podrézniczkowalnosci funkcji. Bazujac na
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tym, ze wtasnos¢ wypuktosci funkeji mozna uogélni¢ i zdefiniowaé dla funkcji okreslonych
na dowolnych skalach czasowych, wspolnie z dr hab. Dorota Mozyrska oraz dr Ewg Gi-
rejko zbadaty$my wlasnosci funkeji wypuktych i wyniki nasze oméwitysmy w pracy [A26].
Sformutowaty$my definicje podrézniczki na skalach czasowych i pokazalyémy zalezno$é¢ po-
drézniczkowalnosei funkeji od jej wypuklosci. W artykule [A26] oméwity$my réwniez relacje
miedzy pochodnymi dynamicznymi, do ktorych zaliczytyémy pochodne delta, nabla i dia-
mentowa pochodng, a podrézniczkami funkcji wypuktych.

5.6 Badanie wlasnosci ukladéw niecatkowitych rzedéw

Innym obszarem moich badan sa uktady z pochodna lub operatorem réznicowym nie-
catkowitego rzedu typu Caputo, Riemanna-Liouville’a oraz Griinwalda-Letnikova. Badania
te prowadze wspolnie z dr Ewa Girejko, dr hab. Dorota Mozyrska oraz dr hab. Ewa Pawlu-
szewicz od 2010 roku. Prace [A9LJAT14[A16,/A17[A20,B3-B11,C7/CICI0,CI3] sa wynikami
zwiazanymi z realizacja projektu badawczego NCN , Wtasnosci h-roznicowych uktadow ste-
rowania niecatkowitego rzedu” .

Rozwdj rachunku utamkowego/niecatkowitego rzedu zostat zapoczatkowany przez G.W.
Leibniza (w roku 1695) oraz L. Eulera (w roku 1738), [68]. W XIX wieku rachunkiem niecal-
kowitego rzedu zajmowaly sie miedzy innymi takie osoby jak P.S. Laplace, S. F. Lacroix, J.
B. J. Fourier, N. H. Abel, J. Liouville, A. K. Griinwald, A. V. Letnikov, G. F. B. Riemann,
H. Laurent, J. Hadamard. W drugiej potowie XX wieku pojawity si¢ naste¢pujace monogra-
fie [69H72], zas na poczatku XXI wieku rachunek niecatkowitego rzedu znalazt zastosowanie
w modelowaniu i rozwiazywaniu probleméw praktycznych. Rezultaty badan z zakresu ra-
chunku niecatkowitego rzedu mozna znalezé na przyktad w publikacjach [73-86]. Uktady
sterowania niecatkowitych rzedow staty si¢ waznym narzedziem w modelowaniu procesow.
Modele wykorzystujace réznice niecatkowitych rzedow pojawity sie w teorii sterowania mie-
dzy innymi w pracach: [68]78,85,[87HIg].

5.6.1 Rozwigzania ukladéw réznicowych niecatkowitych rzedéw i ich stabilnosé

Opracowanie podstawowych wtlasnosci operatorow dyskretnych niecatkowitego rzedu
mozna znalezé na przyktad w pracach [69,09]. W pracy [B10] poréwnatysmy h-réznicowe
operatory typu: Caputo, Riemanna-Liouville’a oraz Griinwalda-Letnikova. Podanie zalez-
nosci miedzy operatorami typu Riemanna-Liouville’a i Griinwalda-Letnikova, pozwolito
pokaza¢ réwnowaznos¢ obu operatorow. Zatem teoria wypracowana dla operatora typu
Riemanna-Liouville’a zachodzi rowniez dla operatora typu Griinwalda-Letnikova. W zwiaz-
ku z tym w naszych dalszych badaniach ograniczytysmy si¢ do dwoch operatoréw miano-
wicie typu Caputo oraz Riemanna-Liouville’a. W pracy [A20] badalysSmy zachowanie sie
rozwigzan uktadéw z sekwencyjnym operatorem réznicy typu Caputo z krokiem h. Po-
dalySmy wzory rekurencyjne na jednoznaczne rozwigzania zagadnien poczatkowych dla
rozwazanych uktadéw liniowych i semiliniowych. Ponadto sformutowalysmy warunek wy-
starczajacy dodatniosci rozwazanych uktadow. Uktady z uogédlnionymi dwusktadnikowymi
réznicami niecatkowitego rzedu byty badane w [B9]. Poprzez wyboér okreslonego jadra ope-
ratory te mozna zredukowaé¢ do standardowych catek i pochodnych niecatkowitego rzedu.
W [BY] zbadaly$my istnienie rozwigzan zagadnien poczatkowych dla takich uktadéw.
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Waznym aspektem symulacji wielu procesow fizycznych jest aproksymacja rozwiazan
ukladéw z czasem ciaglym za pomoca uktadéw z czasem dyskretnym. W pracy [A19] omo-
wiony zostal problem przyblizen rozwigzan zagadnien poczatkowych dla uktadéw niecatko-
witych rzedow z czasem ciaglym przez rozwigzania zagadnien poczatkowych dla uktadow
z czasem dyskretnym. W [A19] zaprezentowano metode oparta na przyblizeniu pochodne;
typu Caputo poprzez h-réznicowy operator typu Caputo wprowadzony w [99)].

W naukach technicznych, w ktorych korzysta si¢ z liniowych rownan réznicowych, pod-
stawowe charakterystyki uktadow fizycznych opisywane sg w jezyku Z-transformaty. Prze-
ksztatcenie Z jest wygodnym narzedziem badania rozwigzan liniowych réwnan réznicowych.
Wykorzystujac klasyczna Z-transformate w artykutach konferencyjnych [COLICT0], ktére
byty prezentowane na konferencji International Conference on Fractional Differentiation
and Its Applications FDA’2014, podalySmy wzory na rozwigzania zagadnien poczatkowych
dla liniowych uktadéw niecatkowitych rzedéw z réznicami typu Caputo oraz Riemanna-
Liouville’a. Wykorzystujac transformate Z w pracy [B6] badaly$my rozwiazania zagadnien
poczatkowych dla liniowych i semiliniowych réwnan z dodatnimi réznicami typu Caputo
oraz Riemanna-Liouville’a. Zdefiniowaty$Smy dyskretna wersje funkcji Mittaga-Lefflera be-
dacej odpowiednikiem eksponenty dyskretnej utamkowego rzedu i udowodnitysmy, ze przy
niektorych wartosciach parametréw funkcja ta jest funkcja wlasng liniowego rownania rézni-
cowego z operatorem roznicy typu Caputo lub Riemanna-Liouville’a z rzedem « € (¢—1, ¢,
gdzie ¢ € N. Funkcja ta zostata uzyta do podania wzoréw na rozwiazania zagadnien po-
czatkowych dla rozwazanych uktadéw. Réwniez w pracy [B3] metoda przeksztalcenia Z
zostata wykorzystana do wyznaczenia rozwigzan liniowych uktadow z sekwencyjna réznica
typu Caputo.

Uogolnieniem artykutéw [C9,[C10] jest praca [AL7], w ktoérej podane zostaly rozwiaza-
nia zagadnien poczatkowych dla liniowych uktadéw niecatkowitych rzedéw z operatorami
typu Caputo, Riemanna-Liouville’a oraz Griinwalda-Letnikova. W [A17] podaty$my wzor
na obraz uogdlnionej funkcji Mittaga-Lefflera. Ponadto wykorzystujac uzyteczno$¢ trans-
formaty Z przy okreslaniu warunkéw stabilnosci rozwigzan liniowych uktadéw réznicowych
podalysmy warunki stabilnosci uktadéw liniowych niecatkowitych rzedéow z wymieniony-
mi wyzej operatorami. Problem stabilnosci liniowych uktadéw z niecatkowitymi dodatnimi
rzedami typu Griinwalda-Letnikova zostal zbadany w artykule [B4], za$ stabilnosé uktadow
typu Caputo oraz Riemanna-Liouville’a byta analizowana w artykule |[C5]. W obu arty-
kutach [B4LIC5] po przeksztatceniu uktadu z niecatkowitymi rzedami dodatnimi do uktadu
z wieloma rzedami, w ktérych rzedy poszczegdlnych operatoréw sg z przedziatu (0, 1] po-
dalysmy warunki gwarantujace asymptotyczng stabilnos¢ rozwigzan rozwazanych uktadow
bazujac na przeksztalceniu Z, ktére okazalo sie by¢ efektywnym sposobem badania stabil-
nosci uktadéw liniowych niecatkowitych rzedéw. W pracy [Bl] uzywajac Z-transformaty
podalysmy warunki na asymptotyczna stabilnos¢ liniowych uktadow h-réznicowych nie-
catkowitego rzedu z operatorem typu Griinwalda-Letnikova. Warunki te pokazuja jakie
zaleznosci muszg spetnia¢ wyrazy macierzy, aby uktad byt asymptotycznie stabilny.

7, uwagi na brak interpretacji geometrycznej pochodnych niecatkowitych rzedéw trudno
jest znalez¢ odpowiednie narzedzia umozliwiajace analize stabilno$ci rownan niecatkowi-
tych rzedow. W [B7] zaproponowalysmy definicje stabilnosci Mittaga-Lefflera nieliniowych
uktadéw z réznicami niecatkowitych rzedéw typu Caputo oraz Riemanna-Liouville’a. Sfor-

33



AUTOREFERAT

mutowatyémy i udowodnitySmy warunek, ktory gwarantuje stabilnos¢ Mittaga-Lefflera roz-
wigzan zagadnien poczatkowych dla tych uktadow.

W przypadku uktadow nieliniowych analiza dynamiki uktadéw niecatkowitych rzedow z
matematycznego punktu widzenia jest zagadnieniem ztozonym i czesto takze niejednoznacz-
nym podobnie jak w przypadku uktadow z catkowitymi rzedami. Wyznaczanie na przyktad
obszaru stabilnosci za pomoca funkcji Lapunowa wymaga bardzo skomplikowanych obli-
czen, patrz [T00/I0TAT6]. W pracy [A16] podane zostaly warunki wystarczajace stabilnosci
asymptotycznej uktadéw z operatorami réznicy typu Riemanna-Liouville’a i Caputo. Po-
nadto pokazalysmy, ze do badania stabilnosci nieliniowych uktadéw niecatkowitych rzedéw
mozna uzy¢ metody Lapunowa, ktéra zastosowalySmy réwniez w pracy [B11] do badania
stabilnosci uktadow roznicowych typu Caputo z dwoma niecatkowitymi rzedami. Bazujac w
gléwnej mierze na eksperymentach numerycznych w artykule konferencyjnym [C13], ktéry
referowatam na konferencji 6th Workshop on Fractional Differentiation and Its Applications
- 2013 IFAC Joint Conference SSSC, pokazatysSmy w jaki sposéb bezposrednia metode Lapu-
nowa mozna zastosowa¢ do badania stabilnosci uktadéw nieuatonomicznych z nabla réznica
typu Caputo.

Ogoélnie znanym zagadnieniem jest okreslenie obszaru stabilnosci poprzez analize war-
tosci wlasnych macierzy przyblizenia liniowego. Jest to pierwszy krok w analizie stabilno-
sci uktadu nieliniowego. Nastepnym krokiem jest stabilizacja uktadéw nieliniowych niecat-
kowitych rzedéw. Linearyzacja oraz badanie problemu stabilnosci uktadéw przez liniowg
aproksymacje oméwione zostaly w [A10]. Pokazalidmy, ze stabilno$é¢ uktadéw niecatkowi-
tych rzedéw mozna zbada¢ stosujac metode linearyzacji poprzez rozwinigcie w szereg Tay-
lora wokot punktu réwnowagi, ktora nie wymaga ztozonych przeksztatcen, jednak stanowi
doktadne przyblizenie jedynie w bliskim sasiedztwie punktu rownowagi. Linearyzacja nieli-
niowych uktadéw niecatkowitych rzedéw przedstawiona w pracy [A10] zostala wykorzystana
do sformutowania warunkow, ktore gwarantuja lokalng asymptotyczng stabilnos¢ nielinio-
wych uktadow réznicowych. Wykorzystujac fakt, ze pochodne niecatkowitego rzedu mozna
przybliza¢ niecatkowita h-r6znica pokazany zostat zwiazek miedzy stabilnoscig nieliniowych
uktadow rézniczkowych niecatkowitych rzedéw oraz stabilnoscig liniowych uktadow z nie-
catkowitymi operatorami h-réznicowymi.

5.6.2 Stabilnos$¢ uktadéw liniowych z operatorami Griinwalda-Letnikova i Ca-
puto typu splotowego

Poniewaz operator Griinwalda-Letnikova jest najczesciej stosowanym operatorem, wiec
stosujac ten operator wspoélnie z dr hab. Dorotg Mozyrska oraz profesorem Piotrem Ostal-
czykiem rozpoczetam badania zwiazane z realizacja projektu badawczego NCN | Dyskretne
sterowanie typu PID zmiennych niecatkowitych rzedow”. Nasze badania rozpoczelismy od
zbadania problemu stabilnosci dla uktadéw i réwnan liniowych dyskretnych z operatorem
niecatkowitego rzedu (o stalej funkeji rzedu) typu Griinwalda-Letnikova z op6Znieniem w
dziedzinie czasu. Otrzymane wyniki zawarliSmy w pracy [A6] analizujac réwnania i uktady
liniowe z kilkoma opdéznieniami. Wtasnosé stabilnosci rozwazanych uktadéw zostata zba-
dana za pomocg Z-transformaty. Podalismy warunki wystarczajace asymptotycznej sta-
bilnoéci dla uktadéw z jednym opdznieniem o konkretng liczbe krokéw ky. Sformutowane
warunki dotycza okreslenia wtasnosci odpowiedniego potozenia wartosci wtasnych macierzy
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definiujacych dany liniowy uktad réznicowy. W pracy podaliSmy liczne przyktady graficz-
ne obszaréw polozenia wartosci wiasnych zapewniajacych stabilno$¢ uktadu. W tym celu
dokonalismy implementacji numerycznych w programie Maple.

Dyskusja i rozwigzanie problemu stabilnosci dla uktadéw i réwnan liniowych dyskret-
nych z operatorem typu splotowego niecatkowitego rzedu typu Griinwalda-Letnikova ze
zmienng funkcja rzedu (variable-, fractional-order) przeprowadzityémy w pracy [Al]. Do
rozwigzania problemu uzytysSmy transformaty Z, przyjmujac za podstawe obraz kota jed-
nostkowego. Podatysmy i udowodnitySmy warunki gwarantujace stabilnosé¢ rozwiazan ukta-
du liniowego i rownania skalarnego oraz warunek na niestabilno$¢ uktadu. W podanych
warunkach pojawity sie¢ nieskonczone szeregi zespolone. Prezentowane w pracy z wysoka
doktadnodcig granice obszaréw stabilnosci zostaly wyznaczone na podstawie obliczen zwia-
zanych ze skonczong suma. Uzyskane wyniki dotycza funkcji rzedu nie tylko z zakresem
wartosci z przedziatu (0,1] lub monotonicznej. Wynik podstawowy jest na tyle ogdlny, iz
mozna go stosowaé¢ do dowolnie zadanych funkcji rzedu. Podobnie jak w pracy [A6] na
przyktadach zilustrowalysmy obszary potozenia wartosci wtasnych zapewniajacych stabil-
nos$¢ uktadu.

Poniewaz w przypadku liniowych uktadéw z operatorem Griinwalda-Letnikova otrzymu-
jemy tylko zerowe punkty réwnowagi, a uktady z operatorem Caputo dopuszczajg niezerowe
stany réwnowagi, wiec nasze aktualne badania sa skoncentrowane na zbadaniu problemu
stabilnosci dla uktadow liniowych z czasem dyskretnym z operatorem niecatkowitego ze
zmienng funkcja rzedu typu Caputo, patrz [CI,IC2].

Innym problemem pojawiajacym sie w teorii sterowania jest obserwowalnos¢ i stero-
walnos¢. Zagadnienia te dla liniowych uktadéw niecatkowitych rzedéw z operatorem typu
Caputo zostaly oméwione w [A14]. Liniowe uktady réwnan h-r6znicowych z dwoma niecal-
kowitymi rzedami z operatorem typu Caputo zostaly zbadane w artykule [BS]. Pokazalysmy
w jakich sytuacjach moga pojawic¢ sie takie uktady. Zwrocityémy uwage na to, w jaki spo-
so6b stan poczatkowy jednego z uktadéw wplywa na rzad nastepnego uktadu. Omoéwitysmy
problem sterowalnosci i obserwowalnosci tego typu uktadéw. W przypadku nieliniowych
ukladéw niecatkowitych rzedow w [A9] zbadatysmy lokalna obserwowalnosé i sterowalnos$é
tych uktadéw bazujac na ich linearyzacji.

Problem stabilizacji liniowego uktadu sterowania utamkowego rzedu z operatorem h-
réznicowym typu Griinwalda-Letnikova zostal oméwiony w artykule konferencyjnym [C7].
Wykorzystujac przeksztalcenie Z podaty$Smy warunek konieczny i wystarczajacy stabilizacji
liniowego wieloparametrowego uktadu sterowania z h-r6znica Griinwalda-Letnikova poprzez
liniowe sprzezenie zwrotne od stanu. Warunek ten jest zwiazany z potozeniem pierwiastkéw
rownania charakterystycznego zwigzanego z danym uktadem.

Problem estymacji nieznanego stanu uktadu na podstawie wejs¢ i wyjsé¢ zostal zbadany
w pracy [A§]. Jest on zwiazany z konstrukcja obserwatora dla liniowych uktadéw niecatko-
witych rzedéw z réznicami typu Riemanna-Liouville’a oraz Griinwalda-Letnikova. Bazujac
na Z-transformacie podatam warunek wystarczajacy istnienia obserwatora niecatkowitego
rzedu dla prezentowanych liniowych uktadéw réznicowych.

35



AUTOREFERAT

5.6.3 Problem droznosci rozwigzan uktadéw niecatkowitych rzedéw

Analizujac uktady z operatorami niecatkowitego rzedu badalysmy problem drozno-
sci rozwigzan tych uktadow. Wspolnie z dr Ewa Girejko i dr hab. Dorotg Mozyrskg w
pracach [A23/[A24] sformutowaly$my i udowodnitysmy warunki droznosci rozwiazan nieli-
niowych uktadow niecatkowitego rzedu z operatorami Riemanna-Liouville’a oraz Caputo.
Warunek wystarczajacy droznosci rozwiazan uktadu rownan rozniczkowych niecatkowite-
go rzedu z pochodng typu Caputo nie zostal poprawnie udowodniony, gdyz w dowodzie
twierdzenia 9 w artykule [A24, Theorem 9] pominely$my sktadnik zwiazany z warunkiem
stycznosci, co zostato zauwazone i poprawione przez O. Carja, T. Doncheva, M. Rafaqat i
R. Ahmeda w artykule [102]. W pracy |A15] podaty$my warunek konieczny droznosci roz-
wiazan uktadow niecatkowitego rzedu z pochodng Caputo. Zaleznosé miedzy operatorami
Caputo i Riemanna-Liouville’a pozwolita zbadaé problem droznosci z tzw. pamiecia (memo-
viability). Poniewaz zauwazylySmy, ze warunki wystarczajace droznosci podane w [A15]
opieraja sie na wynikach pracy [A24], wiec stwierdzenie 16 i wniosek 18 w [A15, Propo-
sition 16, Corollary 18] nalezaloby zmodyfikowaé opierajac sie na wynikach pracy [102].
Mozliwosé aproksymacji rozwigzan uktadu z czasem cigglym przez rozwigzania uktadu z
czasem dyskretnym [A19] umozliwita zbadanie problemu droznosci rozwiazan uktadéw réz-
nicowych niecatkowitych rzedow. W artykule [B5] sformutowatysmy warunki wystarczajace
na istnienie droznych rozwigzan uktadéw réznicowych niecatkowitych rzedéw poprzez wa-
runki istnienia takich rozwigzan dla uktadéw z czasem ciggtym.

5.7 Konsensus dla ukladéw wieloagentowych

Publikacje [A4L[A5[A7,[A11,B2,C3.IC4,IC6] sa wynikami badan zwiazanych z realiza-
cja projektu NCN | Konsensus w systemach dynamicznych niecatkowitego rzedu oraz w
systemach na skalach czasowych”. Mowiac o konsensusie musimy wyobrazi¢ sobie grupe
os6b/ekspertow, ktérzy musza dziataé¢ razem jako zesp6t lub komisja. Kazdy z ekspertéw
ma swoje zdanie, ale jest gotow do wspotpracy oraz do zmiany opinii pod wplywem interak-
cji z innymi ekspertami/sasiadami. Dojscie do konsensusu (porozumienia) jest jednym ze
zjawisk pojawiajacych si¢ w grupach tzw. agentow bedacych ze sobg w interakcji. Mowimy
wowcezas o dynamice opinii. W obszarze dynamiki opinii mozna wyrézni¢ model wprowadzo-
ny przez Ulricha Krausego [103] znany réwniez jako model Hegelsmanna—Krausego [T04/105]
oraz model Cuckera-Smale’a [106]. W pracach [A4L[AS[ATATIIB2LC3C4IC6] zbadatysmy
uklady wieloagenetowe, w ktorych agenci/eksperci wspétdziataja zgodnie z pewnymi usta-
lonymi regutami. Konsensus w modelach niecatkowitego rzedu z czasem dyskretnym typu
Krausego czy Hegselmanna—Krausego zostal zbadany w pracy [A1l]. Wspdélnie z dr hab.
Dorotg Mozyrska podaly$my opis wtasnosci modeli typu Hegselmanna—Krausego z operato-
rem niecatkowitego rzedu z czasem dyskretnym. Uzyty$my najczesciej stosowanego operato-
ra niecatkowitego rzedu typu Griinwalda-Letnikova. Wprowadzity$my definicje konsensusu
z liderami. Podalysmy i udowodnity$my warunek konieczny osiggania pojedynczego con-
sensusu w uktadzie o dowolnej skonczonej liczbie agentéw. W celu lepszego zilustrowania
przebiegéw konsensusu zdefiniowanego jako zbiezno$é wzdtuz trajektorii, zastosowatysmy
normalizacje wektorow w kazdym kroku, dzielac warto$¢ opinii przez najwyzsza opinie w
danym kroku. Dokonaly$émy analizy twierdzenia dotyczacego zbieznosci w klastrach dowo-
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dzac odpowiedniego twierdzenia.

Praca [B2] dotyczy problemu konsensusu w modelu niecatkowitego rzedu z czasem cia-
gtym typu Hegselmanna-Krausego. W badanym uktadzie interakcje miedzy agentami zdefi-
niowane sg tak, jak w przypadku modelu Hegselmanna—Krausego, ale wzbogacone poprzez
pamigé, ktora wnosi operator niecatkowitego rzedu zastosowany do lewej strony uktadu.
Zaproponowana posta¢ uktadu, w zaleznosci od rzedu réwnania, daje mozliwosé badania
ciagtej badz dyskretnej wersji modelu.

W pracy [AT] zbadaly$my dwa modele: model rzedu pierwszego (typu odpowiadajacego
modelowi Krausego) i model rzedu drugiego (typu odpowiadajacego modelowi Cuckera-
Smale’a), oba z czasem dyskretnym. W réwnaniach na potozenie i predkosé wprowadzity-
Smy pamie¢ poprzez uzycie po lewej stronie uktadu dyskretnego operatora niecatkowitego
rzedu Grinwalda-Letnikova. Zaproponowaltysmy sterowanie dla ktorego zachodzi konsensus
z liderem. Podstawa do badan byta analiza stabilnosci uktadu uzyskanego po odpowiedniej
transformacji zmiennych, co odpowiada warunkom zapewniajacym pojawienie sie konsen-
susu z liderem w obu uktadach. Z uwagi na ten fakt rozwigzania opracowanych modeli nie
zbiegaja do stalych wartodci, a daza do nieskonczonosci zgodnie z trajektoriag wskazanego
lidera. Symulacje numeryczne wykonane w programie Maple pozwolity potwierdzi¢, ze wy-
brany model jest wtasciwy i otrzymujemy zbieznos¢ do zachowan lidera dla kazdego rzedu
z przedziatu [0, 1]. Gléwna praca zostata podzielona na dwie czesci: badania nad uktada-
mi z tzw. pojedynczym sumatorem (odpowiednik pierwszego rzedu) oraz na badania nad
podwdjnym sumatorem (odpowiednik drugiego rzedu). Zaprezentowane w pracy przykta-
dy i przeprowadzone symulacje komputerowe potwierdzaja otrzymane wyniki i pokazuja
efektywnos$¢ otrzymanych warunkéw gwarantujacych konsensus. Rozszerzeniem wynikéw
podanych w [A7] jest praca [A5], w ktérej przeprowadzitySmy podobne badania. Bazu-
jac na warunkach podanych w [AG] zwiazanych z asymptotyczna stabilnoscia dyskretnych
liniowych ukladéw z opdZnieniem w pracy [A5] zbadaliémy konsensus z liderem w przy-
padku, gdy stan lidera jest dostepny tylko dla wybranych agentéw (w przykladach lider
ma wplyw na jednego agenta). Sformutowaly$my i udowodnitysmy warunki osiagania kon-
sensusu oraz przeprowadzitysmy analize numeryczng dla przyktadu z szeScioma agentami.
W pracy [AD] pamieé zostala wprowadzona do uktadu nie tylko przez wziecie operatora
Griinwalda-Letnikova z czasem dyskretnym niecatkowitego rzedu po lewej stronie rownan
opisujacych model, ale réwniez przez uwzglednienie dowolnego opo6znienia w uktadzie.

Symulacje numeryczne modelu typu Cuckera-Smale’a z czasem ciggltym przeprowadzo-
no w pracach [A4[C3|[C4.[C6]. Poniewaz pierwsze réwnanie wiaze ze soba droge i predkos$é
agentow, wiec opisane jest uktadem rézniczkowym zwyczajnym. Operator rézniczkowy nie-
catkowitego rzedu Griinwalda-Letnikova typu splotowego jest uzyty po lewej stronie row-
nan opisujacych dynamike predkosci. W zwiazku z tym pamieé wprowadzona zostaje tutaj
tylko w réwnaniach zwigzanych z predkoscia. Aczkolwiek, mozliwe jest wprowadzenie pa-
mieci réwniez do pierwszego réwnania. Podstawa do badan jest analiza asymptotycznej
stabilnosci nieliniowego uktadu opisujacego zachowanie sie réznic stanéw i predkosci po-
szczegbdlnych agentow. Dokonanie linearyzacji umozliwito wyznaczenie wartosci wtasnych
macierzy zwiazanej z uktadem zlinearyzowanym. W rezultacie mozliwe byto sformutowa-
nie warunkéw wystarczajacych na lokalng asymptotyczna stabilno$¢ nieliniowego uktadu
wyjsciowego. Otrzymane oszacowania na parametr H sg bardzo silne, ale daja warunek
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wyjsciowy do analizy numerycznej. Przedstawity$my przyktady trajektorii predkosci odpo-
wiadajace réznym rzedom oraz réznym wartosciom parametru H. Przeprowadzona analiza
dotyczy przyblizen uktadéw z czasem ciggtym za pomoca odpowiednich uktadéw z czasem
dyskretnym. W pracach [C4L[C6] badane sa modele z dwoma agentami, w ktérych niecatko-
wity rzad pojawiajacy sie w réwnaniach zwiazanych z predkoscia byt w [C6] staty, zas w [C4]
funkcja rzedu zmieniata sie¢ w czasie. Podobnie zmienna funkcja rzedu zostala zastosowana
do modelu w pracy [C3], a stata w [A4].

Obecnie badamy modele z operatorem typu Caputo. Modele te wydaja sie by¢ ciekawsze
ze wzgledu na to, ze uktady z operatorem Caputo dopuszczaja niezerowe stany rownowa-
gi. Dodatkowo planujemy uwzglednié fakt, ze agenci poruszaja sic w R3, w ten sposéb
otrzymujemy model, ktéry naszym zdaniem jest bardziej realistyczny.

W swojej pracy badawczej zajmowatam sie takze tematyka dotyczaca aproksymacji,
interpolacji i modelowania danych spektroradiometrycznych z pomiar6w LED6w, [A29//A30),
B13]
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