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• lipiec 2006 – styczeń 2008: pracownik naukowy (Senior Researcher, post-doc) w
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4. Wskazanie osiągnięcia wynikającego z art. 16 ust. 2 ustawy z dnia 14 marca 2003 r.
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Algebraiczne metody badania osiągalności oraz

linearyzowalności nieliniowych układów sterowania

w skład którego wchodzą następujące artykuły :
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Do oznaczenia prac autorskich lub współautorskich wymienionych w poniższych roz-

działach użyłam liter H, A, B lub C, np. [H1], [A1], [B1] lub [C1]. Przy czym, dodatkowo

prace ze wskazanego cyklu publikacji oznaczone są pogrubioną czcionką [H1]-[H5]. Pu-

blikacje, nie wchodzące w skład osiągnięcia naukowego, z czasopism znajdujących się w

bazie Journal Citation Reports (JCR) oznaczono [A1]-[A33], z innych czasopism między-

narodowych lub krajowych oraz rozdziały w monografiach oznaczono [B1]-[B16], publikacje

w recenzowanych materiałach konferencyjnych oznaczono [C1]-[C26]. Spis tych publikacji

znajduje się w Literaturze na stronach 38-42 na końcu autoreferatu. Prace innych autorów

są numerowane, np. [1], a ich spis znajduje się na końcu autoreferatu na stronach 43-47.

Mój udział w pracach współautorskich [H1,H4,H5] oceniam na 55%, a w pracy [H3]

na 60%.

4.1 Omówienie osiągniętych wyników na podstawie wyżej wymie-

nionych prac

4.1.1 Wstęp

Początki teorii sterowania sięgają połowy XIX wieku, wówczas zaczęto analizować mate-

matyczne działanie regulatorów mechanicznych. Szczególnie silne zespolenie teorii sterowa-

nia z matematyką nastąpiło po drugiej wojnie światowej. Teoria ta wywarła duży wpływ na

rachunek wariacyjny, teorię równań różniczkowych i różnicowych, geometrię różniczkową, a

obecnie istnieje jako samodzielny obszar matematyki stosowanej. Jedną z fundamentalnych
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własności układów sterowania jest ich osiągalność, która związana jest ze stanami osiągal-

nymi i problemem sterowalności układów. Sterowalność odnosi się do możliwości przejścia

układu do określonego stanu za pomocą odpowiednich sygnałów wejściowych. W przypad-

ku układów liniowych własność sterowalności jest własnością strukturalną i każdy układ

liniowy można poprzez odpowiednią zamianę współrzędnych sprowadzić do postaci, w któ-

rej wyróżnia się podukłady: sterowalny oraz autonomiczny (całkowicie niesterowalny), w

literaturze rozkład ten nosi nazwę rozkładu Kalmana [1,2]. W przypadku układów nielinio-

wych taki rozkład nie jest możliwy, a własnością, która pełni rolę podobną do sterowalności

układów liniowych jest osiągalność. Problem osiągalności nieliniowych układów sterowa-

nia z czasem ciągłym badany był w pracach [3] oraz [4]. W pracy [3] H.J. Sussmann i V.

Jurdjevic podali warunki konieczne i wystarczające osiągalności oraz silnej osiągalności w

punkcie wykorzystując dystrybucje związane z rozważanymi układami. H.J. Sussmann oraz

V. Jurdjevic udowodnili, że układ posiada własność silnej osiągalności w punkcie x0 wtedy

i tylko wtedy gdy dystrybucja silnej osiągalności ma w tym punkcie wymiar równy wymia-

rowi przestrzeni stanów. W przypadku, gdy istnieje otwarty i gęsty podzbiór przestrzeni

stanów Rn, dla którego zachodzi własność silnej osiągalności w punktach z tego zbioru,

to taką osiągalność będziemy nazywali generyczną, i wówczas dystrybucja silnej osiągalno-

ści ma generycznie wymiar n. Z każdą dystrybucją można związać pewną kodystrybucję,

której wartościami będą podprzestrzenie liniowe w przestrzeni jednoform różniczkowych.

Bazując na języku jednoform różniczkowych w pracy [4], E. Aranda-Bricaire, C. H. Moog

i J.-B. Pomet opracowali kryteria na silną osiągalność w punktach z otwartego i gęstego

podzbioru przestrzeni stanów, w których (ko)dystrybucje związane z rozważanym układem

mają stały wymiar. Zatem w [4,6] autorzy korzystali z metod algebraicznych bazujących na

języku form różniczkowych do zbadania silnej osiągalności, podczas gdy H.J. Sussmann i V.

Jurdjevic w pracy [3] użyli geometrii różniczkowej i warunki osiągalności scharakteryzowali

za pomocą pól wektorowych związanych z układem. W pracy [4] pokazano, że własność

silnej osiągalności układu z czasem ciągłym w punktach, w których rząd (ko)dystrybucji

jest stały, jest równoważna temu, że każda niezerowa jednoforma różniczkowa ma skończony

stopień względny, co jest związane z brakiem tzw. elementu autonomicznego, wprowadzo-

nego przez J.F. Pommareta [5]. Wykorzystując ten fakt autorzy monografii [6] użyli pojęcia

elementu autonomicznego do zdefiniowania generycznej silnej osiągalności układu. Ponie-

waż silna osiągalność oznacza, że dla każdego czasu t > 0 zbiór osiągalny w czasie t ma

niepuste wnętrze, więc w przypadku układów z czasem dyskretnym silna osiągalność jest

za silną własnością gdyż już w pierwszym kroku należałoby mieć niepuste wnętrze zbioru

osiągalnego. Zatem własność silnej osiągalności jest badana tylko dla układów z czasem

ciągłym. W przypadku nieliniowych układów z czasem dyskretnym możemy mówić o osią-

galności i problem ten był badany na przykład w pracach [7–9], gdzie osiągalność była

badana punktowo za pomocą algebr Liego pól wektorowych związanych z układem oraz

w [10], gdzie wykorzystano liniowe algebraiczne podejście wprowadzone przez J.W. Grizzle-

go [11] oraz różnicowe podejście algebraiczne wprowadzone przez M. Fliessa [12, 13]. Już

w 1989 roku M. Fliess podkreślał, że teorie dla układów z czasem ciągłym i dyskretnym

mimo pewnych podobieństw są różne. Pomimo istniejących różnic w obu teoriach wydaje

się, że skale czasowe są jednym z narzędzi, które umożliwiają unifikację czasu ciągłego i

dyskretnego. A z punktu widzenia matematycznej teorii sterowania teoria skal czasowych
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umożliwia unifikację dwóch podstawowych działów matematyki: równań różniczkowych i

równań różnicowych. Dlatego też w pracach [H3] i [H4] wykorzystaliśmy rachunek skal

czasowych do opisu układów sterowania z czasem ciągłym i dyskretnym. Następnie bazu-

jąc na formalizmie algebraicznym związanym z rozważnym układem określonym na skali

czasowej zbadaliśmy problem generycznej osiągalności nieliniowych układów sterowania za-

równo z czasem dyskretnym jak również z czasem ciągłym. Podobnie jak w publikacji [6]

w pracach [H3,H4] wykorzystaliśmy pojęcie elementu autonomicznego do zdefiniowania

generycznej osiągalności układu. Wówczas pojawiło się pytanie o formalizm matematycz-

ny umożliwiający badanie osiągalności w punktach, które nie należą do zbioru otwartego i

gęstego wynikającego z generyczności. Szukając odpowiedzi na to pytanie zauważyłam, że

własność silnej osiągalności jest związana z punktem i jego otoczeniem. W związku z tym

postanowiłam użyć teorii kiełków do scharakteryzowania własności silnej osiągalności ukła-

du w punkcie z przestrzeni stanów. W pracy [H2] wprowadziłam formalizm matematyczny

pozwalający zbadać silną osiągalność układów z czasem ciągłym we wszystkich punktach

przestrzeni stanów, a więc także w punktach osobliwych, w których wymiar (ko)dystrybucji

jest różny od jej wymiaru w punktach z otoczeń punktów osobliwych.

Formalizm algebraiczny dla układów nieliniowych w przestrzeni stanów podany między

innymi w [6,14] dla układów z czasem ciągłym i w [11] dla układów z czasem dyskretnym,

został wykorzystany do badania problemu linearyzacji poprzez sprzężenia zwrotne zależ-

ne od stanu. Linearyzacja poprzez statyczne sprzężenie zwrotne to temat badany od lat

osiemdziesiątych zarówno dla układów z czasem ciągłym jak również z czasem dyskretnym,

patrz na przykład [15–18]. Przy badaniu linearyzacji podobnie jak przy badaniu osiągal-

ności wykorzystano wiele różnych technik w tym między innymi geometrię różniczkową i

algebrę. W przypadku układów z czasem ciągłym problem linearyzacji poprzez statyczne

sprzężenie zwrotne od stanu oraz zamianę współrzędnych został po raz pierwszy zbadany

w [15] i [19]. Od tego momentu powstało wiele prac, które związane były z tym problemem

i w których użyto różnych matematycznych narzędzi dla różnych klas układów. Podejście

geometryczne można znaleźć w [20] dla układów z czasem ciągłym oraz w [17] dla ukła-

dów z czasem dyskretnym. Metody algebraiczne bazujące na języku form różniczkowych

zastosowano w pracy [6] dla układów z czasem ciągłym oraz w [10] dla układów z cza-

sem dyskretnym. W przypadku, gdy linearyzacja układu nieliniowego poprzez statyczne

sprzężenie zwrotne zależne od stanu oraz dyfeomorfizm przestrzeni stanów nie jest możliwa

pojawia się pytanie, czy istnieje dynamiczne sprzężenie zwrotne, takie że otrzymany nowy

rozszerzony układ będzie linearyzowalny poprzez statyczne sprzężenie zwrotne oraz zamia-

nę współrzędnych stanu. Odpowiedź na to pytanie w języku form różniczkowych można dla

układów z czasem ciągłym znaleźć w [4, 6], zaś dla układów z czasem dyskretnym w [10].

Wtedy pojawia się pytanie o warunki linearyzowalności układów określonych na skalach

czasowych. Wykorzystując rachunek skal czasowych w pracach [H1,H5] podane zostały

warunki linearyzowalności nieliniowych analitycznych układów określonych na jednorod-

nych skalach czasowych. W przypadku układów z czasem ciągłym warunki te pokrywają

się z warunkami prezentowanymi w [4, 6], zaś dla układów z czasem dyskretnym wyniki

otrzymane w [H1,H5] są nowe. Zauważmy, że w [10] autorzy wykorzystywali algebrę różni-

cową [21] do analizy nieliniowych układów z czasem dyskretnym, zaś w [H1,H5] bazujemy

na algebrze podobnej do algebry różniczkowej [14, 22].
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Wspólnym celem prac [H1,H2,H3,H4,H5] jest zbadanie wybranych własności układów

sterowania z czasem ciągłym i dyskretnym za pomocą metod algebraicznych. W prezento-

wanym cyklu publikacji badane były następujące zagadnienia:

1. generyczna osiągalność nieliniowych układów sterowania określonych na jednorodnych

skalach czasowych (w pracach [H3,H4]);

2. silna osiągalność nieliniowych układów sterowania z czasem ciągłym (w pracy [H2]);

3. generyczna lokalna linearyzowalność poprzez statyczne oraz dynamiczne sprzężenia

zwrotne dla nieliniowych układów sterowania określonych na jednorodnych skalach

czasowych (w pracach [H1,H5]).

Wykorzystując fakt, że teoria układów dynamicznych na skalach czasowych pozwala na

jednolity opis pojęć i wyników teorii równań różniczkowych i teorii równań różnicowych,

w pracach [H1,H3,H4,H5] podaliśmy warunki charakteryzujące generyczną osiągalność

i linearyzowalność nieliniowych układów sterowania określonych na jednorodnych skalach

czasowych, tzn. układów z czasem ciągłym lub dyskretnym.

4.1.2 Osiągnięte wyniki

W przedłożonym cyklu publikacji badając wyżej wymienione zagadnienia otrzymano

następujące wyniki:

• sformułowano i udowodniono warunki konieczne i wystarczające generycznej osiągal-

ności nieliniowych układów sterowania określonych na jednorodnych skalach czaso-

wych (w pracach [H3,H4]); sformułowanie tych warunków było możliwe dzięki opra-

cowaniu „przygotowawczych” wyników, tj.

– w przypadku pracy [H4] rozwinięto formalizm matematyczny (między innymi

wprowadzając operatory Θ oraz θ) umożliwiający wielomianowy zapis nielinio-

wych układów sterowania z wieloma wejściami i wieloma wyjściami; następnie

pokazano, że wielomiany związane z rozważanym układem definiują ”minimal-

ną” zależność liniową zachodzącą dla wektorów z przestrzeni jednoform różnicz-

kowych, którą można jednocześnie traktować jako moduł nad pierścieniem wie-

lomianów różniczkowych;

– w przypadku pracy [H3] wprowadzono przestrzeń liniowych odwzorowań, która

jest przestrzenią dualną do przestrzeni jednoform różniczkowych; następnie w

przestrzeni tej zdefiniowano rosnący ciąg dystrybucji, które są anihilatorami od-

powiednich przestrzeni jednoform różniczkowych; umożliwiło to sformułowanie

warunku osiągalności zarówno w języku jednoform różniczkowych jak również

pól wektorowych związanych z badanym układem;

• wyznaczono rozmaitości całkowe algebry Liego pól wektorowych związanych z rozwa-

żanym układem oraz sformułowano i udowodniono warunki konieczne i wystarczające

silnej osiągalności nieliniowych układów sterowania z czasem ciągłym (w pracy [H2]);

przy czym opracowano następujące wyniki „przygotowawcze”:

– w pracy [H2] wprowadzono formalizm matematyczny bazujący na języku ide-

ałów i modułów w pierścieniu kiełków funkcji analitycznych;
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• sformułowano i udowodniono warunki konieczne i wystarczające generycznej lokalnej

linearyzowalność poprzez statyczne oraz dynamiczne sprzężenia zwrotne dla nielinio-

wych układów sterowania określonych na jednorodnych skalach czasowych (w pra-

cach [H1,H5]); dodatkowo opracowano następujące wyniki „przygotowawcze”:

– w przypadku pracy [H1] sformułowano i udowodniono warunki konieczne i wy-

starczające odwracalności nieliniowych układów sterowania określonych na jed-

norodnych skalach czasowych ze względu na to, że odwracalność układu jest

warunkiem koniecznym jego linearyzowalności poprzez dynamiczne sprzężenie

zwrotne od stanu;
– w przypadku pracy [H5] rozwinięto wprowadzony formalizm algebraiczny i udo-

wodniona, że zamiana współrzędnych oraz statyczne sprzężenie zwrotne prowa-

dzą do konstrukcji izomorficznych inwersyjnych domknięć oraz izomorficznych

przestrzeni jednoform.

4.1.3 Skale czasowe

Skalą czasową nazywamy dowolny domknięty podzbiór T zbioru liczb rzeczywistych.

Rachunek różniczkowy na skalach czasowych bazuje na pojęciu delta-pochodnej x∆ oraz

nabla-pochodnej x∇ funkcji x : T → R, które zachowują się odpowiednio jak zwykła po-

chodna x′(t) gdy T = R lub jak różnice x(t+1)−x(t) oraz x(t)−x(t−1) w przypadku T = Z.

Zarówno czas ciągły jak również dyskretny są przykładami tzw. jednorodnych skal czaso-

wych. Dodatkowo do jednorodnych skal czasowych należą zbiory T = hZ := {hk : k ∈ Z},

h > 0, w których odległość między elementami jest równa stałej dodatniej liczbie rzeczy-

wistej h. Zatem rachunek skal czasowych zapoczątkowany w rozprawie doktorskiej Stefana

Hilgera [23] pozwala na unifikację rachunku różniczkowego oraz rachunku różnicowego i

konsekwentnie na unifikację równań różniczkowych zwyczajnych oraz równań różnicowych.

W przypadku równań różnicowych opis dynamiki, która opiera się na operatorze różnicy

x(t+1)−x(t) jest często nazywany opisem “delta-domain”, patrz np. [24–30]. Takie podej-

ście jest promowane jako skuteczne narzędzie do modelowania układu dynamicznego. W po-

równaniu do modeli opartych na operatorze przesunięcia, modele z delta-pochodną (“delta-

domain”) są mniej wrażliwe na błędy przybliżeń i nie dają błędnych modeli, gdy sygnały

pobierane są z dużą częstotliwością próbkowania, patrz [31–33]. Również nabla-pochodna

jako operator różnicy x(t) − x(t − 1) uwzględniający opóźnienia w układzie znajduje za-

stosowanie, patrz np. [34–36]. Teoria układów dynamicznych na skalach czasowych, której

poświęcone są monografie M. Bohnera i A. Petersona [37, 38], jest rozwijającym sie dzia-

łem matematyki. Znajduje ona zastosowania w modelowaniu różnorodnych rzeczywistych

układów technicznych, ekonomicznych i biologicznych, które wymagają użycia równocześnie

zarówno czasu ciągłego, jak i dyskretnego, [39–41].

W teorii skal czasowych pojawiają się następujące funkcje σ : T → T oraz ρ : T →

T, zdefiniowane odpowiednio jako σ(t) := inf {s ∈ T : s > t} z inf ∅ = supT (σ(M) =

M jeśli T ma maksimum M) oraz ρ(t) := sup {s ∈ T : s < t} z sup ∅ = inf T (ρ(m) =

m, jeśli T ma minimum m). Funkcje te nazywamy odpowiednio operatorem “skoku do

przodu” (następnikiem) oraz operatorem “skoku do tyłu” (poprzednikiem). Wówczas funkcje

µ, ν : T → [0,∞) zdefiniowane jako µ(t) := σ(t) − t oraz ν(t) := t − ρ(t) nazywamy

odpowiedni funkcją ziarnistości do przodu oraz funkcją ziarnistości do tyłu. Jeżeli µ i ν
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są funkcjami stałymi, to skalę czasową nazywamy jednorodną. Jeśli supT jest skończone

i ρ(supT) < supT, to Tκ := T \ {supT} . W przeciwnym razie, Tκ := T. Dodatkowo,

jeśli inf T jest skończone i inf T < σ(inf T), to zdefiniujemy następujący zbiór: Tκ := T \

{inf T} . W przeciwnym razie, Tκ := T. Zauważmy, że dla jednorodnych skal czasowych

mamy: Tκ = Tκ = T. Delta-pochodną funkcji x : T → R w punkcie t ∈ Tκ jest liczba

rzeczywista x∆(t), taka że dla dowolnego ε > 0 istnieje otoczenie U punktu t, takie że

|(x(σ(t))− x(s))− x∆(t)(σ(t)− s)| ¬ ε|σ(t)− s| dla wszystkich s ∈ U . Mówimy, że funkcja

x jest delta-różniczkowalna na T, jeśli x∆(t) istnieje dla wszystkich t ∈ Tκ. Analogicznie

definiujemy nabla-pochodną. Nabla-pochodną funkcji x : T → R w punkcie t ∈ Tκ jest

liczba rzeczywista x∇(t), taka że dla dowolnego ε > 0 istnieje otoczenie U punktu t, takie

że |(x(ρ(t))−x(s))−x∇(t)(ρ(t)−s)| ¬ ε|ρ(t)−s| dla wszystkich s ∈ U . Mówimy, że funkcja

x jest nabla-różniczkowalna na T, jeśli x∇(t) istnieje dla wszystkich t ∈ Tκ.

W teorii układów dynamicznych na skalach czasowych do opisu układów używa sie

delta-pochodnej. Korzystając z faktu, że dla T = R x∆ = x′ równanie różniczkowe x′(t) =

f(t, x(t)) można zapisać jako x∆(t) = f(t, x(t)), zaś z faktu, że x ◦ σ = x+ µx∆ dla T = Z

równanie różnicowe x(t + 1) = f(t, x(t)) można zapisać jako x∆(t) = f(t, x(t)) − x(t).

Analogicznej unifikacji można dokonać dla układów wejście-wyjście, opisanych przez rów-

nania różniczkowe i różnicowe wyższych rzędów. W tym celu wprowadzamy pojęcie delta-

pochodnej wyższego rzędu, tzn. dla delta-różniczkowalnej funkcji y : T→ R delta-pochodną

rzędu drugiego definiujemy następująco: y[2] := (y∆)∆ o ile y∆ jest delta-różniczkowalna na

Tκ
2
:= (Tκ)κ i ma delta-pochodną y[2] : Tκ

2
→ R. Podobnie definiujemy delta-pochodne

wyższych rzędów i dla n ­ 2 mamy y[n] := (y[n−1])∆ o ile y[n−1] jest delta-różniczkowalna

na Tκ
n

:= ((Tκ
n−1
)κ i ma delta-pochodną y[n] : Tκ

n

→ R. Ponieważ y[n] = y(n) dla T = R

oraz y ◦ σn =
∑n
i=0

(
n

i

)
y[i] dla T = Z, gdzie (y ◦ σn)(t) := y(t + n), t ∈ Z, więc również

układy wejście-wyjście z czasem ciągłym i dyskretnym można opisać za pomocą równań

delta-różniczkowych wyższych rzędów. Zatem wykorzystując pojęcie delta-pochodnej ukła-

dy sterowania z czasem ciągłym oraz dyskretnym można opisać za pomocą równań delta-

różniczkowych rzędu pierwszego dla układów w przestrzeni stanów, a w przypadku układów

wejście-wyjście za pomocą równań delta-różniczkowych wyższych rzędów. Wówczas teoria

układów dynamicznych na skalach czasowych pozwala na jednolity opis pojęć i wyników

teorii równań różniczkowych i różnicowych, a skale jednorodne umożliwiają tę unifikuję.

W pracach [H1,H3,H5] badaliśmy nieliniowe układy w przestrzeni stanów zdefiniowane

przez równania delta-różniczkowe określone na jednorodnych skalach czasowych, zaś w [H4]

nieliniowe układy wejście-wyjście opisane przez delta-różniczkowe równania wyższych rzę-

dów na skalach jednorodnych. Zauważmy, że w przypadku układów dyskretnych formalizm

prezentowany w pracach [H1,H3,H4,H5] bazuje na operatorach różnicy związanych z

delta- i nabla-pochodnymi, więc prezentowane wyniki dają nowe warunki opisujące wyżej

wymienione własności rozważanych układów.

4.1.4 Formalizm algebraiczny

W przypadku nieliniowych układów sterowania zdefiniowanych na jednorodnych skalach

czasowych wprowadzony został aparat matematyczny (formalizm algebraiczny). Formalizm

ten został opisany w artykułach [H3, A12, A21, B14] i unifikuje on istniejącą teorię dla

układów z czasem ciągłym oraz dyskretnym. Kluczowym zadaniem tego formalizmu jest
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konstrukcja ciał różniczkowych związanych z danym nieliniowym układem sterowania zde-

finiowanym przez równania delta-różniczkowe na jednorodnej skali czasowej.

Ciała różniczkowe dla układów w przestrzeni stanów

Wyniki prezentowane w pracach [H1,H3,H5] bazują na formalizmie algebraicznym

wprowadzonym w [A12,A21,B14], którego kluczowym zadaniem była konstrukcja ciał róż-

niczkowych związanych z rozważanym układem. W pracach [H1,H3,H5] rozważamy nie-

liniowe układy sterowania określone na jednorodnej skali czasowej T (T = R lub T = hZ,

h > 0) postaci:

x∆(t) = f(x(t), u(t)) (1a)

y(t) = h(x(t)) , (1b)

gdzie (x(t), u(t)) ∈ X × U , X × U jest otwartym podzbiorem Rn × Rm, m ¬ n, x =

(x1, . . . , xn) jest stanem układu, u = (u1, . . . , um) jest sterowaniem (wejściem) układu, a

funkcje f : X × U → Rn oraz h : X → Y ⊂ Rp są analitycznymi funkcjami swoich

argumentów. Załóżmy, że sterowanie zastosowane do układu (1a) jest nieskończenie wiele

razy delta-różniczkowalne, tzn. u[k] istnieje dla każdego k ­ 0. Niech f̃(x, u) := x+µf(x, u).

Załóżmy, że dla badanych układów spełnione jest założenie:

Założenie 1. Załóżmy, że istnieje odwzorowanie ϕ : X ×U → Rm, takie że Φ = (f̃ , ϕ) jest

analitycznym dyfeomorfizmem ze zbioru X × U na zbiór X × U .

Założenie 1 oznacza, że z (x̄, z) =
(
f̃(x, u), ϕ(x, u)

)
= Φ(x, u) można w sposób jednoznacz-

ny wyznaczyć (x, u) jako analityczną funkcję zależną od (x̄, z). Zauważmy, że dla µ = 0

warunek ten jest zawsze spełniony gdy ϕ(x, u) = u. W przypadku µ > 0 układ (1a) można

zapisać w równoważnej postaci

xσ(t) = f̃(x(t), u(t)) . (2)

Wtedy dla z = ϕ(x, u) ∈ Rm mamy rank∂(f̃ ,ϕ)
∂(x,u)

= n+m.

W pracach [H1,H3,H5] z równaniem (1a) związane jest przemienne ciało K funk-

cji meromorficznych zależnych od skończonej liczby zmiennych ze zbioru C := {xi, i =

1, . . . , n, u
[k]
j , j = 1, . . . , m, k ­ 0}. W ciele tym definiujemy operatory σf oraz ∆f , patrz

[B14]1. Przy Założeniu 1 ciałoK z operatorem ∆f jest ciałem σf -różniczkowym. Dla µ = 0,

σf = σ−1f = id i K jest inwersyjne. Ogólnie ciało K nie jest inwersyjne, ale zawsze moż-

na je włożyć w inwersyjne σf -różniczkowe nadciało K
∗, zwane inwersyjnym domknięciem

(inversive closure, [21]) ciała K i operator σf rozszerzyć do K ∗, tak aby σf : K
∗ → K ∗

był automorfizmem. Niech ρf : K
∗ → K ∗ będzie operatorem zdefiniowanym następują-

co ρf := σ−1f . Dla µ 6= 0, K
∗ jest ciałem funkcji meromorficznych zależnych od zmien-

nych ze zbioru C ∗ = C ∪ {z{−ℓ}s , s = 1, . . . , m, ℓ ­ 1}, gdzie2 z
{−ℓ}
i = σf

(
z
{−ℓ−1}
i

)

1W pracy [B14] operatory σf oraz ∆f są oznaczone odpowiednio przez σ oraz ∆. Zmiana oznaczenia
jest związana z faktem, że w definicji tych operatorów (określonych na K ) wykorzystujemy zależność (1a)
pochodzącą z układu i w związku z tym dodaliśmy indeks „f”.
2W pracach [H1,H3,H5] używaliśmy oznaczenia z〈−l〉i zamiast z{−l}i . Oznaczenie zostało zmienione w

celu ujednolicenia notacji w autoreferacie.
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i zi = ϕi(x, u) = σf
(
z
{−1}
i

)
, [B14]. Operator ∆f spełniający uogólnioną regułę Leibni-

za ∆f (FG) = ∆f (F )G + σf (F )∆f(G), F,G ∈ K , można rozszerzyć do K ∗ i wówczas

jest on σf -różniczkowaniem w ciele K ∗. Dodatkowo w ciele K ∗ można wprowadzić ope-

rator ∇f (patrz na przykład [H3, A12]) który także spełnia uogólnioną regułę Leibniza

∇f (FG) = ∇f(F )G + ρf (F )∇f(G), F,G ∈ K
∗, więc jest on “ρf -różniczkowaniem”, a za-

tem w przemiennym ciele K ∗ mamy ρf -różniczkowanie. Wówczas K ∗ jest również ciałem

ρf -różniczkowym.

W pracach [H1,H3,H5] wprowadzona została przestrzeń jednoform różniczkowych E :=

spanK ∗ {dζi, ζi ∈ C ∗}, w której zdefiniowaliśmy operatory: automorfizmy σf : E → E i

ρf := σ−1f : E → E oraz związane z σf - i ρf -różniczkowaniem operatory ∆f : E → E

i ∇f : E → E . Ponadto zdefiniowaliśmy operator różniczkowania d : K ∗ → E , który

funkcjom z ciała przyporządkowuje jednoformy dokładne.

Nad otrzymanym ciałem różniczkowym K ∗ funkcji meromorficznych w pracach [H1,

H3,H5] zdefiniowaliśmy podprzestrzenie w przestrzeni jednoform różniczkowych, które wy-

korzystaliśmy do podania warunków generycznej osiągalności oraz linearyzowalności (po-

przez sprzężenie zwrotne zależne od stanu) rozważanych układów. Warunki te zostaną za-

prezentowane w dalszej części autoreferatu w rozdziałach 4.1.5, 4.1.6 oraz 4.1.7. Przy czym

w pracach [H1,H2,H3,H5] używaliśmy notacji C, K, A i E zamiast C , K , A i E . Zmiana

oznaczeń w autoreferacie związana jest z tym, że symbole C, K, A i E zostały użyte poniżej

w formalizmie matematycznym dla układów wejście-wyjście.

Ciała różniczkowe dla układów wejście-wyjście

Ze względu na to, że układy sterowania można opisywać również za pomocą równań,

w których występują tylko wejścia i wyjścia, więc w pracy [H4] omówiliśmy formalizm al-

gebraiczny dla układów wejście-wyjście. Formalizm ten jest uogólnieniem formalizmu pre-

zentowanego w pracach [A27,A32,C16,C20] na przypadek układów z wieloma wejściami i

wieloma wyjściami. W pracy [H4] po raz pierwszy podaliśmy własności oraz zależności mię-

dzy wprowadzonymi pierścieniami/ciałami różniczkowymi oraz pierścieniami wielomianów

czy przestrzeniami liniowymi nad otrzymanym ciałem różniczkowym.

Analogicznie jak dla układów w przestrzeni stanów załóżmy, że skala czasowa T jest

jednorodna, tzn. T = R lub T = hZ, h > 0. Dla funkcji ψ : T→ R oraz ι 6 k wprowadźmy

następującą notację ψ[ι..k] :=
(
ψ[ι], . . . , ψ[k]

)
. Niech yi : T → R, i = 1, . . . , p, oraz uj : T →

R, j = 1, . . . , m, będą funkcjami nieskończenie wiele razy delta-różniczkowalnymi.

Rozpatrzmy nieliniowy układ Σ z wieloma wejściami i wieloma wyjściami (układ MIMO)

opisany przez następujący zbiór delta-różniczkowych równań wejście-wyjście na jednorodnej

skali czasowej:

y
[ni]
i = φi

(
y
[0..ni1]
1 , . . . , y[0..nip]p , u

[0..si1]
1 , . . . , u[0..sim]m

)
, (3)

gdzie i = 1, . . . , p. Załóżmy, że funkcje φi, i = 1, . . . , p, są rzeczywistymi funkcjami anali-

tycznymi swoich argumentów. Dla i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , p, k = 1, . . . , m, załóżmy, że

0 6 n1 6 n2 6 . . . 6 np , (4a)
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



nij < nj ,

nij < ni, for j 6 i,

nij 6 ni, for j > i,

(4b)

sik < ni . (4c)

Niech n := n1 + . . . + np. Warunki (4) oznaczają, że równania (3) są w postaci będącej

rozszerzeniem kanonicznego macierzowego zapisu ułamkowego wprowadzonego w [42] dla

układów z czasem ciągłym. Dla układów w postaci (3) możliwe jest wprowadzenie różnicz-

kowania skośnego w ciele związanym z układem sterowania.

Niech s := max16ℓ6p, 16k6m sℓk, z :=
(
y
[0..n1−1]
1 , . . . , y[0..np−1]p , u

[0..s]
1 , . . . , u[0..s]m

)
∈ Rn+m(s+1)

i fe(z, v) := [z2, . . . , zn1, φ1(z), . . . , zn−np+2, . . . , zn, φp(z), zn+2, . . . , zn+s+1, v1, zn+s+3, . . . ,

zn+2(s+1), v2, zn+2s+4, . . . , vm−1, zn+(m−1)s+m+1, . . . , zn+m(s+1), vm]
T . Ponieważ φi, i = 1, . . . , p,

są funkcjami analitycznymi, więc dla (z, v) ∈ U , gdzie U jest otwartym podzbiorem

Rn+m(s+1)×Rm, m 6 n, odwzorowanie fe : U → Rn+m(s+1) jest analityczne. Układy badane

w pracy [H4] spełniają następujące założenie:

Założenie 2. Niech f̃(z, v) := z+µfe(z, v) i załóżmy, że istnieje odwzorowanie g : U → Rm,

takie że Ψ = (f̃ , g) jest analitycznym dyfeomorfizmem z U na Ψ(U).

Założenie 2 oznacza, że z zależności (z̄, w) =
(
f̃(z, v), g(z, v)

)
= Ψ(z, v) można jednoznacz-

nie wyznaczyć (z, v) jako analityczną funkcję zależną od (z, w).

W pracy [H4] wprowadziliśmy pierścienie A oraz R, które zostały użyte do konstrukcji

ciała K (K jest ciałem ułamków pierścienia R). Elementy z ciała K są funkcjami me-

romorficznymi zależnymi od skończonej liczby zmiennych (niezależnych) ze zbioru C :=

{yi, y
[1]
i , . . . , y

[ni−1]
i , i = 1, . . . , p, u

[l]
k , k = 1, . . . , m, l > 0}. Założenie 2 gwarantuje, że σΦ jest

monomorfizmem i jest dobrze określone na ciele K. W ciele K można zdefiniować operatory

σΦ i ∆Φ, takie że ∆Φ spełnia uogólnioną regułę Leibniza: ∆Φ(ϕψ) = ∆Φ(ϕ)ψ+σΦ(ϕ)∆Φ(ψ),

dla ϕ, ψ ∈ K, więc ∆Φ, więc jest różniczkowaniem skośnym lub σΦ-różniczkowaniem, [21].

Wówczas ciało K wyposażone w operator ∆Φ jest ciałem σΦ-różniczkowym. Dla µ = 0,

σΦ = σ−1Φ = id, więc ciało K jest inwersyjne. Ogólnie ciało K nie jest inwersyjne, ale

zawsze można je włożyć w inwersyjne σΦ-różniczkowe nadciało K
∗, zwane inwersyjnym do-

mknięciem ciała K, [21]. Ponieważ σΦ jest iniektywnym endomorfizmem, więc można go

rozszerzyć do K∗, tak aby σΦ : K
∗ → K∗ było automorfizmem. Dla µ 6= 0 nadciało K∗

składa się z funkcji meromorficznych zależnych od skończonej liczby zmiennych ze zbio-

ru C∗ := C ∪ {w{−ℓ}s , s = 1, . . . , m, ℓ > 1}, gdzie w
{−k}
i = σΦ

(
w
{−k−1}
i

)
dla k > 1, i

wi = gi(z, v) = σΦ
(
w
{−1}
i

)
, patrz [A21, B14]. Zauważmy, że w pracy [B14] zakładaliśmy

submersyjność odwzorowania f̃ . Wtedy podany formalizm umożliwiał badanie układów lo-

kalnie w otoczeniach punktów, w których spełniony jest warunek submersyjności. Mocniej-

sze założenie (Założenie 1 dla układów w przestrzeni stanów, czy Założenie 2 dla układów

wejście-wyjście) pojawiające się między innymi w [A21] oraz w pracach [H1,H3,H4,H5]

umożliwia badanie układów na zbiorach otwartych i gęstych, a zatem otrzymujemy gene-

ryczne własności układów. W przypadku ciał nieinwersyjnych wprowadzamy nową zmienną

w := (w1, . . . , wm), taką że σ
−1
Φ (z, v) = ψ

(
z, w{−1}

)
, gdzie ψ jest pewną funkcją wektorową

wyznaczoną przez f̃ i w = g(z, v). Mimo, że wybór zmiennej w nie jest jednoznaczny, to
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wszystkie możliwe wybory prowadzą do rozszerzeń ciała, które są izomorficzne. Wtedy ope-

rator ∆Φ można rozszerzyć do nowej zmiennej następująco: ∆Φ
(
w{−ℓ}

)
:= w{−ℓ+1}−w{−ℓ}

µ
,

l > 1, a następnie do ciała K∗, tak aby był on σΦ-różniczkowaniem w K
∗. Zatem otrzyma-

liśmy: C∗ = C, jeżeli µ = 0 oraz C∗ = C ∪ {w{−ℓ}| ℓ > 1}, gdy µ 6= 0.

W pracy [H4] wprowadzone zostały następujące przestrzenie jednoform różniczkowych:

E := spanK∗{dζi, ζi∈ C} oraz E
∗ := spanK∗ {dζi, ζi ∈ C

∗}, które umożliwiły wielomianowy

opis układów wejście-wyjście określonych na jednorodnych skalach czasowych. Analogicznie

jak dla układów w przestrzeni stanów w powyższych przestrzeniach zdefiniowaliśmy ope-

ratory σΦ i ∆Φ oraz operator różniczkowania d, który funkcjom z ciała przyporządkowuje

jednoformy dokładne.

Wielomianowy opis układów wejście-wyjście

W pracy [H4] omówiliśmy zależności między skośnymi wielomianami różniczkowymi a

jednoformami różniczkowymi. Szczegółowo opisaliśmy sposób otrzymania macierzy wielo-

mianowych związanych z danym układem wejście-wyjście. Zauważmy, że σΦ-różniczkowe

nadciało K∗ (σΦ-różniczkowe ciało K) i operatory σΦ oraz ∆Φ indukują nieprzemienny

pierścień lewych wielomianów różniczkowych oznaczany przez K∗[z; σΦ,∆Φ] (K[z; σΦ,∆Φ]).

Lewy wielomian różniczkowy jednoznacznie zapisujemy w postaci: a(z) =
∑n
i=0 αiz

n−i,

αi ∈ K
∗ (αi ∈ K), gdzie z jest zmienną. Dla funkcji α ∈ K

∗ mnożenie definiujemy na-

stępująco: z · α := ασΦz + α∆Φ . Regułę tę można rozszerzyć do mnożenia jednomianów

(αzn) · (βzm) = (αzn−1) ·
(
βσΦzm+1 + β∆Φzm

)
. Ponieważ σΦ jest automorfizmem K

∗, więc

K∗[z; σΦ,∆Φ] jest pierścieniem Orego, [43].

Dla układów wejście-wyjście badanych w pracy [H4] zdefiniowaliśmy nad ciałem K∗

przestrzeń H := spanK∗{dy
[ji]
i , du

[l]
k , i = 1, . . . , p, ji = 0, . . . , ni − 1, k = 1, . . . , m, l =

0, . . . , s} oraz jej podprzestrzeń H∞

H∞ :=
{
ω ∈ H : ∆ℓΦ(ω) ∈ H, ℓ > 0

}
. (5)

Zauważmy, że H∞ jest największą poprzestrzenią przestrzeni H niezmienniczą względem

σΦ-różniczkowania ∆Φ. Podprzestrzeń H∞ przestrzeni jednoform różniczkowych E została

wykorzystana w dowodzie twierdzenia związanego z warunkami (generycznej) osiągalności

rozważanych układów wejście-wyjście.

Jeżeli jednoformy tworzące bazę H∞ są liniowo niezależne w każdym punkcie z ∈ Z ⊂

Rn+m(s+1), wtedy powiemy, że H∞ ma stały rząd. Załóżmy, że H∞ ma stały rząd (stały rząd

H∞ można zawsze otrzymać poprzez ograniczenie się do pewnego otwartego podzbioru Z

zbioru Rn+m(s+1)). W pracy [H4] pokazaliśmy, że jeżeli tylko H∞ ma stały rząd, to jest

ona lokalnie całkowalna (patrz [H4, Proposition 4]), tzn. w pewnym otoczeniu każdego

punktu istnieją dokładne jednoformy tworzące bazę przestrzeni H∞ po ograniczeniu się

do tego otoczenia. W dowodzie lokalnej całkowalności przestrzeni H∞, która ma stały rząd

wykorzystaliśmy pojęcie i własności przestrzeni dualnej E ′ do przestrzeni E∗, tzn. przestrzeni

odwzorowań liniowych z E∗ do K∗.

Ponadto w pracy [H4] pokazaliśmy, że przestrzeń E jest jednocześnie lewym modułem

nad pierścieniem K∗[z; σΦ,∆Φ]. Wtedy bazując na tym, że każdą jednoformę z E można zapi-

sać za pomocą wielomianów z pierścienia K∗[z; σΦ,∆Φ] oraz jednoform dyi, i = 1, . . . , p, duk,
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k = 1, . . . , m, otrzymaliśmy następujące zależności3 między jednomianami z K[z; σΦ,∆Φ],

elementami lewego modułu E oraz wektorami ze zbioru dC := {dζi, ζi ∈ C}:

zjdyi = dy
[j]
i , z

lduk = du
[l]
k ,

dla i = 1, . . . , p, k = 1, . . . , m, j, l > 0. Zauważmy, że po linearyzacji równań (3) związanej z

obustronnym zróżniczkowaniem operatorem d funkcji definiujących układ (3) otrzymujemy:

P (z)dy −Q(z)du = 0, (6)

gdzie P = (pij) i Q = (qik) są odpowiednio p × p i p × m-wymiarowymi macierzami

wielomianowymi, których elementy pij, qik należą do pierścienia K
∗[z; σΦ,∆Φ] i

pij(z) =






zni −
ni−1∑

s=0

∂φi

∂y
[s]
i

zs, i = j

−
nij∑

s=0

∂φi

∂y
[s]
j

zs, i 6= j

, qik(z) =
sik∑

l=0

∂φi

∂u
[l]
k

zl,

oraz dy = (dy1, . . . , dyp)
T, du = (du1, . . . , dum)

T. Ponieważ funkcje φi, i = 1, . . . , p, należą

do ciała K, więc pij , qik ∈ K[z; σΦ,∆Φ]. Zatem zbiór równań postaci (3) możemy opisać za

pomocą elementów lewego modułu E .

Wykorzystując fakt, że E można traktować zarówno jako lewy moduł nad pierścieniem

K∗[z; σΦ,∆Φ] oraz jako liniową przestrzeń wektorową nad ciałem K
∗, pokazaliśmy, że prze-

strzeń H∞ jest podmodułem i podprzestrzenią wektorową przestrzeni E , patrz [H4, Propo-

sition 6, Theorem 3.1]. Ponadto udowodniliśmy, że (6) jest „minimalną” zależnością liniową

zachodzącą dla wektorów ze zbioru dC, patrz [H4, Lemma 3.2]. W przypadku, gdy macierze

P i Q nie są względnie pierwsze i mają wspólny lewy dzielnik (będący macierzą nieodwra-

calną), pokazaliśmy, że generatory H∞ można wskazać na podstawie opisu wielomianowego

rozważanego układu, patrz [H4, Theorem 3.4, Corollary 1].

4.1.5 Osiągalność układów wejście-wyjście

W celu zdefiniowania generycznej osiągalności układów sterowania na jednorodnej ska-

li czasowej podobnie jak w monografii [6] podamy definicję elementów autonomicznych

(zmiennych autonomicznych) wprowadzonych przez J. F. Pommaret [44]. W pracy [H4]

używaliśmy pojęcia osiągalności zamiast „generycznej osiągalności”, ale w rzeczywistości

badaliśmy osiągalność na zbiorach otwartych i gęstych przestrzeni stanów. W związku z

tym, będę używała określenia (generycznej) osiągalności. W przypadku układów z wieloma

wejściami i wieloma wyjściami definicja elementów autonomicznych została zmodyfikowana,

aby zagwarantować pewną niezależność równań opisujących zależności między elementami

autonomicznymi. Konieczność modyfikacji definicji została zilustrowana na przykładzie,

patrz [H4, Example 4.3]. W związku z tym w pracy [H4] podaliśmy następującą definicję

układu elementów autonomicznych:

3We wcześniejszych naszych pracach, między innymi w pracy [A32] oraz artykułach konferencyjnych
[C15,C20], zależności te były przyjmowane za definicje.
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Definicja 4.1 (Definition 4.1. w [H4]). Niech ψ1, . . . , ψk, 1 6 k 6 p, będą funkcjami

z ciała K ograniczonymi do pewnych otwartych podzbiorów przestrzeni RN , gdzie N jest

liczbą zmiennych, od których zależą funkcje ψ1, . . . , ψk, ψ
[ℓ]
i := ∆

ℓ
Φ(ψi) dla ℓ ­ 1, oraz

niech różniczki dψ1, . . . , dψk będą liniowo niezależne nad ciałem K
∗. Wtedy funkcje ψ :=

(ψ1, . . . , ψk) nazywamy układem elementów autonomicznych układu Σ postaci (3) jeżeli

istnieją liczba całkowita ς > 1 oraz niezerowa funkcja F = (F1, . . . , Fk) analityczna (na

otwartym podzbiorze zbioru Rη, gdzie η 6 (ς + 1)k), taka że F
(
ψ, ψ[1], . . . , ψ[ς]

)
= 0 oraz

rankK∗
∂F

∂(ψ
[ς1]
1 ,...,ψ

[ςk]

k
)
= k , gdzie funkcja Fi zależy od

(
ψ1, . . . , ψ

[ςi1]
1 , . . . , ψk, . . . , ψ

[ςik]
k

)
, i =

1, . . . , k, ςj := max16i6k ςij i ς := max16j6k ςj.

Używając pojęcia układu elementów autonomicznych możemy zdefiniować (generyczną)

osiągalność nieliniowego układu (3).

Definicja 4.2 (Definition 4.2. w [H4]). Układ sterowania postaci (3) nazywamy (gene-

rycznie) osiągalnym jeżeli nie posiada on układu elementów autonomicznych z ciała K. W

przeciwnym przypadku układ (3) nazywamy nieosiągalnym.

Głównym wynikiem pracy [H4] jest sformułowanie i udowodnienie warunku koniecz-

nego i wystarczającego (generycznej) osiągalności rozważanych układów wejście-wyjście.

Poniższe twierdzenie zawarte w pracy [H4] podaje ten warunek:

Twierdzenie 4.3 (Theorem 4.5 w [H4]). Układ sterowania (3) jest (generycznie) osiągalny

wtedy i tylko wtedy, gdy macierze P i Q (podane w (6), związane z układem (3)) są względnie

lewo pierwsze.

Dodatkowo, z dowodu Twierdzenia 4.3 oraz wyników prezentowanych w pracy [H4]

(patrz [H4, Proposition 6, Theorem 3.1, Theorem 3.4, Corollaries 1 and 2]) wynika, że

(generyczną) osiągalność można scharakteryzować za pomocą H∞, mianowicie

Wniosek 4.1. Układ sterowania (3) jest (generycznie) osiągalny wtedy i tylko wtedy, gdy

H∞ = {0}.

Twierdzenie 4.3 jest rozszerzeniem wyników pracy [A32] na układy z wieloma wejściami i

wieloma wyjściami. W pracach [A31] i [A32] własność (generycznej) osiągalności układów z

jednym wejściem i jednym wyjściem nazywana jest nieredukowalnością układu. Analogicznie

Wniosek 4.1 został udowodniony dla układów z jednym wejściem i jednym wyjściem, ale

zamiast osiągalności używaliśmy pojęcia nieredukowalności, patrz [A31, Theorem 3.2].

Z problemem osiągalności (nieredukowalności) układów związana jest ich równo-

ważność. W przypadku układów z jednym wejściem i jednym wyjściem ich równoważność

można zdefiniować bazując na nierozkładalnej formie różniczkowej związanej z układami

równoważnymi, patrz np. [A32]. Definicja układów równoważnych zaproponowana w [A32]

nie może jednak być zastosowana do układów z wieloma wejściami i wieloma wyjściami,

ale w tym przypadku tę własność można zdefiniować uogólniając pojęcie równoważności w

sensie transmitancji znanej z teorii układów liniowych, co zostało zrobione w pracy [H4].

Dodatkowo w pracy [H4] podaliśmy algorytm sprawdzający (generyczną) osiągalność oraz

znajdujący podukład (generycznie) osiągalny w przypadku układów nieosiągalnych. Wyniki

otrzymane w [H4] zostały zilustrowane przykładami.
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4.1.6 Osiągalność układów w przestrzeni stanów

Zauważmy, że osiągalność jest pewnym rodzajem sterowalności i jest jedną z podstawo-

wych własności układów sterowania, którą można algebraicznie scharakteryzować za pomo-

cą zdefiniowanego poniżej pojęcia elementu autonomicznego (zmiennej autonomicznej) [44].

Ponieważ nieredukowalne realizowalne układy wejście-wyjście posiadają osiągalną realizację

(patrz np. [6,45,A31]), więc biorąc pod uwagę to, że nie wszystkie równania wejście-wyjście

są realizowalne w przestrzeni stanów postanowiliśmy w pracach [H3,H4] użyć pojęcia osią-

galności, które będzie charakteryzowało zarówno układy opisane przez równania wejście-

wyjście, jak również układy zdefiniowane przez równania w przestrzeni stanów. Biorąc pod

uwagę to, że definicja osiągalności bazująca na elementach autonomicznych nie jest zwią-

zana z opisem układu, ale możną ją zastosować zarówno do układów wejście-wyjście jak

również do układów zdefiniowanych w przestrzeni stanów, w pracy [H3] podaliśmy nastę-

pującą definicję elementu autonomicznego dla układu (1a):

Definicja 4.4 (Definition 9 w [H3]). Niestałą funkcję ϕ ∈ K , która jest ograniczona do

otwartego zbioru, nazywamy elementem autonomicznym dla układu sterowania postaci (1a)

jeżeli istnieje liczba naturalna κ > 1 i niestała analityczna (na pewnym otwartym podzbiorze

zbioru Rη, gdzie η 6 κ + 1) funkcja F , taka że F
(
ϕ,∆f(ϕ), . . . ,∆

κ
f (ϕ)

)
= 0 oraz ∂F

∂∆κ
f
(ϕ)
6≡

0 .

Następnie podobnie jak w przypadku układów wejście-wyjście układ sterowania postaci (1a)

nazywamy generycznie osiągalnym jeżeli nie posiada on żadnego elementu autonomicznego,

patrz [H3, Definition 10]. Zauważmy, że generyczna osiągalność jest równoważna temu, że

zbiór stanów osiągalnych4 z każdego punktu ma niepuste wnętrze, patrz [6] w przypadku

układów z czasem ciągłym oraz [8, 10] w przypadku układów z czasem dyskretnym.

Głównym wynikiem pracy [H3] było podanie warunków generycznej osiągalności ukła-

dów w przestrzeni stanów. W tym celu zdefiniowane zostały następujące podprzestrzenie

H0 := spanK ∗{dx, du} , Hk+1 := {ω ∈Hk : ∆f (ω) ∈Hk}, k > 0, (7)

w przestrzeni jednoform różniczkowych E nad otrzymanym ciałem różniczkowym funkcji

meromorficznych K
∗ oraz dystrybucje, które anihilują te podprzestrzenie. Własności pod-

przestrzeni Hk, k ­ 0, przestrzeni E zostały zbadane miedzy innymi w [H5]. Na przykład

pokazaliśmy, że istnieje liczba naturalna 0 < k∗ 6 n, taka że dla 0 6 k 6 k∗, Hk+1  Hk

i Hk∗+1 =Hℓ, ℓ > k∗, patrz [H5, Proposition 3]. Korzystając z tego faktu zdefiniowaliśmy

następującą przestrzeń H∞ :=Hk∗+1, którą można wyznaczyć następująco:

H∞ = {ω ∈H1 : ∆
ℓ
f (ω) ∈ H1, ℓ > 0} , (8)

gdzie ∆kf jest k-krotnym złożeniem operatora ∆f . Z konstrukcjiH∞ wynika, że jest ona naj-

większą podprzestrzenią przestrzeniH1, która jest niezmiennicza względem σf -różniczkowania

∆f , patrz [H5, Proposition 4].

Zauważmy, że przestrzenieHk, k ­ 0, nie są kodystrybucjami w sensie znanej z geometrii

różniczkowej definicji kodystrybucji. Aby skojarzyćHk z kodystrybucją na S ⊂ R
N , N ∈ N,

4Zbiorem stanów osiągalnych z punktu x0 ∈ X nazywamy zbiór wszystkich punktów, do których można
dotrzeć w skończonym czasie z punktu x0.
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punktowi p ∈ S przyporządkowujemy podprzestrzeń liniową Hp := Hk(p) ⊂ T ∗pR
M (gdzie

M ∈ N) rozpiętą przez ω(p) , gdzie jednoforma ω ∈ Hk jest dobrze określona w p. Wtedy

odwzorowanie H : S ∋ p 7→ Hp jest kodystrybucją na S. Zauważmy, że zbiór S jest

podzbiorem zbioru X × U × R(ι+κ)m, na którym jednoformy generujące przestrzeń Hk,

k = 2, . . . , k∗ + 1, nad ciałem K∗ są dobrze określone i są liniowo niezależne w każdym

punkcie, gdzie ι i κ są pewnymi liczbami naturalnymi. Jeżeli jednoformy, które tworzą bazę

przestrzeniHk, k > 0, są niezależne w każdym punkcie (x, u, u[1], . . . , u[ι], z{−1}, . . . , z{−κ}) ∈

S, wtedy mówimy, żeHk ma stały rząd, tzn.Hk definiuje kodystrybucję stałego wymiaru na

zbiorze S. Zauważmy, że redukując zbiór S zawsze możemy otrzymać stały rządHk. Przez

redukcję zbioru rozumiemy usunięcie z RN wszystkich punktów, w których jednoformy nie

są określone lub są liniowo zależne. Korzystając z faktu, że H∞ jest lokalnie całkowalna,

tzn. kodystrybucja związana z Hk jest lokalnie całkowalna, w pracy [H3] udowodniliśmy,

że jeżeli tylko H∞ ma stały rząd, to warunek H∞ 6= {0} jest równoważny temu, że dla

każdego x ∈ X istnieje otoczenie V punktu x oraz niestała funkcja ϕ : V → R, taka że

dϕ ∈H∞, patrz [H3, Proposition 4].

Jednym z wyników pracy [H3] jest konstrukcja dystrybucji anihilujących Hk. Niech

E
′ będzie przestrzenią dualną do E , tzn. przestrzenią odwzorowań liniowych z E do K

∗.

Elementy E ′ nazywamy polami wektorowymi i mają one postać

X =
∑

ℓ­1

m∑

s=1

X
z
{−ℓ}
s

∂

∂z
{−ℓ}
s

+
n∑

i=1

Xxi

∂

∂xi
+
∑

k­0

m∑

j=1

X
u
[k]
j

∂

∂u
[k]
j

, (9)

gdzieX
z
{−ℓ}
s

, Xxi, Xu
[k]
j

∈ K ∗. W pracy [H3] zdefiniowaliśmy operatory ∆f i∇f w przestrze-

ni E ′ i podaliśmy ich własności. Podobnie jak w przypadku przestrzeni jednoform E operato-

ry ∆f i ∇f w przestrzeni dualnej E
′ spełniają uogólnioną regułę Leibniza, patrz [A12,A32].

Oznaczmy przez X podprzestrzeń przestrzeni E ′ rozpiętą nad ciałem K∗ przez ∂/∂xi,

przez U podprzestrzeń zawierającą pola wektorowe X postaci (9) dla których Xxi = 0

oraz X
z
{−ℓ}
s
= 0, zaś przez Z podprzestrzeń zawierającą pola wektorowe X postaci (9) dla

których Xxi = 0 oraz Xu
[k]
j

= 0. Wtedy E ′ = X ⊕U⊕ Z. Rzutem pola wektorowego (9) na

X, oznaczanym przez Xπ, jest pole wektorowe Xπ =
∑n
i=1Xxi

∂
∂xi

. Zdefiniujmy następujący

ciąg niemalejących dystrybucji D1 ⊆ . . . ⊆ Dk̃−1 ⊆ Dk̃ = Dk̃+1 =: D∞ ⊆ X, gdzie

Dk := spanK∗






(
∂

∂u

)∇l
f
π

, l = 1, . . . , k




 . (10)

Do głównych wyników pracy [H3] należą następujące fakty, które umożliwiają badanie

generycznej osiągalności układów w przestrzeni stanów:

Twierdzenie 4.5 (Theorem 13 w [H3]). Układ postaci (1a) jest generycznie osiągalny

wtedy i tylko wtedy gdy H∞ = {0}.

Wniosek 4.2 (Corollary 14 w [H3]). Układ postaci (1a) jest generycznie osiągalny wtedy

i tylko wtedy gdy dimD∞ = n.

Wniosek 4.3 (Corollary 15 w [H3]). Jeżeli układ postaci (1a) nie jest generycznie osiągal-

ny, to wtedy jednoforma dϕ odpowiadająca elementowi autonomicznemu ϕ jest niezmien-

nicza względem wszystkich pól wektorowych (∂/∂u)∇
l
f
π, l ­ 0, tzn.

〈
dϕ, (∂/∂u)∇

l
f
π
〉
≡ 0 .
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Zatem w pracy [H3] podane zostały warunki na generyczną osiągalność nieliniowych

układów sterowania określonych w przestrzeni stanów. Pokazaliśmy, że rozważane podprze-

strzenie w przestrzeni jednoform różniczkowych można traktować jako kodystrybucje na

pewnych zbiorach, wówczas w przestrzeni dualnej można rozważać dystrybucje. Pozwoli-

ło to na sformułowanie warunków generycznej osiągalności zarówno w języku jednoform

różniczkowych jak również w języku pól wektorowych. Zauważmy, że wyniki prezentowane

w [H3] są rozszerzeniem faktów prezentowanych w monografii [6, Theorem 3.17] na ukła-

dy określone na jednorodnych skalach czasowych. Ponieważ delta-pochodna dla układów z

czasem ciągłym odpowiada pochodnej po czasie, więc wcześniejsze fakty podane w [6] wy-

nikają z naszych wyników, gdyż czas ciągły jest szczególnym przypadkiem jednorodnej skali

czasowej. W przypadku modeli dyskretnych prezentowany przez nas formalizm opiera się na

operatorze różnicy, a nie na operatorze przesunięcia, więc dla układów z czasem dyskretnym

prezentowane wyniki są nowe i nie pokrywają się z faktami zawartymi w pracy [10].

Reasumując, w pracy [H3] podaliśmy dwa alternatywne warunki konieczne i wystarcza-

jące generycznej osiągalności układu. Warunek, sformułowany w postaci delta-pochodnych

jednoform, prowadzi do prostych obliczeń, ale nie pomaga on w znalezieniu punktów, w

których układ nie jest osiągalny. Drugi warunek wykorzystujący nabla-pochodne pól wek-

torowych jest trudniejszy rachunkowo, ale pozwala on wskazać punkty osobliwe, w których

układ nie posiada własności osiągalności. Znalezienie takich punktów jest ważne, ponie-

waż oba warunki sprawdzają tylko generyczną osiągalność, która zachodzi prawie wszędzie,

z wyjątkiem niektórych punktów osobliwych, więc pojawia się pytanie jak wygląda zbiór

otwarty i gęsty na którym zachodzi własność osiągalności. Wyniki otrzymane w pracy [H3]

zostały zilustrowane na przykładzie.

4.1.7 Linearyzowalność poprzez sprzężenie zwrotne od stanu

Innym problemem pojawiającym się w matematycznej teorii sterowania jest linearyza-

cja układów sterowania w przestrzeni stanów poprzez statyczne oraz dynamiczne sprzęże-

nia zwrotne. W pracy [H5] pokazaliśmy, że zamiana współrzędnych przestrzeni stanów w

prezentowanym formalizmie algebraicznym (rozdział 4.1.4) prowadzi do inwersyjnego do-

mknięcia, które jest izomorficzne z inwersyjnym domknięciem K ∗ związanym z oryginalny-

mi współrzędnymi stanu układu. Ponadto podaliśmy postać baz podprzestrzeni Hk, k > 0,

patrz [H5, Theorem 1] oraz omówiliśmy ich własności (patrz np. [H5, Corollary 2,Pro-

position 8]), które zostały wykorzystane do zbadania problemu linearyzowalności poprzez

sprzężenie zwrotne od stanu badanych układów. W pracy [H5] podany został algorytm

wyznaczania baz podprzestrzeni Hk, k ­ 2.

W pracach [H5] oraz [H1] ciąg podprzestrzeni (Hk)k>0 spełnia następujące założenie:

Założenie 3. Załóżmy, żeH∞ = {0} oraz dla każdego (x, u, u
[1], . . . , u[ι], z{−1}, . . . , z{−κ}) ∈

S jednoformy∆jf (ωi), 1 6 i 6 k∗, 0 6 j 6 ri−1 w punkcie (x, u, u
[1], . . . , u[ι], z{−1}, . . . , z{−κ})

są liniowo niezależne nad R.

Zauważmy, że przy Założeniu 3 wszystkie przestrzenie Hk, k > 2, definiują kodystry-

bucje stałego wymiaru na S (w sensie podanym na stronie 15 autoreferatu). W pracy [H5]

zbadany został problem linearyzowalności układów sterowania określonych na jednorodnych
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skalach czasowych poprzez statyczne sprzężenia zwrotne zależne od stanu. Wprowadziliśmy

następujące definicje:

Definicja 4.6 (Definition 3 w [H5]). Układ Σ postaci (1a) nazywamy linearyzowalnym po-

przez statyczne sprzężenie zwrotne zależne od stanu jeżeli istnieje analityczny dyfeomorfizm

X ∋ x 7→ x̂ = ξ(x) ∈ X̂ postaci i statyczne sprzężenie zwrotne od stanu X × V ∋ (x, v) 7→

u = φ (x, v) ∈ U , takie że ϑ : (X ,V) ∋ (x, v) 7→ (x, φ(x, v)) ∈ (X ,U) jest analitycznym

dyfeomorfizmem i w nowych współrzędnych mamy

x̂∆(t) = A · x̂(t) +B · v(t) , (11)

gdzie para (A,B) jest sterowalna, tzn. rank
[
B AB . . . An−1B

]
= n.

Zmienne (x̂, v) układu (11) należą do pewnego otwartego podzbioru zbioru Rn × Rm.

Definicja 4.7 (Definition 4 w [H5]). Układ Σ postaci (1a) nazywamy generycznie lokalnie

linearyzowalnym przez statyczne sprzężenie zwrotne zależne od stanu, jeżeli istnieje otwarty

i gęsty podzbiór T zbioru X ×U , taki że dla każdego (x̄, ū) ∈ T istnieje otoczenie V punktu

(x̄, ū) zawarte w X × U , takie że układ Σ ograniczony do V jest linearyzowalny poprzez

statyczne sprzężenie zwrotne zależne od stanu.

W pracy [H5] sformułowaliśmy i udowodniliśmy następujący warunek konieczny gene-

rycznej lokalnej linearyzowalności:

Stwierdzenie 4.1 (Proposition 9 w [H5]). Jeżeli układ (1a) jest generycznie lokalnie li-

nearyzowalny poprzez regularne statyczne sprzężenie zwrotne zależne od stanu, to wtedy

H∞ = {0}.

Zauważmy, że warunek H∞ = {0} jest równoważny temu, że układ (1a) posiada wła-

sność generycznej osiągalności, patrz Twierdzenie 4.5 (w [H3, Theorem 13]).

Głównym wynikiem pracy [H5] jest podanie warunku koniecznego i wystarczającego

generycznej lokalnej linearyzacji poprzez statyczne sprzężenie zwrotne zależne od stanu

układów opisanych przez delta-różniczkowe równania określone na skalach jednorodnych.

Warunek ten podaliśmy w następującym twierdzeniu:

Twierdzenie 4.8 (Theorem 2 w [H5]). Załóżmy, że zachodzi Założenie 3. Wtedy układ

(1a) jest generycznie lokalnie linearyzowalny przez poprzez statyczne sprzężenie zwrotne od

stanu wtedy i tylko wtedy, gdy przestrzenie Hk, 1 6 k 6 k∗, są lokalnie całkowalne.

Zauważmy , że dla układów z czasem ciągłym Twierdzenie 4.8 odpowiada Twierdzeniu

9.1 (Theorem 9.1) w [49], które charakteryzuje własność generycznej lokalnej linearyzowal-

ności w języku jednoform różniczkowych i jest ono równoważne charakteryzacji podanej

w artykułach [15, 16] opartych na dystrybucjach i polach wektorowych związanych z ukła-

dem. Dla układów z czasem dyskretnym Twierdzenie 4.8 daje nowy warunek na generyczną

lokalną linearyzowalność, w którym użyto operatora różnicy zamiast przesunięcia [10].

W przypadku układów sterowania określonych na jednorodnych skalach czasowych, któ-

re nie są generycznie lokalnie linearyzowalne poprzez statyczne sprzężenie zwrotne zależne

od stanu w pracy [H1] podaliśmy warunki linearyzowalności poprzez dynamiczne sprzęże-

nie zwrotne od stanu. Linearyzacja układu poprzez dynamiczne sprzężenie zwrotne zależne
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od stanu umożliwia pokazanie zależności między linearyzującymi jednoformami i wyjścia-

mi. Zależności te zostały podane we wcześniejszym artykule konferencyjnym [C12], ale bez

omówienia warunków odwracalności układów, co dawało niekompletność otrzymanych wy-

ników. Ponieważ warunki odwracalności konieczne do rozwiązania problemu dynamicznej

linearyzowalności nie były dotychczas badane dla układów określonych na jednorodnych

skalach czasowych, więc w pracy [H1] podane zostały warunki konieczne i wystarczające

odwracalności układów zadanych w przestrzeni stanów, patrz [H1, Theorem 2], [H1, The-

orem 3] oraz [H1, Remark 3].

Badaną w pracy [H1] linearyzowalność poprzez dynamiczne sprzężenie zwrotne zależne

od stanu definiujemy następująco:

Definicja 4.9 (Definition 6 w [H1]). Układ (1a) nazywamy linearyzowalnym poprzez dy-

namiczne sprzężenie zwrotne zależne od stanu jeśli istnieje odwracalny dynamiczny kom-

pensator postaci

η∆ = ζ(x, η, v) (12a)

u = ψ(x, η, v) (12b)

z η ∈ Rs, oraz przekształcenie ξ = φ(x, η), takie że w nowych współrzędnych skompensowany

układ (1a), (12) ma postać ξ∆ = Aξ+Bv, gdzie ξ ∈ Rn+s oraz para (A,B) jest sterowalna.

Dla układów z czasem ciągłym wiadomo, że warunkiem wystarczającym linearyzowal-

ności poprzez dynamiczne sprzężenie zwrotne zależne od stanu jest: i) prawa odwracalność

układu, oraz ii) brak dynamiki zerowej, [4, 20].

Definicja 4.10 (Definition 7 w [H1]). Niech h[k] := ∆kf (h), k ­ 0. Linearyzującym wyj-

ściem nazywamy funkcję wyjścia y = ϕ
(
x, u, u[1], . . . , u[ν−1]

)
, która spełnia następujące wła-

sności:

(i) układ (1a) z wyjściem y = ϕ
(
x, u, u[1], . . . , u[ν−1]

)
jest prawoodwracalny, tzn. dla każ-

dego k ­ 0 obraz odwzorowania Hk := (ϕ,∆f(ϕ), . . . .∆
k
f(ϕ)) ma niepuste wnętrze,

patrz [H1, Definition 1];

(ii) dimK ∗(spanK ∗{dxℓ, ℓ = 1, . . . , n} ∩
⋃
k­0 spanK ∗{dh

[0]
j , . . . , dh

[k]
j , j = 1, . . . , p}) = n.

Pomysł linearyzującego wyjścia pochodzi z pracy [50]. Definicja 4.10 jest bardziej ogólna

i jest ona rozszerzeniem analogicznej definicji dla układu (1). Linearyzujące wyjście można

traktować jako zbiór różniczkowo niezależnych funkcji ϕi(x, u, u
[1], . . .), i = 1, . . . , m, takich

że zmienne x i u, mogą być wyrażone jako funkcje zależne od ϕi, i = 1, . . . , m, i skończonej

liczby ich delta-pochodnych. Dodatkowo, prawa odwracalność gwarantuje, że składowe ϕi
wyjścia są różniczkowo niezależne w tym sensie, że nie spełniają one żadnego równania

delta-różniczkowego niezależnego od u.

Do sformułowania warunku koniecznego i wystarczającego linearyzwalności układu po-

przez dynamiczne sprzężenie zwrotne zależne od stanu w pracy [H1] użyliśmy języka jedno-

form różniczkowych oraz nieprzemiennych wielomianów różniczkowych nad σf -różniczko-

wym ciałem K ∗. Podobnie jak dla układów wejście-wyjście zauważmy, że σf -różniczkowe

ciało K ∗ z operatorami σf oraz ∆f indukuje nieprzemienny pierścień lewych wielomianów
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różniczkowych oznaczany przez K ∗[z; σf ,∆f ] ze zwykłym dodawaniem oraz mnożeniem

spełniającym warunek: zα := σf (α)z+∆f(α) , dla każdej funkcji α ∈ K ∗ ⊂ K ∗[z; σf ,∆f ].

Niech K
∗[z; σf ,∆f ]

q×q oznacza zbiór kwadratowych macierzy wielomianowych stopnia

q z wyrazami z pierścienia K ∗[z; σf ,∆f ]. Macierz U(z) ∈ K ∗[z; σf ,∆f ]
q×q nazywamy

unimodularną jeżeli posiada ona macierz odwrotną U−1(z) ∈ K ∗[z; σf ,∆f ]
q×q. Niech q ­ 1

i E q oznacza K ∗-przestrzeń wektorową rozpiętą przez q-tkę jednoform z E . Każda macierz

U(z) ∈ K ∗[z; σf ,∆f ]
q×q definiuje delta-różniczkowy operator w E q w następujący sposób:

U(z)Ω =
∑

i

Ui∆
i
f (Ω)

dla wszystkich Ω = [ω1, . . . , ωq]
T ∈ E q, gdzie ∆if (Ω) = [∆

i
f(ω1), . . . ,∆

i
f (ωq)]

T ∈ E q i U(z) :=
∑
i Uiz

i ∈ K
∗[z; σf ,∆f ]

q×q.

Niech Ω := [ω1, . . . , ωm]
T ∈ E m będzie układem jednoform linearyzujących, tzn. układem

jednoform, takich że ω1, . . . , ωm ∈ H1 oraz istnieją liczby naturalne r1, . . . , rm dla których

jednoformy ∆jf (ωi), 1 6 i 6 m, 0 6 j 6 ri − k, tworzą bazę przestrzeni Hk, k ­ 0. W

przypadku, gdy Ω składa się z jednoform dokładnych (ωi = dϕi, tzn. Ω = dϕ), te własności

pokrywają się z warunkami w Definicji 4.10.

W pracy [H1] podaliśmy zależność między linearyzującymi wyjściami (o ile istnieją),

a układem linearyzujących jednoform skonstruowanych w [H5, Theorem 1] dla dowolnego

układu generycznie osiągalnego, tzn. układu spełniającego warunek H∞ = {0}.

Twierdzenie 4.11 (Theorem 6 w [H1]). Załóżmy, że H∞ = {0}, oraz niech Ω bę-

dzie układem linearyzujących jednoform dla układu (1a). Wtedy istnienie układu lineary-

zujących wyjść jest równoważne istnieniu unimodularnej macierzy wielomianowej U(z) ∈

K
∗[z; σf ,∆f ]

m×m, takiej że d(U(z)Ω) = 0.

Ponadto w [H1] pokazaliśmy następującą równoważność:

Wniosek 4.4 (Corollary 3 w [H1]). Niech (1a) będzie układem z jednym wejściem i załóż-

my, że H∞ = {0}. Wtedy następujące warunki są równoważne:

(i) układ (1a) jest linearyzowalny poprzez statyczne sprzężenie zwrotne;

(ii) układ (1a) jest linearyzowalny poprzez dynamiczne sprzężenie zwrotne;

(iii) dω1 ∧ ω1 = 0, gdzie ω1 jest taka że Hn = spanK∗{ω1}.

Wyniki dotyczące linearyzowalności układów poprzez sprzężenia zwrotne zależne od

stanów otrzymane w pracach [H1,H5] zostały zilustrowane na przykładach prezentowanych

w tych pracach.

Podane warunki algebraiczne prezentowane w pracach [H1,H3,H4,H5] pozwalają na

badanie tzw. generycznej osiągalności lub generycznej lokalnej linearyzowalności układów,

co oznacza, że własności te zachodzą na zbiorach otwartych i gęstych. Wówczas pojawia się

pytanie co się dzieje w punktach, które nie należą do tych zbiorów. Punkty te nazywamy

punktami osobliwymi. Charakteryzują się one tym, że wymiary (ko)dystrybucji w tych

punktach różnią się od wymiarów w punktach z ich otoczeń.
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4.1.8 Silna osiągalność nieliniowych układów sterowania z czasem ciągłym

Zauważmy, że warunek H∞ = {0} w przypadku układów wejście-wyjście (H∞ = {0} w

przypadku układów w przestrzeni stanów) jest równoważny generycznej osiągalności ukła-

dów na skalach czasowych. Niestety z warunku tego nie możemy podać punktów, dla których

zachodzi własność osiągalności, ale wiemy, że układ posiada własność osiągalności na pew-

nym zbiorze otwartym i gęstym. W przypadku, gdy układ nie jest generycznie osiągalny

podprzestrzenie H∞ oraz H∞ pozwalają na wyznaczenie (układu) elementów autonomicz-

nych związanych z rozważanym układem sterowania, patrz na przykład [6] w przypadku

układów z czasem ciągłym oraz [10] dla układów z czasem dyskretnym. Z [H3] wiemy,

że podprzestrzenie Hk, k ­ 1, przestrzeni jednoform różniczkowych umożliwiają zbadanie

generycznej osiągalności, a zbiór na którym układ jest osiągalny nie zawsze można po-

dać z obliczeń wykonywanych przy wyznaczaniu baz podprzestrzeni Hk, k ­ 1. Wtedy

do wyznaczenia punktów, z których układ jest osiągalny można użyć nabla-pochodnych

pól wektorowych, które są związane z dystrybucjami anihilującymi przestrzenie Hk, k ­ 1.

Wówczas pojawiło się pytanie o zbadanie osiągalności układu w każdym punkcie przestrzeni

stanów.

W pracy [H2] podałam formalizm algebraiczny (bazujący na języku ideałów i modu-

łów w pierścieniu kiełków funkcji analitycznych) umożliwiający badanie silnej osiągalności

nieliniowych układów sterowania z czasem ciągłym w punkcie z przestrzeni stanów. Sku-

piłam się na zbadaniu własności silnej osiągalności w punkcie przestrzeni stanów, gdyż ta

własność jest uogólnieniem sterowalności liniowych układów sterowania. Ponieważ w pra-

cy [H2] badałam lokalne zachowanie układów sterowania, więc postanowiłam użyć pojęcia

kiełków, które wydają się być naturalnym językiem opisującym lokalne własności układów.

Rozpatrzmy nieliniowy układ Σ zdefiniowany przez zbiór równań różniczkowych pierw-

szego rzędu postaci:

ẋ(t) = f(x(t), u(t)) , (13)

gdzie zmienna niezależna t ∈ R oznacza czas, x(t) ∈ X ⊆ Rn jest stanem układu (13) i

załóżmy, że X jest otwartym podzbiorem Rn, u(t) ∈ U ⊆ Rm jest sterowaniem (wejściem)

zastosowanym do układu (13), u : R → U oraz f := (f1, . . . , fn)
T : X × U → Rn są

funkcjami analitycznymi.

Funkcja f pochodząca z układu (13) definiuje następującą rodzinę pól wektorowych

fu := f(·, u) ∈ V (X ) sparametryzowanych przez u ∈ U : F := {fu : u ∈ U}. Zauważmy,

że we współrzędnych pole wektorowe fu można interpretować jako następującą pochodną:

fu = (fu)1
∂
∂x1
+ . . .+ (fu)n

∂
∂xn
, gdzie (fu)i = fi(·, u), i = 1, . . . , n.

Przypomnijmy definicje i fakty związane z własnością silnej osiągalności, które można

znaleźć na przykład w [3]. Zbiór osiągalny R(x0, t) z punktu x0 w czasie t jest z definicji

zbiorem stanów postaci: {γ(t, 0, x0, u) : t > 0, u jest sterowaniem dopuszczalnym}, gdzie

γ(t, 0, x0, u) oznacza wartość x(t) w czasie t rozwiązania układu (13) z warunkiem począt-

kowym x0 w czasie 0 odpowiadającego sterowaniu u = u(·). Mówimy, że układ (13) ma

własność silnej osiągalności w x0 (jest silnie osiągalny z x0) jeżeli R(x0, t) ma niepuste

wnętrze dla wszystkich t > 0, oraz układ (13) posiada własność silnej osiągalności (jest

silnie osiągalny) jeżeli jest on silnie osiągalny z każdego punktu x0 ∈ X . Powiemy, że układ

(13) jest generycznie silnie osiągalny jeżeli jest on silnie osiągalny z prawie wszystkich

punktów z X (tzn. z wszystkich punktów przestrzeni stanów X oprócz punktów ze zbioru
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miary zero). Własności te można sprawdzić używając podalgebr w V (X ), patrz [3]. Algebrę

Liego układu (13) definiujemy jako najmniejszą przestrzeń liniową T z pól wektorowych

określonych na X , która zawiera rodzinę F i jest zamknięta na nawias Liego. Wtedy T(x)

jest podprzestrzenią w Rn nad ciałem liczb rzeczywistych. Zauważmy, że algebra Liego T

generuje dystrybucję T : X ∋ x 7→ T(x) ⊆ TxX = R
n. Dodatkowo definiujemy ideał Liego

układu (13) jako najmniejszą podprzestrzeń liniową T0 przestrzeni T rozpiętą przez pola

wektorowe ze zbioru G := {fu−fv, u, v ∈ U} i wszystkie nawiasy Liego [f, g] dla wszystkich

f ∈ F i g ∈ G. Wtedy T0 : X ∋ x 7→ T0(x) ⊆ TxX = R
n nazywamy dystrybucją silnej osią-

galności układu (13). Z geometrycznego punktu wiedzenia własność silnej osiągalności w

punkcie x0 jest scharakteryzowana przez dystrybucję silnej osiągalności w [3, Corollary 4.7].

Wprowadzony w pracy [H2] formalizm matematyczny bazuje na algebrze kiełków funkcji

analitycznych w punkcie x0, gdzie x0 ∈ R
n. Algebra ta oznaczona została przez Ox0. Funkcja

f występująca po prawej stronie układu (13) definiuje rodzinę kiełków pól wektorowych fu ∈

F . Dla uproszczenia notacji, gdy punkt x0 jest ustalony, kiełek (fu)x0 będziemy oznaczali

przez fu, zaś kiełek gx0 przez g. Zauważmy, że dla dowolnego kiełka ϕ ∈ Ox0 otrzymujemy

Lfuϕ :=
∑n
i=1

∂ϕ
∂xi
(fu)i , więc Lfuϕ ∈ Ox0 dla ustalonego u (wtedy u jest parametrem). Jeżeli

u nie jest parametrem, to wtedy Lfuϕ jest kiełkiem funkcji, która zależy od x i u, a zatem

Lfuϕ 6∈ Ox0 . Z tego powodu w pracy [H2] rozważałam większą algebrę kiełków funkcji

w punkcie x0, która jest sparametryzowane przez funkcje meromorficzne zależne od u
(k),

k > 0.

Analogicznie jak w pracach [H1,H3,H5] wprowadziłam następujący nieskończony zbiór

rzeczywistych zmiennych (niezależnych): C := Cx ∪ Cu, gdzie Cx := {xi, i = 1, . . . , n} oraz

Cu :=
{
u
(k)
j , j = 1, . . . , m, k > 0

}
. Przez A oznaczyłam algebrę funkcji analitycznych na

X zależnych od zmiennych ze zbioru Cx nad ciałemK funkcji meromorficznych zależnych od

skończonej liczby zmiennych ze zbioru Cu. W algebrze A zdefiniowałam operator ∆f , który

spełnia regułę Leibniza, więc jest różniczkowaniem algebry A . Zauważmy, że w przypadku

układów z czasem ciągłym (gdy funkcja ziarnistości µ ≡ 0) operator ∆f zdefiniowany w

artykułach [H1,H3,H5] pokrywa się z różniczkowaniem ∆f algebry A . Następnie przez

Ax0 oznaczyłam zbiór kiełków funkcji z K w punkcie x0 ∈ X sparametryzowanych przez

funkcje meromorficzne zależne od u(k), k > 0. Korzystając z [51] otrzymujemy, że Ax0 jest

lokalną przemienną algebrą noetherowską nad ciałem K(x0) funkcji meromorficznych, które

zależą od u(k), k > 0. Jeżeli u ∈ U oraz u(k) ∈ Rm, k > 0, są ustalone, to wtedy zbiór funkcji

zAx0 dla ustalonego u
(k), k > 0, pokrywa się z pierścieniem Ox0 . Zauważmy, że zbiór kiełków

z algebry Ax0 tworzy pierścień przemienny. W pierścieniu Ax0 operator ∆f : Ax0 → Ax0

definiujemy następująco: ∆f (ϕ) = (∆f (ϕ̃))x0, gdzie ϕ̃ jest reprezentantem kiełka ϕ. Jeżeli

u jest ustalone, to wtedy Lfuψ = ∆f(ψ)(u) dla dowolnego kiełka funkcji ψ ∈ Ox0.

Ponieważ Ox0 jest pierścieniem lokalnym, więc posiada dokładnie jeden ideal maksymal-

ny mx0 . W pracy [H2] zdefiniowałam następujące ideały: ideał (I∞)x0 := genAx0{ϕ ∈ mx0 :

∆ℓf (ϕ) ∈ (I0)x0, ℓ > 0} w pierścieniu Ax0 oraz ideał (I∞)x0 := genOx0{ϕ ∈ mx0 : ∆
ℓ
f (ϕ) ∈

(I0)x0, ℓ > 0} w pierścieniu Ox0 . Ponieważ pierścień Ox0 jest noetherowski, to ideał (I∞)x0
jest skończenie generowany. Zatem istnieją kiełki ϕ1, . . . , ϕk, takie że

(I∞)x0 = genOx0{ϕ1, . . . , ϕk ∈ mx0 : ∆
ℓ
f (ϕi) ∈ (I0)x0 , i = 1, . . . , k, ℓ > 0} . (14)

Z definicji ideałów (I∞)x0 oraz (I∞)x0 otrzymujemy, że kiełki ϕ1, . . . , ϕk są także genera-
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torami ideału (I∞)x0 i

(I∞)x0 = genAx0{ϕ1, . . . , ϕk ∈ mx0 : ∆
ℓ
f (ϕi) ∈ (I0)x0, i = 1, . . . , k, ℓ > 0} . (15)

W pracy [H2] pokazałam, że ideał (I∞)x0 jest maksymalnym ideałem właściwym w pier-

ścieniu Ax0 niezmienniczym względem rózniczkowania ∆f , patrz [H2, Proposition 5]. Wy-

korzystując ideał (I∞)x0 wyznaczyłam kiełki rozmaitości całkowych algebry Liego pól wek-

torowych związanych z rozważanym układem w otoczeniu punktu x0 ∈ X . Niech Mx0 :=

Z((I∞)x0) będzie kiełkiem zbioru zer (w punkcie x0) ideału (I∞)x0 . Zauważmy, że (I∞)x0 ⊆

J(Mx0), gdzie J(Mx0) jest ideałem w pierścieniu Ox0 zawierającym kiełki w x0 analitycz-

nych funkcji rzeczywistych, które znikają na Mx0 . Z (14) mamy, że (I∞)x0 jest generowany

przez kiełki ϕ1, . . . , ϕk, więc Mx0 = Z((I∞)x0) =
⋂k
i=1{x ∈ X : ϕ̃i(x) = 0}x0, gdzie ϕ̃i jest

reprezentantem kiełka ϕi, i = 1, . . . , k.

Korzystając z faktu, że jeżeli Ix0 jest maksymalnym ideałem właściwym w pierścieniu

Ox0 niezmienniczym względem kiełka pola wektorowego ze zbioru analitycznych pól wek-

torowych określonych na X , to Ix0 jest ideałem pierwszym i Z(Ix0) jest kiełkiem zbioru (w

punkcie x0) rozmaitości, patrz [H2, Theorem 11], oraz Twierdzenia Nagano (patrz [52]) w

pracy [H2] pokazałam następujące twierdzenie:

Twierdzenie 4.12 (Theorem 13 w [H2]). Niech (I∞)x0 będzie ideałem w pierścieniu Ox0
zdefiniowanym przez (14). Wtedy

(i) (I∞)x0 jest maksymalnym ideałem właściwym w pierścieniuOx0 niezmienniczym wzglę-

dem kiełków z Tx0.

(ii) Mx0 = Z ((I∞)x0) jest kiełkiem zbioru rozmaitości całkowej algebry Liego T układu

(13) przechodzącej przez x0.

Używając ideału (I∞)x0 w pracy [H2] podałam warunek konieczny silnej osiągalności w

punkcie x0.

Twierdzenie 4.13 (Theorem 15 w [H2]). Jeżeli układ (13) posiada własność silnej osią-

galności w punkcie x0, to wtedy (I∞)x0 = {0}.

Ponieważ jesteśmy zainteresowani znalezieniem funkcji analitycznych generujących (I∞)x0 ,

których różniczki są liniowo niezależne, więc jednoformy różniczkowe będą użytecznym na-

rzędziem umożliwiającym zbadanie tej niezależności. W tym celu wprowadziłam nastę-

pujące zbiory: dC := {dxi, i = 1, . . . , n, du
(k)
j , j = 1, . . . , m, k > 0} oraz (dC )x0 :=

{(dxi)x0, i = 1, . . . , n, (du
(k)
j )x0, j = 1, . . . , m, k > 0}, gdzie x0 ∈ X . Zauważmy, że duj ,

j = 1, . . . , m, nie zależą od x ∈ X , więc (du
(k)
j )x0 = du

(k)
j . Dla uproszczenia notacji, bę-

dziemy używali symbolu dxi do oznaczenia kiełka elementu dxi. Niech E := spanA dC oraz

Ex0 := spanAx0 (dC )x0 będą modułami odpowiednio nad pierścieniami A oraz Ax0 . W [H2]

zdefiniowany został w standardowy sposób operator różniczkowania d, który funkcjom z

pierścienia A oraz kiełkom funkcji z pierścienia Ax0 przyporządkowuje elementy modułów

odpowiednio E oraz Ex0 . W modułach E oraz Ex0 zdefiniowane zostały operatory ∆f : E →

E oraz ∆f : Ex0 → Ex0 przez zależności: ∆f (
∑
i
Aidζi) :=

∑
i
{∆f(Ai)dζi + Aid [∆f (ζi)]}

∆f (ωx0) := (∆f (ω))x0 , gdzie Ai ∈ A i ζi ∈ C , zaś ω będzie reprezentantem ωx0.

22



Autoreferat

Przypomnijmy, że w formalizmie algebraicznym prezentowanym w [6,53] (a później roz-

szerzonym do delta-różniczkowych układów na skalach czasowych [B14]) zamiast pierścienia

Ax0 rozważane jest przemienne ciało K funkcji moromorficznych zależnych od skończonej

liczby zmiennych ze zbioru C . Wtedy wprowadzona została następująca podprzestrzeń

przestrzeni H1 := spanK {dx}:

H∞ := {ω : ∆
ℓ
f (ω) ∈H1, ℓ > 1} , (16)

która następnie została wykorzystana do sformułowania warunku koniecznego i wystarcza-

jącego generycznej silnej osiągalności w przypadku układów z czasem ciągłym (warunku

generycznej osiągalności w przypadku układów sterowania określonych na jednorodnych

skalach czasowych). W [6, 53] autorzy udowodnili, że H∞ = {0} jest równoważna gene-

rycznej silnej osiągalności układu, zaś w [H3, A31] pokazaliśmy, że warunek H∞ = {0}

charakteryzuje generyczną osiągalność układu sterowania określonego na jednorodnej skali

czasowej.

W pracy [H2] definicja przestrzeni H∞ nad ciałem funkcji meromorficznych podana

w [6] została zmodyfikowana i zaadaptowana do pierścienia Ax0. Ponieważ Ax0 jest pier-

ścieniem kiełków (w punkcie x0) funkcji analitycznych, możemy zdefiniować moduły nad

pierścieniem Ax0 . Dodatkowo, rozpatrywane moduły powiązałam z punktami x0 używa-

jąc kiełków jednoform (w punkcie x0). Sformułowanie warunków silnej osiągalności w pra-

cy [H2] w języku jednoform różniczkowych było możliwe dzięki wprowadzeniu następują-

cych podmodułów modułu Ex0:

• podmodułu (P∞)x0 := spanOx0{dϕ1, . . . , dϕk} wmoduleOx0 := spanOx0{dx1, . . . , dxn},

gdzie ϕ1, . . . , ϕk są generatorami ideałów (I∞)x0 oraz (I∞)x0

• podmodułu (H∞)x0 := {ω ∈ (H0)x0, ∆
ℓ
f (ω)(x0) ∈ H(x0) , ℓ > 0} w module

(H0)x0 := spanAx0{dxi, i = 1, . . . , n}, gdzie H(x0) := spanK(x0){dxi(x0), i = 1, . . . , n}

jest przestrzenią nad ciałem K(x0) funkcji meromorficznych, które zależą od u
(k),

k > 0.

Podmoduł (H∞)x0 został wykorzystany do wyznaczenia kiełków elementów autonomicz-

nych dla układu sterowania postaci (13). Między wprowadzonymi podmodułami zachodzi

następująca zależność (P∞)x0  (H∞)x0, patrz [H2, Proposition 17]. Wtedy Twierdzenie

4.13 można zapisać w równoważnej postaci w języku jednoform różniczkowych następująco:

Twierdzenie 4.14 (Theorem 19 w [H2]). Jeżeli (13) posiada własność silnej osiągalności

w punkcie x0, to wtedy (P∞)x0 = {0}.

Ponieważ wprowadzona w pracy [H2] przestrzeń wektorowa P∞(x0) := (P∞)x0 (x0) =

spanR{dϕ1(x0), . . . , dϕk(x0)} jest anihilatorem podprzestrzeni liniowej T(x0) nad R, patrz

[H2, Proposition 22], więc korzystając na przykład z [3, Corollary 4.6] otrzymujemy, że

warunek (P∞)x0 = {0} (lub równoważnie (I∞)x0 = {0}) jest równoważny osiągalności w

punkcie x0. Ze względu na to, że w pracy [H2] badana jest tylko silna osiągalność, więc ta

charakteryzacja osiągalności układu sterowania nie została podana w [H2].

Zauważmy, że P∞(x0) jest przestrzenią wektorową, więc moduł (P∞)x0 definiuje nastę-

pującą kodystrybucję: P∞ : x0 7→ P∞(x0). Ogólnie kodystrybucja P∞ nie jest analityczna,
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ponieważ jej wymiar zmienia się w otoczeniu punktu x0, co w pracy [H2] zilustrowałam na

przykładzie. Ponadto pokazałam, że kodystrybucja P∞ : x0 7→ P∞(x0) jest całkowalna w

każdym punkcie x0 ∈ X oraz Mx0 = Z((I∞)x0) jest kiełkiem zbioru rozmaitości całkowej

kodystrybucji P∞ przechodzącej przez x0, patrz [H2, Proposition 25].

Warunek (P∞)x0 = {0} podany w Twierdzeniu 4.14 jest warunkiem koniecznym sil-

nej osiągalności, ale nie jest warunkiem wystarczającym. Moim celem było wyznaczenie

warunku, który jest równoważny silnej osiągalności układu. Korzystając z faktu, że z całko-

walnym modułem (H∞)x0, tzn. rozpiętym przez kiełki jednoform dokładnych, związana jest

przestrzeń wektorowa H∞(x0), która jest anihilatorem przestrzeni T0(x0), patrz [H2, Pro-

position 26] w pracy [H2] sformułowałam i udowodniłam następujący warunek konieczny i

wystarczający silnej osiągalności:

Twierdzenie 4.15 (Theorem 28 w [H2]). Układ (13) posiada własność silnej osiągalności

w punkcie x0 wtedy i tylko wtedy, gdy (H∞)x0 = {0}.

Reasumując, w [H2] bazując na podanym formalizmie sformułowałam i udowodniłam

warunki silnej osiągalności (we wszystkich punktach z przestrzeni stanów) dla analitycz-

nych układów sterowania opisanych przez równania różniczkowe zwyczajne. W przypadku

układów nieosiągalnych podałam rozmaitości całkowe algebry Liego rozważanego układu.

Rozmaitości te zostały opisane za pomocą generatorów ideałów niezmienniczych ze względu

na kiełki pól wektorowych algebr Liego związanych z rozważanymi układami. Dodatkowo

na przykładzie zilustrowałam otrzymane wyniki i pokazałam, że powyższy formalizm ma-

tematyczny umożliwia badanie silnej osiągalności w punkcie przestrzeni stanów.

5. Omówienie pozostałych wyników badań

Prace [C22] oraz [C24] to publikacje przed doktoratem. Ich spis znajduje się w Litera-

turze na stronie 42.

Prace [A33, B15, B16, C21, C23, C25, C26] to publikacje wchodzące w skład rozprawy

doktorskiej, a ich spis znajduje się w Literaturze na końcu autoreferatu na stronach 40

(poz. [A33]), 41 (poz. [B15,B16]) i 42 (poz. [C21,C23,C25,C26]).

Od początku rozpoczęcia pracy na Politechnice Białostockiej moja działalność naukowa

koncentrowała się na matematycznej teorii sterowania. Jedna z pierwszych publikacji [C24]

referowana podczas III Ogólnopolskich Warsztatów dla Młodych Matematyków pt. „Teoria

osobliwości” bazuje na pracach profesora Zbigniewa Bartosiewicza i dr hab. Doroty Mozyr-

skiej, [54–57] i związana była z badaniem własności lokalnej obserwowalności nieliniowych

układów sterowania wprowadzonej w 1977 roku przez R. Hermanna i A.J. Krenera, [58].

Problem stabilności lokalnej obsewowalności nieliniowych układów sterowania był tematem

mojej pracy magisterskiej pisanej pod kierunkiem profesora Zbigniewa Bartosiewicza. Praca

ta opierała się na teorii kiełków funkcji i kiełków zbiorów, a także ideałów oraz przestrzeni

stycznych, [59].

Ponieważ jednym z problemów pojawiających się w teorii sterowania jest rekonstruk-

cja nieznanego stanu układu oryginalnego, więc rozpoczęłam badania w tym kierunku. W
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pracy współautorskiej z profesorem Z. Bartosiewiczem [C22] zajęliśmy się konstrukcją ob-

serwatorów doskonałych, tzn. układów, które dokładnie odtwarzają nieznany stan układu

oryginalnego. Konstrukcja takiego obserwatora została po raz pierwszy podana przez Dai

w 1988 roku dla układów dyskretnych, a następnie rozszerzona przez T. Kaczorka, który

nazwał tego rodzaju obserwatory obserwatorami doskonałymi. W [C22] podaliśmy kon-

strukcję obserwatorów doskonałych dla nieliniowych obserwowalnych układów sterowania.

Korzystając z założenia obserwowalności dokonaliśmy zanurzenia układu w osobliwy układ

liniowy, dla którego można było skonstruować obserwator doskonały. Następnie odtworzony

został nieznany stan układu oryginalnego.

5.1 Zagadnienie rozważane w rozprawie doktorskiej:

konstrukcja multiobserwatora dla analitycznych układów ste-

rowania

W mojej rozprawie doktorskiej, [60], napisanej pod kierunkiem profesora Zbigniewa

Bartosiewicza, badałam problem konstrukcji obserwatora dla analitycznych układów stero-

wania z czasem ciągłym przy możliwie słabych założeniach. Konstrukcja wzorowana jest na

pomysłach Gauthiera, Kupki i Jouana, którzy w [61,62] przedstawili konstrukcję obserwa-

tora rozszerzonego rzędu, który jest obserwatorem gładkim. W rozprawie podałam warunki

wystarczające na istnienie obserwatora dla układu analitycznego zarówno ze sterowaniem,

jak i bez sterowania. Oprócz analityczności istotnym założeniem była lokalna obserwowal-

ność układów, która jest łatwiejsza do sprawdzenia niż globalna obserwowalność i wydaje

się być bardziej naturalna zwłaszcza dla układów bez sterowania. Dzięki temu, że stany

nieodróżnialne tworzą zbiór dyskretny w przypadku układów lokalnie obserwowalnych, po

ograniczeniu się do zbioru zwartego, na wyjściu multiobserwatora, który estymuje całą klasę

stanów nieodróżnialnych, pojawia się funkcja wielowartościowa o skończonych wartościach.

Dynamika skonstruowanego obserwatora nieregularnego opisana jest przez funkcje ciągłe,

a zatem zgubiona została analityczność, którą cechował się układ. Wynikiem rozprawy jest

pokazanie, że dla analitycznego układu, po ograniczeniu się do zbioru zwartego globalnie

semianalitycznego, wystarczy skończenie wiele funkcji do opisania relacji nieodróżnialności.

Konsekwencją tego jest możliwość wyrażenia wyższych pochodnych Liego wyjścia jako cią-

głych funkcji od skończonej liczby pochodnych niższego rzędu. Ponadto rozwiązany został

problem rozszerzenia na całą przestrzeń funkcji i multifunkcji pojawiających się na wyjściu

multiobserwatora. Główne wyniki rozprawy zostały zawarte w pracy [A33] oraz artyku-

łach konferencyjnych [B15,B16,C21,C23,C25,C26]. Dodatkowo w pracy [A33] omówione

zostało zastosowanie skonstruowanych multiobserwatorów do stabilizacji układów poprzez

dynamiczne sprzężenia zwrotne od wyjścia.

Prace [A1–A32,B1–B14,C3,C5–C20] zostały opublikowane po doktoracie i nie weszły

one do zasadniczej części osiągnięcia naukowego. Ich spis znajduje się w spisie literatury na

stronach 38-40: poz. [A1–A32], na stronach 40-41: poz. [B1–B14] oraz na stronach 41-42:

poz. [C3,C5–C20]. Ponadto wyniki zawarte w niektórych pracach nawiązują do tematyki

cyklu publikacji wchodzących w skład osiągnięcia naukowego i są wstępem (jak np. [A21,

B14]) do badań podjętych w pracach [H1,H2,H3,H4,H5] lub stanowią ich kontynuację

(np. [A25]).
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Prace opublikowane po doktoracie, które nie wchodzą w skład osiągnięcia naukowego,

zasadniczo dotyczą następującej tematyki:

• algebraicznych metod badania układów z czasem ciągłym i dyskretnym:

– wprowadzenia algebraicznego formalizmu dla układów określonych na skalach

czasowych,

– redukowalności (nieosiągalności), realizowalności i obserwowalności układów wej-

ście-wyjście na skalach czasowych,

– redukowalności uwikłanych równań różnicowych,

– transformacji i odwracalności układów wejście-wyjście z czasem dyskretnym,

• uogólnionych pochodnych na skalach czasowych,

• badania własności układów niecałkowitych rzędów,

• konsensusu dla układów wieloagentowych.

W latach 2006-2008 pracując w Instytucie Cybernetyki przy Politechnice w Tallinie

zajmowałam się układami na skalach czasowych. Podczas pobytu w Estonii prowadziłam

zajęcia dla doktorantów pt. „Wprowadzenie do układów sterowania na skalach czasowych”

(„Introduction to control systems on time scales”). Głównym celem kursu było wprowadze-

nie rachunku skal czasowych do badania równań dynamicznych zdefiniowanych na różnych

skalach czasowych. Skalę czasową (definiowaną jako dowolny niepusty domknięty podzbiór

zbioru liczb rzeczywistych) można utożsamiać z modelem czasu, dlatego też termin ska-

le czasowe związany jest ze sposobem w jaki układy dynamiczne zmieniają się w czasie.

Prowadzony kurs przyczynił się do zgłębienia nowej dziedziny, jaką był wtedy dla mnie

rachunek skal czasowych.

5.2 Układy sterowania na skalach czasowych

Niektóre wyniki prezentowane w tym rozdziale są wstępem do badań podjętych w pra-

cach [H1,H3,H4,H5] lub stanowią ich kontynuację.

Pierwszą pracą związaną z układami sterowania na skalach czasowych jest artykuł [C18],

który prezentowałam na konferencji CDC (46th IEEE Conference on Decision and Control).

Wspólnie z profesorem Zbigniewem Bartosiewiczem i mgr Ewą Piotrowską badaliśmy linio-

we układy sterowania określone na dowolnych skalach czasowych. Pokazaliśmy, że klasyczne

wyniki dla liniowych układów z czasem ciągłym i dyskretnym dotyczące stabilizacji i wy-

krywalności można rozszerzyć do układów określonych na dowolnych skalach czasowych.

Wyniki te zależą od kryteriów wykładniczej stabilności, które są różne dla różnych skal

czasowych. W [C18] zbadaliśmy zbiór stabilności wykładniczej, który pojawia się w tych

kryteriach i pokazaliśmy że może on być pusty, co prowadzi do pewnych patologii w za-

chowaniu układu. Ponadto pokazaliśmy, że standardowe konstrukcje obserwatorów można

rozszerzyć na układy z niepustym zbiorem stabilności wykładniczej.

Ponieważ niektóre problemy w teorii sterowania można analizować bez wyznaczania

rozwiązań rozważanych układów, więc w pracy [B14] wspólnie z profesorem Zbigniewem

Bartosiewiczem, profesor Ülle Kottą oraz dr hab. Ewą Pawłuszewicz wprowadziliśmy for-

malizm matematyczny (algebraiczny) unifikujący istniejącą teorię dla układów z czasem

ciągłym [6] oraz dyskretnym [63]. Kluczowym zadaniem tego formalizmu jest konstrukcja

ciała σf -różniczkowego związanego z danym nieliniowym układem sterowania określonym
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na jednorodnej skali czasowej. Formalizm ten został opisany w pracy [B14] i bazuje on na

jednoformach różniczkowych, które zostały wykorzystane do skonstruowania inwersyjnego

domknięcia (inversive closure) ciała funkcji meromorficznych związanych z danym układem.

W otrzymanych ciałach różniczkowych wprowadzone zostały operatory delta-pochodnej i

przesunięcia oraz podane zostały ich własności. Rozszerzenie podanego formalizmu alge-

braicznego na przypadek p-form zostało podane w pracy [A21]. Operatory delta-pochodnej

i przesunięcia do przodu zostały rozszerzone do rozpatrywanych p-form. Podane zostały

własności zdefiniowanych operatorów. Ponadto wprowadzona została dualna przestrzeń pól

wektorowych i wspomniane operatory zostały rozszerzone do pól wektorowych. Dodatko-

wo w pracy [A25] (będącej rozszerzeniem artykułu konferencyjnego [C11]) podjęta została

próba rozszerzenia istniejącego formalizmu do układów zdefiniowanych na niejednorodnych

skalach czasowych. W artykule [A25] opisana została algebraiczna konstrukcja inwersyjnego

pierścienia różniczkowego związanego z nieliniowym układem sterowania, określonym na re-

gularnej skali czasowej. Skonstruowany został pierścień funkcji meromorficznych zależnych

od zmiennych związanych z układem. W pierścieniu tym zdefiniowane zostały operato-

ry delta- i nabla-pochodnych oraz operator przesunięcia. W porównaniu z przypadkiem

jednorodnym, główne trudności to nieprzemienność pochodnych delta (nabla) i operatora

przesunięcia oraz fakt, że dodatkowa zmienna czasowa t pojawia się w definicji pierścienia

różniczkowego. To powoduje, że nowe zmienne domknięcia inwersyjnego, które zależą od

t, muszą być wybrane tak, aby były funkcjami gładkimi w każdym gęstym punkcie t skali

czasowej. W pracy [A25] pokazaliśmy, że rozszerzenie formalizmu algebraicznego do nie-

jednorodnych skal czasowych nie jest trywialne. Mimo, iż można skonstruować przemienny

pierścień różniczkowy funkcji meromorficznych związanych z nieliniowym układem sterowa-

nia, to może on mieć dzielniki zera. Wtedy niemożliwe jest skonstruowanie ciała ułamków

tego pierścienia. W związku z tym zamiast przestrzeni nad ciałem można konstruować mo-

duły nad tym pierścieniem, co zostało pokazane w [A25], a zatem otrzymaliśmy znacznie

bardziej skomplikowany formalizm algebraiczny. Kontynuacją prac [A21,A25,B14] jest ar-

tykuł [A12], który podobnie jak [A21,A25,B14] koncentruje się na opracowaniu narzędzi

algebraicznych, które pozwalają badać własności nieliniowych układów sterowania, zdefinio-

wanych na skalach czasowych. W [A12] rozszerzyliśmy operatory: przesunięcia w tył ρf oraz

nabla-pochodnej ∇f , zdefiniowane przez układ sterowania określony na jednorodnej skali

czasowej, do jednoform oraz pól wektorowych oraz podaliśmy i udowodniliśmy ich własności.

Operator nabla-pochodnej (zastosowanej do pól wektorowych) jest użytecznym narzędziem

i na przykład w [H3] operator nabla-pochodnej został zastosowany do wyznaczenia dys-

trybucji anihilującej Hk oraz sprawdzania własności osiągalności układów określonych na

skalach czasowych. Wyniki prezentowane w pracach [A12,A21,B14] są wstępem do badań

podjętych w pracach [H1,H3,H4,H5].

Jednym z założeń pojawiających się przy konstrukcji inwersyjnych domknięć jest sub-

mersyjność układu, która niestety okazała się za słabym założeniem. Założenie submersyjno-

ści pozwalało na konstrukcję ciała będącego inwersyjnym domknięciem, ale tylko lokalnie na

pewnym otoczeniu punktu, w którym zachodzi warunek submersyjności. W związku z tym,

założenie to zostało wzmocnione przez: Założenie 1 dla układów w przestrzeni stanów oraz

Założenie 2 dla układów wejście-wyjście. Warunki submersyjności układów wejście-wyjście

określonych na jednorodnych skalach czasowych omówione zostały w pracy [A27]. Poka-
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zaliśmy, że inwersyjne domknięcie dla dynamicznego nieliniowego układu wejście-wyjście

można znaleźć w podobny sposób jak w przypadku układów w przestrzeni stanów, używa-

jąc rozszerzonego układu w przestrzeni stanów związanego z układem wejście-wyjście, co

zostało również przedstawione w [H4].

5.2.1 Redukowalność (nieosiągalność) i realizowalność układów wejście-wyjście

na jednorodnych skalach czasowych

Bazując na podanym formalizmie w pracach [A32,C20] sformułowane zostały warunki

na redukowalność (brak osiągalności) nieliniowego delta-różniczkowego równania wejście-

wyjście określonego na jednorodnej skali czasowej. Pokazaliśmy, że rozpatrywany układ

wejście-wyjście można opisać za pomocą dwóch wielomianów, które należą do nieprzemien-

nego pierścienia lewych wielomianów nad ciałem σΦ-różniczkowym. Wówczas sprawdzenie

redukowalności wymaga znalezienia lewego wspólnego dzielnika tych wielomianów. Wymie-

nione warunki redukowalności oraz związane z nimi problemy redukcji i równoważności nieli-

niowych delta-różniczkowych układów wejście-wyjście określonych na jednorodnych skalach

czasowych opisane zostały w [A32]. Praca [A32] nawiązuje do tematyki badań podjętych

w artykule [H4] oraz artykule konferencyjnym [C15], które są rozszerzeniem wyników na

przypadek układów z wieloma wejściami i wieloma wyjściami.

Innym sposobem badania redukowalności (braku osiągalności) układów wejście-wyjście

jest użycie nierosnącego ciągu (Hk) podprzestrzeni zdefiniowanych (dla układów z jednym

wejściem i jednym wyjściem) przez

H1 :=spanK∗{dy, . . . , dy
[n−1], du, . . . , du[s]} ,

Hk+1 :={ω ∈ Hk : ∆f(ω) ∈ Hk}, k > 0 .
(17)

w przestrzeni E∗ jednoform różniczkowych nad skonstruowanym ciałem σΦ-różniczkowym

K∗. W artykule konferencyjnym [C16], który prezentowałam na konferencji ACC w 2008

roku, pokazaliśmy, że zerowanie się najmniejszej podprzestrzeni w ciągu (Hk) jest rów-

noważne nieredukowalności układu wejście-wyjście. Ponadto omówiliśmy problem redukcji

i równoważności nieliniowych układów z jednym wejściem i jednym wyjściem zdefiniowa-

nych na jednorodnych skalach czasowych przez delta-różniczkowe równania n-tego rzędu.

Wprowadzona definicja równoważności uogólnia pojęcie równoważności w sensie transmi-

tancji dla układów liniowych. Rozszerzeniem wyników zawartych w [C16] oraz w artykule

konferencyjnym [C19] (który referowałam na symposium SSSC07: 3rd IFAC Symposium

on System, Structure and Control) jest praca [A31]. W [A31] sformułowaliśmy i udowod-

niliśmy warunki konieczne i wystarczające redukowalności i realizowalności nieliniowych

układów wejście-wyjście oraz omówiliśmy równoważność układów. Pokazaliśmy, że realizo-

walność układu jest równoważna całkowalności podprzestrzeni zdefiniowanych przez (17).

W przypadku realizowalnych układów wejście-wyjście podano metodę znajdowania współ-

rzędnych stanu układu oraz wyznaczania jego realizacji. Metoda ta bazuje bezpośrednio na

definicji ciągu (Hk) i związana jest z rozwiązywaniem równań liniowych umożliwiających

wyznaczenie baz kolejnych podprzestrzeni w ciągu.

Bazując na wynikach pracy [A31] w artykule konferencyjnym [C14] opisaliśmy pro-

blem redukcji i realizowalności nieliniowych układów sterownia z wykorzystaniem funkcji
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programu Mathematica. W [C14] zaprezentowane zostały diagramy blokowe funkcji reali-

zacji i redukcji. Funkcje te są częścią pakietu programu Mathematica zwanego NLControl

http://www.nlcontrol.ioc.ee. Zauważyliśmy, że wraz ze wzrostem złożoności równania

wejście-wyjście czas obliczeń szybko rośnie. Przez złożoność rozumiemy nie tylko długość

równania, ale także stopień nieliniowości. Obliczanie ciągu Hk zwykle przebiegało szybciej

w przypadku podprzestrzeni całkowalnych, dlatego najbardziej czasochłonną procedurą jest

sprawdzenie nieredukowalności układu nie posiadającego realizacji.

5.2.2 Obserwowalność układów na jednorodnych skalach czasowych

Oprócz układów wejście-wyjście można rozpatrywać układy w przestrzeni stanów w

postaci (1). W artykule [A18] zbadaliśmy problem obserwowalności nieliniowych układów

sterowania zdefiniowanych za pomocą równań delta-różniczkowych określonych na jedno-

rodnych skalach czasowych. Bazując na algebraicznym formalizmie wprowadzonym w [B14]

zdefiniowany został rosnący ciąg podprzestrzeni jednoform zwany filtracją obserwowalności.

Pokazano, że dla skonstruowanego ciągu podprzestrzeni istnieje granica, która nosi nazwę

przestrzeni obserwowalności rozpatrywanego układu. Wykazano, że obserwowalność nie-

liniowego układu określonego na jednorodnej skali czasowej można scharakteryzować przy

pomocy przestrzeni obserwowalności. Podobnie jak w przypadku układów z czasem ciągłym

i dyskretnym, równość przestrzeni obserwowalności z przestrzenią stanów rozpatrywanego

układu jest warunkiem koniecznym i wystarczającym obserwowalności delta-różniczkowego

układu określonego na jednorodnej skali czasowej. W przypadku układów nieobserwowal-

nych pokazaliśmy, że całkowalność przestrzeni obserwowalnej umożliwia podział układu na

podukłady z których jeden jest obserwowalny, zaś drugi nieobserwowalny. Ponieważ prze-

strzeń obserwowalna nie zawsze jest całkowalna więc wspomniany podział nie zawsze jest

możliwy, co zostało omówione w pracy [A18].

5.3 Redukowalność uwikłanych równań różnicowych

Standardowy sposób patrzenia na układy sterowania jest związany z wejściem i wyj-

ściem. Dane wejściowe odpowiadają działaniu (przyczyna), a wyjściowe reakcji (efektowi).

Zauważmy, że podział na wejścia i wyjścia zależy w dużym stopniu od celu, do którego

wykorzystywany jest model, a czasami ten podział jest po prostu niemożliwy. Typowym

przykładem jest dioda, która nie jest sterowana ani prądem ani napięciem [64]; inne przy-

kłady można znaleźć w [65]. Mimo, że podejście wejście-wyjście jest nadal głównym nurtem

teorii sterowania, podejście behawioralne zyskuje coraz większą popularność w ostatnich la-

tach. Zauważmy, że jeśli dyskretyzujemy nieliniowy obwód elektryczny (na przykład RLC),

otrzymamy równanie różnicowe z zewnętrznymi zmiennymi będącymi prądem i napięciem.

Mając model obwodu elektrycznego opisany przez układ różnicowy rzędu drugiego, można

zbadać jego zachowanie, sprawdzając jego redukowalność. Inną możliwością jest badanie za-

chowania się dyskretnego modelu makro-ekonomicznego, który wiąże produkcję produktu,

tempo wzrostu pieniądza i stopę inflacji.

W pracy [B12] zbadaliśmy problem redukowalności nieliniowych układów z czasem dys-

kretnym opisanych przez uwikłane równania różnicowe wyższych rzędów, w których sygnały

wejścia i wyjścia nie są odróżniane. Bazując na elemencie autonomicznym podaliśmy defi-
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nicję redukowalności równania różnicowego, a następnie sformułowaliśmy i udowodniliśmy

warunek konieczny redukowalności rozpatrywanych układów. Pokazaliśmy, że z badanymi

równaniami różnicowymi związane są lewe podmoduły generowane przez macierze wierszo-

we (opisujące zachowanie układu zlinearyzowanego) nad pierścieniem lewych wielomianów

różnicowych. Udowodniliśmy, że jeżeli uwikłane równanie różnicowe jest redukowalne, to

związany z nim lewy podmoduł nad pierścieniem wielomianów różnicowych nie jest do-

mknięty. Ponadto pokazaliśmy, że w szczególnym przypadku, gdy sygnały wejścia i wyjścia

są odróżniane oraz układ jest opisany za pomocą równania różnicowego, z którego potra-

fimy wyznaczyć najwyższe przesunięcie wyjścia występującego w równaniu, to otrzymany

wynik jest równoważny znanemu warunkowi związanemu z istnieniem lewego wspólnego

dzielnika wielomianów opisujących zachowanie układu zlinearyzowanego poprzez obustron-

ne zróżniczkowanie badanego układu. W [B12] postawiliśmy hipotezę, że domkniętość le-

wego podmodułu (nad pierścieniem lewych wielomianów różnicowych) generowanego przez

wektor opisujący zachowanie układu zlinearyzowanego jest warunkiem koniecznym i wystar-

czającym nieredukowalności równania różnicowego, co potwierdziły prezentowane w pracy

przykłady.

5.4 Transformacje i odwracalność układów wejście-wyjście z cza-

sem dyskretnym

W przypadku układów sterowania wejście-wyjście opisanych przez zbiór równań różnico-

wych wyższych rzędów postać Popova jest punktem wyjścia w większości prac poświęconych

różnym problemom modelowania i sterowania układów nieliniowych, opisanych przez rów-

nania wejście-wyjście. Dlatego też jednym z problemów jest doprowadzenie nieliniowego

układu wejście-wyjście do nieliniowego zbioru równań będącego w postaci Popova. Przed-

stawienie nieliniowych równań wejście-wyjście w silnej postaci Popova jest dobrym punk-

tem wyjścia zarówno do badań teoretycznych, jak i do implementacji. Silna postać Popova

umożliwia konstrukcję ciała funkcji meromorficznych związanego z nieliniowym układem

sterowania, i konsekwentnie możliwe jest stworzenie oprogramowania pozwalającego badać

pewne własności układów. W artykule konferencyjnym [C8] opracowaliśmy algorytm prze-

kształcania zbioru nieliniowych równań różnicowych wyższych rzędów do układu podwójnie

zredukowanego (zredukowanego wierszowo i kolumnowo) lub do układu w postaci Popova.

W algorytmie tym wykorzystaliśmy liniowe transformacje równoważności, wprowadzone

w [66]. Opis układu przekształconego obejmuje, oprócz równań opisujących układ, także

pewną liczbę nierówności, które gwarantują, że pewne wyrażenia będą niezerowe. Dlatego

nasze transformacje są poprawne globalnie w całej przestrzeni z usuniętymi zerami funkcji

pojawiających się w mianownikach. Może się jednak zdarzyć, że transformacje liniowe (nad

pierścieniem wielomianów) nie wystarczą do przekształcenia nieliniowych równań do układu

w postaci Popova. Kontynuacją artykułu [C8] jest praca [A13], która porusza problem trans-

formacji nieliniowych układów dyskretnych, opisanych przez uwikłane równania różnicowe

wyższych rzędów, w silną postać wierszowo zredukowaną. Pokazaliśmy, że czasami rów-

nania w postaci wierszowo zredukowanej mogą zawierać przesunięcia wyższych zmiennych

wyjściowych niż odpowiadające im stopnie wiersza. Oznacza to, że na ogół liniowe transfor-

macje nie wystarczają do przekształcenia równań do postaci silnie wierszowo zredukowanej.
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Dlatego w artykule [A13] zbadano możliwość wykorzystania lokalnych nieliniowych trans-

formacji w celu zredukowania rzędu układu. Zaproponowaliśmy konstruktywny algorytm,

w którym zbiór równań wejście-wyjście przekształcamy do postaci silnie wierszowo zredu-

kowanej. W ostatnio opublikowanym artykule [A3] zastosowaliśmy te same narzędzia co w

pracach [66,A13] do przekształcenia układu równań do układu będącego w (silnej) postaci

Popova. Artykuł [A3] jest rozszerzeniem artykułu konferencyjnego [C8]. W artykule tym

poprawiony został algorytm przekształcania układów do postaci Popova, skonstruowany

został zbiór nierówności, zapewniający to, że niektóre wyrażenia są niezerowe. Ponadto po-

równaliśmy postać Popova i silną postać Popova oraz dodaliśmy algorytm przekształcający

zbiór równań wejście-wyjście do silnej postaci Popova. Opracowaliśmy przykłady ilustrujące

prezentowane wyniki.

Innym problemem pojawiającym się w teorii układów sterowania jest problem odwra-

calności układów. W przypadku układów w przestrzeni stanów problem ten został omó-

wiony w pracy [H1] wchodzącej w skład osiągnięcia naukowego. Ponieważ nie wszystkie

układy sterowania można opisać w przestrzeni stanów, więc pojawia się pytanie o odwra-

calność układów wejście-wyjście. W naszych dotychczasowych badaniach ograniczyliśmy

się do układów wejście-wyjście z czasem dyskretnym będących w postaci Popova (algorytm

przekształcania zbioru nieliniowych równań różnicowych wejście-wyjście do postaci Popova

podany został w [A2]). Praca [A3] dotyczy zastosowania postaci Popova układu równań

różnicowych wiążących wejście i wyjście do konstrukcji prawej i lewej odwrotności ukła-

du. W pracy tej zdefiniowaliśmy pojęcia prawego i lewego układu odwrotnego. Rozumiemy

przez to układ podobnego typu co dany układ, który albo odtwarza wyjście dla dowolnego

wejścia w przypadku prawej odwrotności, albo odtwarza wejście w sposób jednoznaczny dla

zadanego wyjścia układu w przypadku lewej odwrotności. Główne wyniki dotyczyły charak-

teryzacji prawej i lewej odwracalności, czyli istnienia prawej i lewej odwrotności zadanego

układu. Z układem tym, po przejściu do różniczek, związane są dwie macierze nad pew-

nym pierścieniem wielomianów. Druga z tych macierzy, odpowiadająca różniczce wejścia,

pozwala sformułować warunki konieczne i wystarczające na prawą i lewą odwracalność. Dla

prawej odwracalności rząd tej macierzy powinien być równy liczbie zmiennych wyjścia, a

dla lewej odwracalności rząd macierzy powinien być równy liczbie zmiennych wejścia.

5.5 Uogólnione pochodne na skalach czasowych

Dla funkcji określonych na skalach czasowych rachunek różniczkowy bazuje na pojęciach

delta- i nabla-pochodnych, które dla skali czasowej R zachowują się jak zwykła pochodna.

Wiadomo, że istnieją uogólnione pochodne zapewniające różniczkowalność odwzorowań,

które nie są różniczkowalne w sensie klasycznym. Jedną z takich pochodnych jest kontyngen-

sowa epipochodna wprowadzonej przez [67] dla odwzorowań wielowartościowych. Wspólnie

z dr hab. Dorotą Mozyrską oraz dr Ewą Girejko w pracy [A28] wprowadziliśmy kontyngen-

sową epipochodną funkcji określonych na skali czasowej. Podałyśmy relacje między pochod-

nymi dynamiczymi typu nabla, delta a kontyngensową epipochodną funkcji określonych na

skalach czasowych. Używając kontyngensowej epipochodnej scharakteryzowałyśmy funkcje

określone na skalach czasowych.

Kluczową rolę w różnych dziedzinach nauki i inżynierii odgrywają funkcje wypukłe. Są

one na przykład wykorzystywane przy badaniu podróżniczkowalności funkcji. Bazując na
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tym, że własność wypukłości funkcji można uogólnić i zdefiniować dla funkcji określonych

na dowolnych skalach czasowych, wspólnie z dr hab. Dorotą Mozyrską oraz dr Ewą Gi-

rejko zbadałyśmy własności funkcji wypukłych i wyniki nasze omówiłyśmy w pracy [A26].

Sformułowałyśmy definicję podróżniczki na skalach czasowych i pokazałyśmy zależność po-

dróżniczkowalności funkcji od jej wypukłości. W artykule [A26] omówiłyśmy również relacje

miedzy pochodnymi dynamicznymi, do których zaliczyłyśmy pochodne delta, nabla i dia-

mentową pochodną, a podróżniczkami funkcji wypukłych.

5.6 Badanie własności układów niecałkowitych rzędów

Innym obszarem moich badań są układy z pochodną lub operatorem różnicowym nie-

całkowitego rzędu typu Caputo, Riemanna-Liouville’a oraz Grünwalda-Letnikova. Badania

te prowadzę wspólnie z dr Ewą Girejko, dr hab. Dorotą Mozyrską oraz dr hab. Ewą Pawłu-

szewicz od 2010 roku. Prace [A9,A14,A16,A17,A20,B3–B11,C7,C9,C10,C13] są wynikami

związanymi z realizacją projektu badawczego NCN „Własności h-różnicowych układów ste-

rowania niecałkowitego rzędu”.

Rozwój rachunku ułamkowego/niecałkowitego rzędu został zapoczątkowany przez G.W.

Leibniza (w roku 1695) oraz L. Eulera (w roku 1738), [68]. W XIX wieku rachunkiem niecał-

kowitego rzędu zajmowały się między innymi takie osoby jak P.S. Laplace, S. F. Lacroix, J.

B. J. Fourier, N. H. Abel, J. Liouville, A. K. Grünwald, A. V. Letnikov, G. F. B. Riemann,

H. Laurent, J. Hadamard. W drugiej połowie XX wieku pojawiły się następujące monogra-

fie [69–72], zaś na początku XXI wieku rachunek niecałkowitego rzędu znalazł zastosowanie

w modelowaniu i rozwiązywaniu problemów praktycznych. Rezultaty badań z zakresu ra-

chunku niecałkowitego rzędu można znaleźć na przykład w publikacjach [73–86]. Układy

sterowania niecałkowitych rzędów stały się ważnym narzędziem w modelowaniu procesów.

Modele wykorzystujące różnice niecałkowitych rzędów pojawiły się w teorii sterowania mię-

dzy innymi w pracach: [68, 78, 85, 87–98].

5.6.1 Rozwiązania układów różnicowych niecałkowitych rzędów i ich stabilność

Opracowanie podstawowych własności operatorów dyskretnych niecałkowitego rzędu

można znaleźć na przykład w pracach [69, 99]. W pracy [B10] porównałyśmy h-różnicowe

operatory typu: Caputo, Riemanna-Liouville’a oraz Grünwalda-Letnikova. Podanie zależ-

ności między operatorami typu Riemanna-Liouville’a i Grünwalda-Letnikova, pozwoliło

pokazać równoważność obu operatorów. Zatem teoria wypracowana dla operatora typu

Riemanna-Liouville’a zachodzi również dla operatora typu Grünwalda-Letnikova. W związ-

ku z tym w naszych dalszych badaniach ograniczyłyśmy się do dwóch operatorów miano-

wicie typu Caputo oraz Riemanna-Liouville’a. W pracy [A20] badałyśmy zachowanie się

rozwiązań układów z sekwencyjnym operatorem różnicy typu Caputo z krokiem h. Po-

dałyśmy wzory rekurencyjne na jednoznaczne rozwiązania zagadnień początkowych dla

rozważanych układów liniowych i semiliniowych. Ponadto sformułowałyśmy warunek wy-

starczający dodatniości rozważanych układów. Układy z uogólnionymi dwuskładnikowymi

różnicami niecałkowitego rzędu były badane w [B9]. Poprzez wybór określonego jądra ope-

ratory te można zredukować do standardowych całek i pochodnych niecałkowitego rzędu.

W [B9] zbadałyśmy istnienie rozwiązań zagadnień początkowych dla takich układów.
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Ważnym aspektem symulacji wielu procesów fizycznych jest aproksymacja rozwiązań

układów z czasem ciągłym za pomocą układów z czasem dyskretnym. W pracy [A19] omó-

wiony został problem przybliżeń rozwiązań zagadnień początkowych dla układów niecałko-

witych rzędów z czasem ciągłym przez rozwiązania zagadnień początkowych dla układów

z czasem dyskretnym. W [A19] zaprezentowano metodę opartą na przybliżeniu pochodnej

typu Caputo poprzez h-różnicowy operator typu Caputo wprowadzony w [99].

W naukach technicznych, w których korzysta się z liniowych równań różnicowych, pod-

stawowe charakterystyki układów fizycznych opisywane są w języku Z-transformaty. Prze-

kształcenie Z jest wygodnym narzędziem badania rozwiązań liniowych równań różnicowych.

Wykorzystując klasyczną Z-transformatę w artykułach konferencyjnych [C9, C10], które

były prezentowane na konferencji International Conference on Fractional Differentiation

and Its Applications FDA’2014, podałyśmy wzory na rozwiązania zagadnień początkowych

dla liniowych układów niecałkowitych rzędów z różnicami typu Caputo oraz Riemanna-

Liouville’a. Wykorzystując transformatę Z w pracy [B6] badałyśmy rozwiązania zagadnień

początkowych dla liniowych i semiliniowych równań z dodatnimi różnicami typu Caputo

oraz Riemanna-Liouville’a. Zdefiniowałyśmy dyskretną wersję funkcji Mittaga-Lefflera bę-

dącej odpowiednikiem eksponenty dyskretnej ułamkowego rzędu i udowodniłyśmy, że przy

niektórych wartościach parametrów funkcja ta jest funkcją własną liniowego równania różni-

cowego z operatorem różnicy typu Caputo lub Riemanna-Liouville’a z rzędem α ∈ (q−1, q],

gdzie q ∈ N. Funkcja ta została użyta do podania wzorów na rozwiązania zagadnień po-

czątkowych dla rozważanych układów. Również w pracy [B3] metoda przekształcenia Z

została wykorzystana do wyznaczenia rozwiązań liniowych układów z sekwencyjną różnicą

typu Caputo.

Uogólnieniem artykułów [C9,C10] jest praca [A17], w której podane zostały rozwiąza-

nia zagadnień początkowych dla liniowych układów niecałkowitych rzędów z operatorami

typu Caputo, Riemanna-Liouville’a oraz Grünwalda-Letnikova. W [A17] podałyśmy wzór

na obraz uogólnionej funkcji Mittaga-Lefflera. Ponadto wykorzystując użyteczność trans-

formaty Z przy określaniu warunków stabilności rozwiązań liniowych układów różnicowych

podałyśmy warunki stabilności układów liniowych niecałkowitych rzędów z wymieniony-

mi wyżej operatorami. Problem stabilności liniowych układów z niecałkowitymi dodatnimi

rzędami typu Grünwalda-Letnikova został zbadany w artykule [B4], zaś stabilność układów

typu Caputo oraz Riemanna-Liouville’a była analizowana w artykule [C5]. W obu arty-

kułach [B4,C5] po przekształceniu układu z niecałkowitymi rzędami dodatnimi do układu

z wieloma rzędami, w których rzędy poszczególnych operatorów są z przedziału (0, 1] po-

dałyśmy warunki gwarantujące asymptotyczną stabilność rozwiązań rozważanych układów

bazując na przekształceniu Z, które okazało się być efektywnym sposobem badania stabil-

ności układów liniowych niecałkowitych rzędów. W pracy [B1] używając Z-transformaty

podałyśmy warunki na asymptotyczną stabilność liniowych układów h-różnicowych nie-

całkowitego rzędu z operatorem typu Grünwalda-Letnikova. Warunki te pokazują jakie

zależności muszą spełniać wyrazy macierzy, aby układ był asymptotycznie stabilny.

Z uwagi na brak interpretacji geometrycznej pochodnych niecałkowitych rzędów trudno

jest znaleźć odpowiednie narzędzia umożliwiające analizę stabilności równań niecałkowi-

tych rzędów. W [B7] zaproponowałyśmy definicję stabilności Mittaga-Lefflera nieliniowych

układów z różnicami niecałkowitych rzędów typu Caputo oraz Riemanna-Liouville’a. Sfor-
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mułowałyśmy i udowodniłyśmy warunek, który gwarantuje stabilność Mittaga-Lefflera roz-

wiązań zagadnień początkowych dla tych układów.

W przypadku układów nieliniowych analiza dynamiki układów niecałkowitych rzędów z

matematycznego punktu widzenia jest zagadnieniem złożonym i często także niejednoznacz-

nym podobnie jak w przypadku układów z całkowitymi rzędami. Wyznaczanie na przykład

obszaru stabilności za pomocą funkcji Lapunowa wymaga bardzo skomplikowanych obli-

czeń, patrz [100,101,A16]. W pracy [A16] podane zostały warunki wystarczające stabilności

asymptotycznej układów z operatorami różnicy typu Riemanna-Liouville’a i Caputo. Po-

nadto pokazałyśmy, że do badania stabilności nieliniowych układów niecałkowitych rzędów

można użyć metody Lapunowa, którą zastosowałyśmy również w pracy [B11] do badania

stabilności układów różnicowych typu Caputo z dwoma niecałkowitymi rzędami. Bazując w

głównej mierze na eksperymentach numerycznych w artykule konferencyjnym [C13], który

referowałam na konferencji 6th Workshop on Fractional Differentiation and Its Applications

- 2013 IFAC Joint Conference SSSC, pokazałyśmy w jaki sposób bezpośrednią metodę Lapu-

nowa można zastosować do badania stabilności układów nieuatonomicznych z nabla różnicą

typu Caputo.

Ogólnie znanym zagadnieniem jest określenie obszaru stabilności poprzez analizę war-

tości własnych macierzy przybliżenia liniowego. Jest to pierwszy krok w analizie stabilno-

ści układu nieliniowego. Następnym krokiem jest stabilizacja układów nieliniowych niecał-

kowitych rzędów. Linearyzacja oraz badanie problemu stabilności układów przez liniową

aproksymację omówione zostały w [A10]. Pokazaliśmy, że stabilność układów niecałkowi-

tych rzędów można zbadać stosując metodę linearyzacji poprzez rozwinięcie w szereg Tay-

lora wokół punktu równowagi, która nie wymaga złożonych przekształceń, jednak stanowi

dokładne przybliżenie jedynie w bliskim sąsiedztwie punktu równowagi. Linearyzacja nieli-

niowych układów niecałkowitych rzędów przedstawiona w pracy [A10] została wykorzystana

do sformułowania warunków, które gwarantują lokalną asymptotyczną stabilność nielinio-

wych układów różnicowych. Wykorzystując fakt, że pochodne niecałkowitego rzędu można

przybliżać niecałkowitą h-różnicą pokazany został związek między stabilnością nieliniowych

układów różniczkowych niecałkowitych rzędów oraz stabilnością liniowych układów z nie-

całkowitymi operatorami h-różnicowymi.

5.6.2 Stabilność układów liniowych z operatorami Grünwalda-Letnikova i Ca-

puto typu splotowego

Ponieważ operator Grünwalda-Letnikova jest najczęściej stosowanym operatorem, więc

stosując ten operator wspólnie z dr hab. Dorotą Mozyrską oraz profesorem Piotrem Ostal-

czykiem rozpoczęłam badania związane z realizacją projektu badawczego NCN „Dyskretne

sterowanie typu PID zmiennych niecałkowitych rzędów”. Nasze badania rozpoczęliśmy od

zbadania problemu stabilności dla układów i równań liniowych dyskretnych z operatorem

niecałkowitego rzędu (o stałej funkcji rzędu) typu Grünwalda-Letnikova z opóźnieniem w

dziedzinie czasu. Otrzymane wyniki zawarliśmy w pracy [A6] analizując równania i układy

liniowe z kilkoma opóźnieniami. Własność stabilności rozważanych układów została zba-

dana za pomocą Z-transformaty. Podaliśmy warunki wystarczające asymptotycznej sta-

bilności dla układów z jednym opóźnieniem o konkretną liczbę kroków k0. Sformułowane

warunki dotyczą określenia własności odpowiedniego położenia wartości własnych macierzy
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definiujących dany liniowy układ różnicowy. W pracy podaliśmy liczne przykłady graficz-

ne obszarów położenia wartości własnych zapewniających stabilność układu. W tym celu

dokonaliśmy implementacji numerycznych w programie Maple.

Dyskusja i rozwiązanie problemu stabilności dla układów i równań liniowych dyskret-

nych z operatorem typu splotowego niecałkowitego rzędu typu Grünwalda-Letnikova ze

zmienną funkcją rzędu (variable-, fractional-order) przeprowadziłyśmy w pracy [A1]. Do

rozwiązania problemu użyłyśmy transformaty Z, przyjmując za podstawę obraz koła jed-

nostkowego. Podałyśmy i udowodniłyśmy warunki gwarantujące stabilność rozwiązań ukła-

du liniowego i równania skalarnego oraz warunek na niestabilność układu. W podanych

warunkach pojawiły się nieskończone szeregi zespolone. Prezentowane w pracy z wysoką

dokładnością granice obszarów stabilności zostały wyznaczone na podstawie obliczeń zwią-

zanych ze skończoną sumą. Uzyskane wyniki dotyczą funkcji rzędu nie tylko z zakresem

wartości z przedziału (0,1] lub monotonicznej. Wynik podstawowy jest na tyle ogólny, iż

można go stosować do dowolnie zadanych funkcji rzędu. Podobnie jak w pracy [A6] na

przykładach zilustrowałyśmy obszary położenia wartości własnych zapewniających stabil-

ność układu.

Ponieważ w przypadku liniowych układów z operatorem Grünwalda-Letnikova otrzymu-

jemy tylko zerowe punkty równowagi, a układy z operatorem Caputo dopuszczają niezerowe

stany równowagi, więc nasze aktualne badania są skoncentrowane na zbadaniu problemu

stabilności dla układów liniowych z czasem dyskretnym z operatorem niecałkowitego ze

zmienną funkcją rzędu typu Caputo, patrz [C1,C2].

Innym problemem pojawiającym się w teorii sterowania jest obserwowalność i stero-

walność. Zagadnienia te dla liniowych układów niecałkowitych rzędów z operatorem typu

Caputo zostały omówione w [A14]. Liniowe układy równań h-różnicowych z dwoma niecał-

kowitymi rzędami z operatorem typu Caputo zostały zbadane w artykule [B8]. Pokazałyśmy

w jakich sytuacjach mogą pojawić się takie układy. Zwróciłyśmy uwagę na to, w jaki spo-

sób stan początkowy jednego z układów wpływa na rząd następnego układu. Omówiłyśmy

problem sterowalności i obserwowalności tego typu układów. W przypadku nieliniowych

układów niecałkowitych rzędów w [A9] zbadałyśmy lokalną obserwowalność i sterowalność

tych układów bazując na ich linearyzacji.

Problem stabilizacji liniowego układu sterowania ułamkowego rzędu z operatorem h-

różnicowym typu Grünwalda-Letnikova został omówiony w artykule konferencyjnym [C7].

Wykorzystując przekształcenie Z podałyśmy warunek konieczny i wystarczający stabilizacji

liniowego wieloparametrowego układu sterowania z h-różnicą Grünwalda-Letnikova poprzez

liniowe sprzężenie zwrotne od stanu. Warunek ten jest związany z położeniem pierwiastków

równania charakterystycznego związanego z danym układem.

Problem estymacji nieznanego stanu układu na podstawie wejść i wyjść został zbadany

w pracy [A8]. Jest on związany z konstrukcją obserwatora dla liniowych układów niecałko-

witych rzędów z różnicami typu Riemanna-Liouville’a oraz Grünwalda-Letnikova. Bazując

na Z-transformacie podałam warunek wystarczający istnienia obserwatora niecałkowitego

rzędu dla prezentowanych liniowych układów różnicowych.
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5.6.3 Problem drożności rozwiązań układów niecałkowitych rzędów

Analizując układy z operatorami niecałkowitego rzędu badałyśmy problem drożno-

ści rozwiązań tych układów. Wspólnie z dr Ewą Girejko i dr hab. Dorotą Mozyrską w

pracach [A23,A24] sformułowałyśmy i udowodniłyśmy warunki drożności rozwiązań nieli-

niowych układów niecałkowitego rzędu z operatorami Riemanna-Liouville’a oraz Caputo.

Warunek wystarczający drożności rozwiązań układu równań różniczkowych niecałkowite-

go rzędu z pochodną typu Caputo nie został poprawnie udowodniony, gdyż w dowodzie

twierdzenia 9 w artykule [A24, Theorem 9] pominęłyśmy składnik związany z warunkiem

styczności, co zostało zauważone i poprawione przez O. Carja, T. Doncheva, M. Rafaqat i

R. Ahmeda w artykule [102]. W pracy [A15] podałyśmy warunek konieczny drożności roz-

wiązań układów niecałkowitego rzędu z pochodną Caputo. Zależność między operatorami

Caputo i Riemanna-Liouville’a pozwoliła zbadać problem drożności z tzw. pamięcią (memo-

viability). Ponieważ zauważyłyśmy, że warunki wystarczające drożności podane w [A15]

opierają się na wynikach pracy [A24], więc stwierdzenie 16 i wniosek 18 w [A15, Propo-

sition 16, Corollary 18] należałoby zmodyfikować opierając się na wynikach pracy [102].

Możliwość aproksymacji rozwiązań układu z czasem ciągłym przez rozwiązania układu z

czasem dyskretnym [A19] umożliwiła zbadanie problemu drożności rozwiązań układów róż-

nicowych niecałkowitych rzędów. W artykule [B5] sformułowałyśmy warunki wystarczające

na istnienie drożnych rozwiązań układów różnicowych niecałkowitych rzędów poprzez wa-

runki istnienia takich rozwiązań dla układów z czasem ciągłym.

5.7 Konsensus dla układów wieloagentowych

Publikacje [A4, A5, A7, A11, B2, C3, C4, C6] są wynikami badań związanych z realiza-

cją projektu NCN „Konsensus w systemach dynamicznych niecałkowitego rzędu oraz w

systemach na skalach czasowych”. Mówiąc o konsensusie musimy wyobrazić sobie grupę

osób/ekspertów, którzy musza działać razem jako zespół lub komisja. Każdy z ekspertów

ma swoje zdanie, ale jest gotów do współpracy oraz do zmiany opinii pod wpływem interak-

cji z innymi ekspertami/sąsiadami. Dojście do konsensusu (porozumienia) jest jednym ze

zjawisk pojawiających się w grupach tzw. agentów będących ze sobą w interakcji. Mówimy

wówczas o dynamice opinii. W obszarze dynamiki opinii można wyróżnić model wprowadzo-

ny przez Ulricha Krausego [103] znany również jako model Hegelsmanna–Krausego [104,105]

oraz model Cuckera-Smale’a [106]. W pracach [A4,A5,A7,A11,B2,C3,C4,C6] zbadałyśmy

układy wieloagenetowe, w których agenci/eksperci współdziałają zgodnie z pewnymi usta-

lonymi regułami. Konsensus w modelach niecałkowitego rzędu z czasem dyskretnym typu

Krausego czy Hegselmanna–Krausego został zbadany w pracy [A11]. Wspólnie z dr hab.

Dorotą Mozyrską podałyśmy opis własności modeli typu Hegselmanna–Krausego z operato-

rem niecałkowitego rzędu z czasem dyskretnym. Użyłyśmy najczęściej stosowanego operato-

ra niecałkowitego rzędu typu Grünwalda-Letnikova. Wprowadziłyśmy definicję konsensusu

z liderami. Podałyśmy i udowodniłyśmy warunek konieczny osiągania pojedynczego con-

sensusu w układzie o dowolnej skończonej liczbie agentów. W celu lepszego zilustrowania

przebiegów konsensusu zdefiniowanego jako zbieżność wzdłuż trajektorii, zastosowałyśmy

normalizację wektorów w każdym kroku, dzieląc wartość opinii przez najwyższą opinię w

danym kroku. Dokonałyśmy analizy twierdzenia dotyczącego zbieżności w klastrach dowo-
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dząc odpowiedniego twierdzenia.

Praca [B2] dotyczy problemu konsensusu w modelu niecałkowitego rzędu z czasem cią-

głym typu Hegselmanna–Krausego. W badanym układzie interakcje między agentami zdefi-

niowane są tak, jak w przypadku modelu Hegselmanna–Krausego, ale wzbogacone poprzez

pamięć, którą wnosi operator niecałkowitego rzędu zastosowany do lewej strony układu.

Zaproponowana postać układu, w zależności od rzędu równania, daje możliwość badania

ciągłej bądź dyskretnej wersji modelu.

W pracy [A7] zbadałyśmy dwa modele: model rzędu pierwszego (typu odpowiadającego

modelowi Krausego) i model rzędu drugiego (typu odpowiadającego modelowi Cuckera-

Smale’a), oba z czasem dyskretnym. W równaniach na położenie i prędkość wprowadziły-

śmy pamięć poprzez użycie po lewej stronie układu dyskretnego operatora niecałkowitego

rzędu Grünwalda-Letnikova. Zaproponowałyśmy sterowanie dla którego zachodzi konsensus

z liderem. Podstawą do badań była analiza stabilności układu uzyskanego po odpowiedniej

transformacji zmiennych, co odpowiada warunkom zapewniającym pojawienie się konsen-

susu z liderem w obu układach. Z uwagi na ten fakt rozwiązania opracowanych modeli nie

zbiegają do stałych wartości, a dążą do nieskończoności zgodnie z trajektorią wskazanego

lidera. Symulacje numeryczne wykonane w programie Maple pozwoliły potwierdzić, że wy-

brany model jest właściwy i otrzymujemy zbieżność do zachowań lidera dla każdego rzędu

z przedziału [0, 1]. Główna praca została podzielona na dwie części: badania nad układa-

mi z tzw. pojedynczym sumatorem (odpowiednik pierwszego rzędu) oraz na badania nad

podwójnym sumatorem (odpowiednik drugiego rzędu). Zaprezentowane w pracy przykła-

dy i przeprowadzone symulacje komputerowe potwierdzają otrzymane wyniki i pokazują

efektywność otrzymanych warunków gwarantujących konsensus. Rozszerzeniem wyników

podanych w [A7] jest praca [A5], w której przeprowadziłyśmy podobne badania. Bazu-

jąc na warunkach podanych w [A6] związanych z asymptotyczną stabilnością dyskretnych

liniowych układów z opóźnieniem w pracy [A5] zbadaliśmy konsensus z liderem w przy-

padku, gdy stan lidera jest dostępny tylko dla wybranych agentów (w przykładach lider

ma wpływ na jednego agenta). Sformułowałyśmy i udowodniłyśmy warunki osiągania kon-

sensusu oraz przeprowadziłyśmy analizę numeryczną dla przykładu z sześcioma agentami.

W pracy [A5] pamięć została wprowadzona do układu nie tylko przez wzięcie operatora

Grünwalda-Letnikova z czasem dyskretnym niecałkowitego rzędu po lewej stronie równań

opisujących model, ale również przez uwzględnienie dowolnego opóźnienia w układzie.

Symulacje numeryczne modelu typu Cuckera-Smale’a z czasem ciągłym przeprowadzo-

no w pracach [A4,C3,C4,C6]. Ponieważ pierwsze równanie wiąże ze sobą drogę i prędkość

agentów, więc opisane jest układem różniczkowym zwyczajnym. Operator różniczkowy nie-

całkowitego rzędu Grünwalda-Letnikova typu splotowego jest użyty po lewej stronie rów-

nań opisujących dynamikę prędkości. W związku z tym pamięć wprowadzona zostaje tutaj

tylko w równaniach związanych z prędkością. Aczkolwiek, możliwe jest wprowadzenie pa-

mięci również do pierwszego równania. Podstawą do badań jest analiza asymptotycznej

stabilności nieliniowego układu opisującego zachowanie się różnic stanów i prędkości po-

szczególnych agentów. Dokonanie linearyzacji umożliwiło wyznaczenie wartości własnych

macierzy związanej z układem zlinearyzowanym. W rezultacie możliwe było sformułowa-

nie warunków wystarczających na lokalną asymptotyczną stabilność nieliniowego układu

wyjściowego. Otrzymane oszacowania na parametr H są bardzo silne, ale dają warunek
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wyjściowy do analizy numerycznej. Przedstawiłyśmy przykłady trajektorii prędkości odpo-

wiadające różnym rzędom oraz różnym wartościom parametru H . Przeprowadzona analiza

dotyczy przybliżeń układów z czasem ciągłym za pomocą odpowiednich układów z czasem

dyskretnym. W pracach [C4,C6] badane są modele z dwoma agentami, w których niecałko-

wity rząd pojawiający się w równaniach związanych z prędkością był w [C6] stały, zaś w [C4]

funkcja rzędu zmieniała się w czasie. Podobnie zmienna funkcja rzędu została zastosowana

do modelu w pracy [C3], a stała w [A4].

Obecnie badamy modele z operatorem typu Caputo. Modele te wydają się być ciekawsze

ze względu na to, że układy z operatorem Caputo dopuszczają niezerowe stany równowa-

gi. Dodatkowo planujemy uwzględnić fakt, że agenci poruszają się w R3, w ten sposób

otrzymujemy model, który naszym zdaniem jest bardziej realistyczny.

W swojej pracy badawczej zajmowałam się także tematyką dotyczącą aproksymacji,

interpolacji i modelowania danych spektroradiometrycznych z pomiarów LEDów, [A29,A30,

B13]
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