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Omdéwienie rozprawy:

Kolorowanie i etykietowanie L(2, 1) graféw oraz plaszczyzny

Wsiep

Przedstawiana rozprawa dotyczy kolorowania graféw réznych modeli oraz szczegdlnych klas
graféw. Rozwazane modele to klasyczne, utamkowe, cyrkularne oraz etykietowanie L(2, 1). Do
gléwnych wynikéw rozprawy naleza:

A. Algorytmy dokiadne wyznaczajace optymalne L(2, 1)-etykietowanie graféw. Zlozonosci
przedstawionych algorytméw zostaly wyznaczone dzigki ograniczeniom na maksymalne
liczby szczegdlnych struktur kombinatorycznych w grafach.

B. Ograniczenia na utamkows oraz cyrkularng liczbe chromatyczng plaszezyzny - czgsciowe
rozwigzania szczegoinych wersji problemu Hadwigera-Nelsona.

C. Algorytmy on-line do kolorowania oraz etykietowania L(2,1) grafow przecigé dyskéw
jednostkowych, Algorytmy te bazuja na kolorowaniach ptaszczyzny.

Kolorowanie grafow jest fascynujacy i wazng dziedzing matematyki zaréwno ze wzgledu na
zagadnienia teoretyczne, jak i liczne zastosowania, w szczegolnosci graféw definiowanych geo-
metrycznie [103]. Swdj poczatek bierze w stynnym problemie czierech koloréw, czyli pytaniu,
czy kazdg mape polityczna mozna pokolorowaé czterema kolorami, tak aby sgsiadujace panstwa
byly pokolorowane réznymi kolorami [90, 101]. Problem ten swoje pozytywne rozwiazanic zna-
lazl po ponad stu latach dzigki pracy Appela i Hakena [2, 3]. Jednak jest to rozwigzanie nie



dla wszystkich satysfakcjonujace, poniewaz dowdd, iz cztery kolory wystarczaja, silnie bazo-
wal na obliczeniach komputera. Mimo, Ze pojawialy si¢ kolejne dowody {np. [115]), to jednak
wszystkie, choé w mnigjszym stopniu, bazujg na obliczeniach komputera i do dzi§ nie znamy
Hdzkiego™ dowodu twierdzenia o czterech kolorach.

Kolorowanie graféw ma liczne zastosowania praktyczne. Klasycznym zastosowaniem jest
podziat zasobdw lub zadai w sytuacji, gdy wystepuja ograniczenia na mozliwo$¢ korzystania
z zasobow lub wykonywania par zadan jednoczes$nie. W praktyce chcemy skutecznie 1 szyb-
ko pokolorowac wiele konkretnych graféw. Stad potrzeba efektywnych algorytmow kolorujg-
cych grafy. Problem, czy dany graf jest k-kolorowalny dla & > 3 jest problemem NP-zupetnym
[88, 49]. Problem 3-kolorowalnoéci 4-regularnych graféw planarnych réwniez jest NP-zupelny
[29]. Nawet aproksymacja liczby chromatycznej (czyli najmniejszej liczby % takiej, ze dany graf
jest k-kolorowalny) z doktadnoscig O{n' ¢} dla dowolnego & > 0 jest problemem NP-trudnym
[137]. Najlepszy znany obecnie wielomianowy algorytm aproksymacyjny oblicza liczbg chro-
matyczng z doktadnoscia O(n(loglogn)?/ log® n) [62).

Sprawdzenie k-kolorowalnodci grafu metods petnego przegladu ma ztozono$¢ czasowg O*(n
(przy wielomianowej zlozono$ci pamigciowej), a wyznaczenie liczby chromatycznej ma ztozo-
nosé czasowy O*(n™). Przez O (g(n)) oznaczamy klase funkcji f(n) takich, ze istnieje wielo-
mian p(n) taki ze f(n) < p{n)g(n). Picrwszy nictrywialny algorytm wyznaczajacy liczbe chro-
matyczng opublikowal Chistofides [23]. Algorytm ten dziala w pamigci wielomianowej i ma
zlozono$¢ czasowq O*(nl). Lawler [102] przedstawit algorytm znajdujgey liczbe chromatyczng
grafu w oparciu o algorytm Christofidesa i programowanie dynamiczne. Jest to algorytm o zto-
zonosci pamigciowej O*(2”) i ztozonosci czasowej O*((1 + /3)")) = 0*(2.4423"). Ztozono§é
czasowa wynika z ograniczenia na maksymalng liczbg par rozigcznych zbioréw wierzchotkéw
w grafie, takich Ze pierwszy zbidr jest maksymalnym zbiorem niezaleznym. Algorytm ten zostal
poprawiony przez Eppsteina [36] i Byskova [17]. Oba te algorytmy mialy ztozono$¢ pamigcio-
wg O*(2"), a czasowg odpowiednio O*(2.4151™) 1 O*(2.4023™). W obu przypadkach zlozonosé
wynikata 7 czasu potrzebnego na weryfikacje odpowiednio 3- oraz 4-kolorowainosci wszystkich
podgraféw oraz z liczby par zbioréw, w tym maksymalnego zbioru niezaleznego, ale z dodat-
kowymi ograniczeniami na licznosci zbioréw. Eppstein pokazal, Ze maksymalnych zbioréw nie-
zaleznych licznodei k& w grafic jest co najwyzej 34°-"4™¥ natomiast Byskov, ze jest ich nie
wigeej niz [n/k|I/EIRDE= (1 fE Ly /RIR W czasie O0F(1.3289™) mozna zweryfikowad
3-kolorowalno$¢ grafu {35, 8], a 4-kolorowalnos¢ w czasie O*(1.7504™) [17]. Pierwszym algo-
rytmem, o wielomianowej ziozonosci pamigciowej, znajdujacym liczbe chromatyczng w czasie
O*(c™), gdzie ¢ jest stala, jest algorytm Bodlaendera i Kratscha [12]. Jego ztozono$é czasowa
wynosi (O (5.2830™).

Przetomowy wynik zostal osiaggniety przez Bjorklunda, Hulfeltda 1 Koivisto [10] dzigki za-
stosowaniu zasady wiaczeit i wylaczen. Autorzy [10] podali dwa algorytmy znajdujace liczbe
chromatyczng, pierwszy o zlozono$ci czasowej (*(2™) przy zlozonodcei pamigciowej O*(2%),
drugi o zlozono$ci czasowej O7(2.2461") przy wielomianowej ztozonodci pamigciowej. Do-
ktadniej udowodnili, ze liczbe chromatyczng grafu mozna wyznaczyé w czasie O*((1 + ¢))
i pamigci wiclomianowej, je§li wykorzysta si¢ algorytm zliczajgcy zbiory niezalezne w grafie w
czasie O*(c") 1 pamigci wiclomianowej. Obecnie najszybszym algorytmem zliczajgcym zbiory
niezalezne jest algorytm Gaspersa i Lee [52], ktéry ma ztozono$¢ O*(1.2330™). Zatem liczbe
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chromatyczna mozna wyznaczy¢ w pamigel wiclomianowej w czasie O*(2.2330™). Algorytm o
wykladniczej ztozonosci pamieciowej [10] zostai poprawiony dla graféw o ograniczonym stop-
niu [9] i ma ztozono$é czasowa O*{(28+F — A — 1)¥/(8+1) gdzie A oznacza ograniczenie na
maksymalny stopiet w grafie.

W praktycznych zastosowaniach bardzo czesto nalezy uwzgledni¢ dodatkowe zalozenia lub
modyfikacje, co doprowadzito do powstania wielu réznych modeli kolorowania graféw. Przeglad
modeli mozna znaleZé w ksiazkach Graph coloring problems autorstwa Jensena 1 Tofta [74] oraz
Graph colorings pod redakcig Kubalego [101].

Kolorowanie graféw, z dodatkowymi ograniczeniami, jest szczegdlnie uzyteczne w zagad-
nieniach zwiazanych z telekomunikacja, zwlaszcza dotyczacych przydziatu czgstotliwodci w sie-
ciach radiowych [6, 61, 130]. Jednym z pierwszych modeli kolorowania opisujacym przydzial
czestotliwodcei byl model przedstawiony przez Hale’a [61] pod nazwa problem przydziatu kana-
16w (ang. channel assignment problem). Danymi wejsciowymi dla tego problemu jest graf (4,
funkcja wag krawedzi w : E{G) — {0,...,¢} dla pewnego ¢ € N oraz liczba 5 € N. Dla
takich danych szukamy odpowiedzi na pytanie, czy istnieje funkcja ¢ : V(G) — {1,...., B},
taka ze dla kazdej krawedzi grafu ww zachodzi c{u) — ¢(v)| = w(uv). Najmnicjsze 3, dla kto-
rego istnicje funkcja ¢ spetniajgca powyzszy warunek, nazywamy rozpigtoscig (ang. span) grafu
wazonego (G, w). W przypadku, gdy waga w wynosi dla kazdej krawedzi jeden, otrzymujemy
problem klasycznego kolorowania grafu, a rozpieto$é grafu w tym przypadku oznacza liczbg
chromatyczng grafu. McDiarmid i Reed udowodnili [107], ze problem przydzialu kanatéw jest
problemem NP-zupelnym, nawet w klasie graféw o szerokodci drzewiastej nie przekraczajace]
3. Krdl’ [97] skonstruowatl algorytm znajdujacy rozpieto$é grafu w czasie O(n(f + 2)"), gdzie
£ jest maksymalng waga krawedzi. Nowsze algorytmy Cygana i Kowalika [28] oraz Kowalika i
Socaty [96] dziatajg odpowiednio w czasie O ((£ + 1)") oraz O*((2v/¢ + 1)),

Szczegdlnym przypadkiem modelu przedstawionego problemu przydziatu kanatéw jest ety-
kietowanie typu L{py,...,ps). Dla danego grafu szukamy funkcji etykietujacej ¢ : V(G) —
{0,..., B}, takiej ze dla kazdego ¢ € {1,...,k} i dla kazdej pary wierzchotkéw u,v w odle-
glosci ¢ zachodzi {e{u) — ¢(v)| > p;. Poniewaz etykietowanie L(1) to klasyczne kolorowanie, a
etykietowanie L(1, 1) grafu G jest réwnowazne kolorowaniv kwadratu grafu G, to etykietowa-
nie 1{2,1) jest pierwszym wykraczajacym poza klasyczne kolorowanie przypadkiem sposréd
etykietowarl typu L{p1, py).

A. Etykietowanie (2, 1).

Prace nad etykietowaniem L (2, 1) rozpoczeli Griggs i Yeh [55]. Funkeje przypisujgcy wierzchot-
kom grafu liczby naturalne nazywamy etykietowaniem L(2, 1), jedli etykiety (kolory) sgsiednich
wierzcholkéw réznig sie co najmniej o dwa, a etykiety wierzchotkéw w odlegtodci dwa sq rézne.
Zauwazmy, ze kazdy zbidr wierzchotkdw w jednym kolorze stanowi zbior wierzchotkéw parami
odleglych o wigcej niz dwa, czyli zbidr niezalezny w kwadracie grafu. Takie zbiory nazywamy
2-upakowaniami. Ponadto zbiér wierzchotkéw w dowolnych dwéch kolejnych kolorach stanowi
zbidr niezalezny w grafic. Ten model motywowany jest zastosowaniami w telckomunikacji radio-
wej. Dwie kolejne czestotliwosci (reprezentowane tu jako liczby catkowite) mogg sig wzajemnie
zakloead, zatem, aby tego uniknaé, radiostacje bedace w bezpodrednim sasiedztwic otrzymu-
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ja nie tylko rdzne, ale réwniez nie kolejne czestotliwodcei. Ponadto moga wystapic¢ zaktdcenia
drugiego rodzaju w sytuacji, gdy dwie radiostacje nie potaczone bezpoSrednio maja wspdlnego
sasiada. Je$li beda nadawaé jednoczeénie na tej samej czestotliwoSci, to ich wspdlny sasiad od-
bierze sumg ich sygnaléw i nie bedzie w stanie rozdzieli¢ jej na dwa sygnalty pochodzace od réz-
nych nadawcdéw, tzn, nie odczyta Zadnej wiadomoS$ci. Aby tego problemu uniknal, zakiadamy,
ze wierzcholki w odlegloéci dwa w grafie polgczen maja rézne etykiety. Oczywiscie zalezy nam
na najmniejszej liczbie uzytych etykiet, a whadciwie na najwezszym zakresie etykiet. Formalnie:
réznice migdzy najwickszg a najmniejszg etykieta etykietowania L(2, 1) nazywamy rozpigtodcig
(ang. span) tego etykielowania, a minimum rozpigto$ci po wszystkich etykietowaniach L(2, 1)
danego grafu nazywamy rozpietoscia (2, 1) tego grafu (ozn. L(2, 1){G}). Griggs i Yeh [55] po-
kazali, ze problem wyznaczenia rozpigtodci L(2, 1) grafu jest problemem NP-zupetnym. Fiala i
inni [41] udowodnili, ze weryfikacja czy L(2, 1}(G) < & pozostaje problem NP-zupetnym dla
kazdego ustalonego & > 4 (dla & < 4 jest problemem wiclomianowym). Problem pozostaje
NP-zupelnym nawet dla graféw o szerokosci drzewiastej dwa [40]. Problem jest wielomianowy
dla drzew [22], a nawet powstal algorytm, ktéry znajduje rozpigtosé L(2, 1) dowolnego drze-
wa w czasie liniowym [63]. Wiecej informacji o etykietowaniu typu L{2, 1) mozna odnalezé w
pracach {18, 19, 42, 132]. Etykietowanie L(2, 1) nadal budzi duZe zainteresowanie badaczy z
powodu wcigz otwartej hipotezy postawionej przez Griggsa i Yeha [55]:

Hipoteza (Delta kwadrat). Dla dowolnego grafu G o maksymalnym stopniu co najmniej dwa

zachodzi
L2, 1)(G) < AG).

Griggs i Yeh [55] przez prosta analizg zachiannego algorytmu iteracyjnego pokazali, Ze roz-
pigto$é L(2, 1) grafu GG nigdy nie przekracza A%(G)+2A(G). Chang i Kuo [22] przez analizg al-
gorytmu zachtannego, (ktéry wybiera maksymalny dozwolony zbiér do pokolorowania kolejnym
kolorem), pokazali, ze {2, 1)(G) < A*(G)+A(G). Kral i Skrekovski {98] poprawili ogranicze-
nie do L(2, 1){G) < A*(@Q) + A(G) ~ 1, a Gongalves [53] do L(2, 1)(G) < A*(G) + A(G) —2.
Havet, Reed 1 Sereni [65] metoda probabilistyczng udowodnili hipoteze dla graféw o duzym
maksymalnym stopniu. Hipoteza Delta kwadrat jest tym bardziej pasjonujaca, ze posréd graféw
o maksymalnym stopniu wigkszym niz dwa znamy tylko dwa, ktére osiagaja rozpietosé L(2, 1)
réwng A*(G) sq to: graf Petersena oraz graf Hoffmanna—Singletona [67].

Poniewaz etykietowanie L(2, 1} jest szczegdinym przypadkiem problemu przydziatu kana-
léw z maksymalng waga krawedzi 2, to przy pomocy algorytmu Kral’a [97] mozna znaleié
rozpieto§é L(2, 1) grafu w czasie O*(4"). Havet, Klazar, Kratochvil, Kratsch i Liedloff [64] za-
prezentowali algorytm znajdujacy rozpigto§é L(2,1) grafu w czasie O*(3.8730"). Dokiadniej
zlozono$¢ swojego algorytmu ograniczyli przez liczbe trdjek roztacznych zbioréw wierzchot-
kéw, z ktérych jeden jest 2-upakowaniem w grafie spéjnym. W analizie uzyli ograniczenia na
liczbg k-elementowych 2-upakowait (”’,12) 2",

Razem z Pawlem Rzgzewskim przeprowadziliSmy bardziej wnikliwg analize tego algoryt-
mu. Liczbe k-clementowych 2-upakowain w grafie spdjnym udato sig oszacowaé lepiej przez
("F+1) [86]. Ponadto zauwazylismy, Ze algorytm rozwaza jedynie takie tréjki roziacznych zbio-
réw (U, Y, A), w ktérych zbiory U 1 Y sg 2-upakowaniami, takimi ze U U'Y jest zbiorem nieza-
leznym. Pozwolilo to oszacowaé zlozonoéé algorytmu jako O*(3.5616™) [86]. To oszacowanie
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udato si¢ poprawi¢ przez generowanie rekurencyjnie calych wéjek (U, Y, A) zamiast kolejno
zbioréw Y, dla nich zbioréw U/, a nastgpnie zbioréw A. Okazato sie, Ze jest ich nie wigcej niz
(0*(3.2361™), co stanowi oszacowanie na ztozono$¢ algorytmu [82].

Peter Rossmanith zaproponowal nowe podejécie - zamiast przetwarzania odpowiednich tré-
jek zbioréw w grafie - generowanie listy ciggéw kodujgacych czeSciowe etykietowania (2, 1)
grafu. Listy byly przetwarzane iteracyjnie wierzchotek po wierzchotku, co pozwolilo ograni-
czy¢ ztozonosé algorytmu do O*(3%). Pozniej powstat algorytm Kowalika i Cygana rozwiazu-
jacy problem przydzialu kanatdw [28], czyli problem og6lniejszy. Algorytm ten zastosowany
do ctykietowania 1.(2, 1} wyznacza rozpieto$é L{2,1) réwniez w czasie O*(3"). Kratochvil i
Liedloff zauwazyli, ze algorytm Rossmanitha mozna poprawié. Przetwarzajac wspommniane li-
sty iteracyjnie parami wierzchotkdw, zamiast po jednym, otrzymujemy algorytm o zlozonosci
07(2.9899%). Przetwarzanie list iteracyjnie zbiorami wigkszej, ale ustalonej licznosci jeszcze
bardziej przyspiesza algorytm, ZostaliSmy zaproszeni do wspotpracy przy analizie takiego algo-
rytmu, W efekcie powstat wspdlny artykut R1 [76], ktérego gtéwnym wynikiem jest:

Twierdzenie T (R1 Theorem 1), Rozpigtos¢ L(2,1) grafu spdijnego moina wyznaczy¢é w czasie
0*(2.6488").

Ztozonos$é algorytmu zaproponowanego przez Kratochvila, Liedloffa i Rosmanitha zostata
oszacowana przez liczbe par rozlycznych zbioréw wierzcholkéw w grafie spdjnym, takich ze
pierwszy ze zbioréw jest 2-upakowaniern. Liczbe takich par oszacowali§my razem z Pawlem
Rzazewskim. W rezultacie otrzymaliSmy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2 (R1 Theorem 2). W grafie spéjnym liczba par rozliqeznych zbiordw wierzchotkow,
z ktdrych jeden jest 2-upakowaniem, wynosi co najwyzej O*(2.6488").

Pary o ktérych mowa w Twierdzeniu 2 nazywamy poprawnymi. Istota metody dzigki, kio-
rej otrzymali§my oszacowanie jest algorytm rekurencyjuy generujacy wszystkic poprawne pary.
Aby efektywnie skorzystaé z rekurencji uzywamy kilku obserwacji. Po pierwsze mozemy zalo-
zy¢, iz graf w kiérym zliczamy pary jest drzewem, poniewaz usunigcie krawedzi jedynic moze
zwigkszy¢ liczbe 2-upakowai 1 w konsekwencji poprawnych par. Po drugie mozemy zatozyc,
ze zadne dwa lifcie nie majg wspdlnego sgsiada. Gdyby istniaty dwa liScie u,v o wspélnym
sasiedzie w to usuwajgc krawedZ ww i dodajac we nie zmniejszamy liczby 2-upakowai ani licz-
by poprawnych par. Przy tych zatozeniach, w kroku rekurencyjnym wybieramy poddrzewo o
§rednicy nie przekraczajgcej 4, takie ze usunigcie go nie rozspéjni drzewa. Przy wezedniejszych
zalozeniach zachodzi jeden z dwéch przypadkéw zobrazowanych na rysunku 1. Zliczamy, ile
jest poprawnych par w poddrzewie, nastgpnie rekurencyjnie zliczamy, na ile sposobow te pary
mozna rozszerzy¢ w catym drzewie. Przypadkiem determinujacym zlozonosC algorytmu gene-
rujgcego wszystkie pary okazat sig pierwszy podprzypadek (1zn. gdy ¢ nie sasiaduje z lisciem),
dla ¢ = 2. W tym przypadku rownanie rekurencyjne przyjmuje postaé

pp(n) < 16pp{n — 4) + 88pp(n — 5),

gdzie pp(n) oznacza maksymalna liczbe poprawnych par w grafie spéjnym o n wierzchotkach.
Rozwigzujgc rekurencje otrzymujemy wynik asymptotyczay pp(n) = O(7") gdzie 7 ~ 2.6488
jest najwigkszym pierwiastkiem réwnania 7° = 167 + 88,
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Rysunek 1: Dwa przypadki poddrzew, dla ktérych wywolywana jest rekurencja.
Z Pawlem Rzgzewskim podali§my réwniez ograniczenie dolne na maksymalna liczbe po-
prawnych par w grafie spéjnym:

Twierdzenie 3 (R1 Theorem 3.). Wartos¢ pp(n) jest ograniczona od dotu przez Qr{"), gdzie
7 == 2.6117 jest pierwiastkiem réwnania ™ = 1672 4- 576.

Rodzina graféw dla kiorej jest osiggane ograniczenic podane w Twierdzenin 3, jest przedsta-
wiony na rysunku 2:

Rysunek 2: Rodzina graféw realizujgca ograniczenie dolne z Twierdzenia 3

Twierdzenia 2 i 3 pokazuja, ze gérne i dolne ograniczenia na maksymalng liczbe poprawnych
par w grafach spdinych nie duzo si¢ réznig. Ciekawym i wcigz otwarlym pylaniem pozostaje
dokladne w sensie asymptotycznym wyznaczenie wartosci pp{n).

Przeanalizowali§my réwniez maksymalng liczbg poprawnych par w spojnych grafach K 5-
wolnych otrzymujac

Twierdzenie 4 (RT Theorem 4). W spdjnym grafie K g-wolnym liczba par roztqeznych zbioréw
wicrzchotkow, z ktorych jeden jest 2-upakowaniem, wynosi co najwyzej O*(2.5944™).

Dzigki powyzszemu twierdzeniu mozna lepiej oszacowad czas dziatania algorytmu wyzna-
czajacego rozpietosc L(2, 1} w klasie graféw I, 3-wolnych:

Whiosek 5 (R1 Corollary 7). Rozpietosé L(2, 1) grafu spdinego K 3-wolnego moina wyznaczyd
w czasie O*(2.5944").

Poniewaz grafy krawedziowe sg grafami K 3-wolnymi {o:
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Whaiosek 6 (R1 Corollary 7). Rozpigtos¢ L(2,1} etvkietowania krawedziowego grafu moina
wyznaczyé w czasie O (2.5944™), gdzie m jest liczbq krawedzi w grafie.

Nieco innym wynikiem zawartym w pracy RI jest oszacowanie na maksymalng liczbe 2-
upakowari licznoécei & w grafach o matym zbiorze dominujacym. Graf G nazywamy r-zdominowanym,
jesli posiada zbidr dominujacy licznoscei nie wigkszej niz 7.

Lemmat 7 (R1 Lemma 9). W r-zdominowanym grafie maksymalna liczba 2-upakowaii licznosci

k wynosi co najwyzej () (?)k

Dzigki powyzszemu lematowi mozemy oszacowac liczbe poprawnych par w grafie r-zdominowanym.

Twierdzenie 8 (R1 Lemma 10). W r-zdominowanym grafie spdjnym liczba par roztgeznych
ehioréw wierzchotkow, z kidrych jeden jest 2-upakowaniem, wynosi co najwyzej 20" (2 + )"

W konsekwencji otrzymujemy oszacowanie na czas dzialania algorytmu wyznaczajgcego
rozpieto$é 1(2,1) zastosowanego do graféw o matym zbiorze dominujacym.

Whniosek 9 (R1 Corollary 11). Rozpigros¢ L(2, 1) grafu r-zdominowanego moina wyznaczyé w
czasie 2"T(2 4+ 2)7,

Gdy r > 0.2570n, to oszacowanie z Wniosku 9 jest lepsze niz oszacowanie z Twierdzenia 1.

Twierdzenia 3, 4, 7 oraz Lemat 7 wraz wnioskami udowodniliémy frazem z Pawlem Rzazew-
skim, wykorzystujac metody, ktére wypracowaliSmy w naszych poprzednich artykutach (82, 83].
Gléwna idea metody zastosowania ,.glebokiej” rekurencji tzn. rozwazania poddrzew o §rednicy
4 (Rysunek 1) pochodzi od habilitanta.

Oméwione powyzej oszacowania ztozonoéci wyznaczania rozpigtosei L(2, 1) dotyczg algo-
rytmu o wyktadniczej ztoZzonoéci pamigciowej. Pierwszy nictrywialny algorytm, o wiclomiano-
wej pamieci, weryfikujacy czy rozpigtosé L(2,1) nie przekracza k, zostal przedstawiony przez
Haveta i innych [64] i ma ztozonosé O* ((k—2)"). W tej samej pracy znajduje si¢ algorytm o zto-
zonosei O*((k — 2.5)"). Niczaleznic dwa zespoty: Havet, Klazar, Kratochvil, Kratsch, Liedloff
oraz Junosza-Szaniawski i Rzazewski opracowaly algorytm weryfikujgcy, czy rozpietos$é L(2, 1)
nie przekracza k w czasie O{(9 + €)") dla dowolnego ¢ > 0. Byl to pierwszy taki algorytm o
wielomianowej ztozonosci pamigciowej i zlozonosci czasowej O* (), gdzie ¢ jest stalg. Idea al-
gorytmu polega na sprawdzeniu wszystkich podzialow zbioru wierzchotkdéw na trzy podzbiory,
takich 7e $rodkowy zbidér mozna zaetykietowal jedng etykieta, pierwszy zbidr etykietami niz-
szymi, a trzeci etykietami wyzszymi. Nastepnie rekurencyjnic wywolujemy algorytm dla grafow
indukowanych odpowiednio przez pierwszy oraz przez trzeci zbiér. Przy taczeniu kolorowan z
wywolan rekurencyjnych trzeba uwzglednié warunki etykietowania L(2,1) dla par wierzchot-
k6w z réznych zbioréw podziatu. Udato nam sie ten algorytm poprawié i otrzymaliSmy:

Twierdzenie 10 (R2 Theorem 1), Rozpigtosé 1.(2, 1) grafu spdjnego moina wyznaczy¢ w czasie
O*(7.4922") i pamigci wielomianowej.



Gléwna idea algorytmu jest ta sama, czyli sprawdzenie wszystkich podziatéw na trzy zbiory
i rekurencyjne wywotanie dla pierwszego i trzeciego zbiora przy zalozeniu, ze zbidr drugi moze
by¢ zactykictowany jedng etykicta (czyli jest 2-upakowaniem). Wadg takiego podejScia jest to, ze
w wywolaniach rekurencyjnych tracimy informacje o wspélnym sasiedzie dwdch wierzchotkéw,
jesli wspdiny sasiad znalazt si¢ w innym zbiorze podziatu. W konsekwencji rozwazamy etykie-
towania, w ktérych oba takie wierzchotki otrzymujg tg samg etykiete. Takie etykietowania jako
niepoprawne sg usuwane, ale dopiero w fazie tgczenia rozwiazai czedciowych pochodzacych z
wywotlan rekurencyjnych. Takich niepotrzebnych wywotai (czyli nie dajacych poprawnego ety-
kietowania) mozna unikngé przez wprowadzanie dodatkowych krawedzi, migdzy wierzchotkami
niesasiednimi, ale posiadajacymi wspélnych sasiadéw. Dla danego grafu G tworzymy graf ¢’
przez dodanie krawedzi, ktére nazywamy czerwonymi, migdzy kazda parg wierzchotkdw w od-
legtodci 2. Graf ' nazywamy R-domknieciem grafu G. Wtedy etykietowanie L{2, 1) grafu &
sprowadza sie do takiego etykietowania czerwono-czarnego grafu G/, ze wierzchotki potaczone
czarnymi krawedziami (tzn. oryginalnymi krawedziami grafu () muszy dostal etykiety rdéznig-
ce sig o dwa, a wierzcholki potaczone czerwong krawedzig muszg otrzymaé rézne etykiety. W
czerwono-czarnym grafie G' zbidr wierzchotkdw Y nazywamy niezaleznym, jesli zadna czarna
ani czerwona krawed? nie faczy jego elementéw. Zauwazmy, ze zbidr Y jest 2-upakowaniem w
grafic G wiedy i tylko wtedy gdy jest zbiorem niezaleznym w grafie /. Nasz algorytn dziata na
czerwono-czarnych grafach i dla kazdego podziatu zbioru wierzchotkéw (XY, Z), takiego 7e
Y jest zbiorem niezaleznym, rekurencyjnie etykietuje G7[X] oraz G'[Z]. Wszystkim elementom
zbiorn Y jest przypisywana ta sama ctykieta,

Zauwazylismy, ze mozemy si¢ ograniczy¢ do podziatéw (X, Y, Z) takich, [X| < 3, 17| <
oraz ze zbibr Y jest w pewnym sensic maksymalny. To pozwala ograniczy¢ liczbe wywotan
rekurencyjnych, Zbiér niezalezny ¥ w czerwono-czarnym grafie nazywamy f2-maksymalnym,
jesli dla kazdego wierzchotka incydentnego wytacznie z czerwonymi krawedziami albo on atbo
ktéry§ z jego sasiadéw nalezy do Y. Poprawna pare roziacznych zbioréw wierzchotkéw (X, Y)
nazywamy R-maksymalng je$li ¥ jest R-maksymalnym zbiorem niezaleznym. W algorytmie
mozemy ograniczy¢ sie do podzialéw zbioru wierzchotkéw (X, Y, Z) takich, Ze para (X, Y) jest
poprawng parg [t-maksymalng. Aby oszacowaé ztozono$é naszego algorytmu potrzebowalidmy
oszacowania na maksymalng liczbe poprawnych par [Z-maksymalnych.

Twierdzenie 11 (R2 Theorem 5). Maksymalna lifzbcz poprawnych par R-maksymalnych w czerwono-
czarnym grafie o n wierzchotkach wynosi @(\/§ ) = ©(2.4023").

W dowodzie Twierdzenia 11 osobno zliczamy poprawne pary [{-maksymalne w dwoéch pod-
grafach: indukowanym przez wierzchotki incydentne wylacznie z czerwonymi krawedziami oraz
indukowanym przez wierzchotki incydentne z czarnymi krawgdziami.

Twierdzenie 12 (R2 Theorem 5). Jesli w czerwono-czarnyin grafie G wysigpujq wyltqceznie czer-

. , , 5 7L
wone krawgdzie, to liczba poprawnych par R-maksymalnych w G nie przekracza O(v/80 ) =
0(2.4023™),

Maksymalna liczba poprawnych par R-maksymalnych w czerwonym grafie jest osiagana
przez graf skladajacy si¢ z rozlacznych czerwonych klik rozmiaru 5.



Twierdzenie 13 (R2 Lemma 6). Jesli w czerwono-czarnym grafie G kaidy wierzcholek jest in-
cydentny z czarng krawedziq o liczha poprawnych par R-maksymalnych w (G nie przekracza

O(/8") = 0(2.8285™).

Maksymalna liczba poprawnych par Z-maksymalnych w czerwono-czarnym grafie jest osig-
gana przez graf przedstawiony na Rysunku 3

Rysunek 3: Rodzina czerwono-czarnych grafow realizujacy maksymalna liczbe poprawnych par
R-maksymalnych. Linie oznaczone zygzakiem reprezentuja czerwone krawedzie.

Bezposrednie zastosowanie Twierdzenia 11 pozwala oszacowaé zlozono$¢ algorytmu przez
O{(8 + €)™). Jesli dodatkowo zalozymy, ze graf wejSciowy jest spdjny (doktadniej graf induko-
wany przez czarne krawedzie) to mozemy wykorzystaé oszacowanie na liczbe poprawnych par
z twierdzenia 1, co ostatecznie pozwala udowodni¢ Twierdzenie 2.

Dla ustalonego & < 31 zmodyfikowali§my algorytm [79] w taki sposéb, zc werylikuje, czy
rozpieto$é L(2,1) grafu przekracza k w czasie mniejszym niz O*(7.4922"). Dla k = 6 jest
to 0*(3.1219%), dla k = 31 wynosi O*(7.4317"). Natomiast dla k = 41 k = 5 najszybsze
algorytmy to algorytmy Haveta i innych [64] i maja zlozono$¢ odpowiednio O*(1.3006™) oraz
0*(2.4495").

Pomyst uzycia czerwonych krawedzi oraz R-maksymalnosei, jak i strategie szacowail po-
chodza od habilitanta.

B. Cyrkularne i ulamkowe kolorowanie plaszczyzny.

Jednym z obszaréw, w ktérym kolorowanie graféw znajduje zastosowanie jest szeregowanie
zadan. Je§li mamy zbiér zadaf do wykonania o jednakowym czasic wykonania (powiedzmy
jednostkowym) oraz zbiér par zadain, ktére nie mogy byé wykonywane jednoczesnie, to liczba
chromatyczna oznacza liczbe jednostek czasu na wykonanie wszystkich zadain. W sytuacji, gdy
zadania sg powtarzane cyklicznic, istnieje szansa na skrécenie Sredniego czasu wykonania peine-
go cyklu. Szansa ta pojawia sie, gdy przed koncem danego cyklu mozna juz zaczal wykonywac
zadania z kolejnego cyklu. Takg sytuacje opisuje cyrkularne kolorowanie, przedstawione przez
Vinca [129] pod nazwy star coloring. Funkcje ¢ przyporzadkownjaca wierzchotkom liczby rze-
czywiste z przedziahu [0, r) nazywamy cyrkularnym r-kolorowaniem, jesli dla kazdej krawgdzi
uw zachodzi 1 < le(u) — c{v)| < r - 1, a infimum zbioru takich r, dla kt6rych istnieje cyr-
kularne 7-kolorowanie nazywamy cyrkularng ticzba chromatyczng i oznaczamy x,(G). Latwo
zauwazy(¢, ze dla dowolnego grafu (7 zachodzi x.(G) < x(G). Okaznje sie, ze cyrkularna liczba

10



chromatyczna moze by¢ mniejsza od klasycznej mniej niz o jeden czyli ¥{G) — 1 < x.(G) dla
dowolnego grafu GG [129]. OdpowiedZ na pytanie, czy x.(G) = x(G) jest problem NP-trudnym
[59]. Wigcej wynikéw dotyczgcych cyrkularnej liczby chromatycznej mozna znaleZé w pracy
przegladowej Zhu [135].

Innym modelem kolorowania o zastosowaniach w szeregowaniu zadan jest kolorowanie war-
stwowe i wtamkowe [117]. Opisuja one sytuacje, gdy zadania nie muszg by¢ wykonane w jed-
nym ciagu, tzn. 2ze czas na ich wykonanie mozna rozbi¢ na ogranicza liczbe czeSci w przy-
padku kolorowania warstwowego lub nieograniczong w przypadku utamkowego. Formalnie &-
warstwowym k-kolorowaniem grafu G nazywamy funkcje przypisujacg kazdemu wierzchotkowti
b-elementowy podzbiér zbioru Hezb {1, .. ., k}, taka Ze sasiednie wierzcholki otrzymuja roztacz-
ne zbiory koloréw. Najmniejsze & € N takie, ze istnieje b-warstwowe k-kolorowanie, nazywamy
b-warstwowg liczba chromatyczng i oznaczamy przez x;((G). Ulamkows liczba chromatyczng
nazywamy liczbe x (@) = infien, xo{G)/b. Utamkowa liczba chromatyczna przyjmuje warto-
dci wymierne i dla zadnego grafu nie przekracza klasycznej liczby chromatycznej. OdpowiedZ
na pytanie czy x(G) < 7 jest problemem NP-zupeinym dla kazdego v > 2 [56].

Zainteresowanie badaczy budzi nie tylko kolorowanie graféw, ale réwniez nieskoficzonych
struktur. Do jednych z bardziej inspirujacych tego typu zagadnien nalezy problem Hadwigera-
Nelsona. Polega on na pytaniu, ile najmnicj koloréw potrzeba do pokelorowania plaszezyzny
tak, aby punkty w odlegtoéci cuklidesowej réwnej jeden otrzymatly rézne kolory. Problem byt
pierwotnie postawiony przez Nelsona, opublikowany przez Hadwigera {60]. Nelson pokazatl, ze
potrzeba co najmniej 4 koloréw, {(zobacz dowdd Mosera 1 Mosera [110]). Isbel pokazal, ze 7
koloréw wystarcza [60]. Oba dowody s elementarne i dopiero niedawno de Grey przy pomo-
cy komputera udowodnif, Ze potrzeba co najmniej 5 kolordéw [30]. Natomiast Woodall {131]
udowodnil, ze jesli dodatkowo zalozymy, ze kolory majg by¢ obszarami ograniczonymi przez
krzywe Jordana, to 6 koloréw jest konieczne.

Powstato wiele wariantéw problemu Hadwigera-Nelsona i wynikéw z nim zwigzanych [124].
Exoo [37] rozwazat takie kolorowania ptaszczyzny, ze punkty, ktérych euklidesowa odlegtodé
jest w przedziale [1 — ¢, 1 -+ ¢], nic moga mieé tego samego koloru. Przez G|, ) bedziemy ozna-
czad nieskonczony graf, ktérego zbiorem wierzchotkéw jest zbidr punktdw ptaszczyzny, a kazda
para punktéw, ktérych odlegtosé cuklidesowa nalezy do przedziatu {a, |, tworzy krawedz. Grafy
rozwazane pizez Exoo to G114, a pylanie o ;\’.(G[].,l.]) jest problemem Hadwigera-Nelsona.
Exoo pokazal, ze 7 koloréw jest konieczne i wystarcza dla e € [0.134757, 0.138998] oraz ze 5
koloréw jest koniecznych dla € > 0.008534. Gryiczuk [57] pokazal, ze pigé koloréw jest nie-
zbednych dla dowolnego & > 0 (teraz dzigki pracy de Greya [30] wiemy, ze 5 jest konieczne na-
wet dla £ = 0). Okazalo si¢ ze wezedniej byt znany silniejszy wynik, niezaleznie odkryty przez
Dunfielda, Browna i Perriego {33, 34, 32] oraz Currie’ego 1 Eggletona {27], ze szesc kolordow
jest niezbednych dla dowolnego € > 0. Interesujagcym przypadkiem ze wzgledu na zastosowa-
nia jest graf (715 [130]. Ivanow [73] pokazal, ze dla takiego grafu wystarcza 12 koloréw (tzn.
x{(Ghay) < 12).

Problem Hadwigera-Nelsona byt réwniez rozwazany w wersji cyrkularmej. DeVos, Ebrahimi,
Ghebleh, Goddyn, Mohar i Naserasr {31] udowodnili, ze cyrkularna liczba chromatyczna plasz-
czyzny wynosi co najmniej 4. Wynik de Greya [30] implikuje, ze cyrkularna liczba chromatyczna
plaszczyzny jest wigksza niz 4. Od géry znane byto jedynie ograniczenie przez klasyczna liczbe
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Rysunek 4: 6.3095-cyrkularne kolorowanie ptaszczyzny

chromatyczng czyli 7. Nastgpujace twierdzenie jest pierwszym nietrywialnym ograniczeniem na
cyrkularng liczbe chromatyczng ptaszczyzny:

Twierdzenie 14 (R4 Theorem 1). Cyrkularna liczba chromatyczna plaszezyeny nie przekracza
4+ 8~ 6.3005,

Kolorowanie r-cyrkularne plaszezyzny dia r = 4 + @ jest przedstawione na Rysunku 4 i
wyraza si¢ wzorem

ofo9) = 2w - @+ VB )y
gdzie [y]y = |2y] - 5, (2)e =2~ [§] - Ldlal = 2+2vV3iz e R
Twierdzenie 14 udato sig rozszerzy¢ na przypadek wersji rozwazanej przez Exoo [37]
Twierdzenie 15 (R4 Theorem 2). Dia ¢ € [0}, 0.0673) zachodzi

(1 V3){L +¢) 7
3¢% — 106 + 3

X(:(Gllue,H—E]) <3+

Wyniki z pracy R4 czyli Twierdzenie 14 i 15 sa samodzielnymi wynikami habilitanta.
Problem Hadwigera-Nelsona byl rozwazany réwniez w wersji ulamkowej [43, 118]. Obecnie

najlepsze oszacowania na utamkowa liczbe chromatyczna plaszezyzny (1zn grafu Gy 1)) zostaty
wyznaczone odpowiednio przez Cranstona i Raberna [26] oraz Hochbega i O’Donnelli’ego [66] i
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Rysunek 5: Ograniczenie na x (G »1) z Twierdzenia 16

wynosza 3.6190 < x (G ) < 4.36. Wraz z Jeanng Sokdt i Krzysztofem Weskiem zbadalismy
wtamkowe kolorowanie plaszczyzny w wersji zdefiniowanej przez Exoo [37], tzn. grafu Gy o
dla ¢ > 1 otrzymujgc:

Twierdzenie 16 (R3 Theorem 3). Dia dowolnego o > 1 zachodzi x;((Gp01) < gﬂ——— “111
gdzie x jest pierwiastkiem réwnania ox = 7 /6 ~ arcsin(z).

Ograniczenie z Twierdzenia 16 przedstawione jest na wykresie na Rysunku 3

Twierdzenie 16 dla ¢ = 2, czyli przypadku szczegdlnic interesujgcego w ze wzgledu na
zastosowania [130] implikuje x ;(Gj1,9) < 9.9. Dla pordwnania x(Gp ) < 12 [73].

Zbadali$my [57] réwniez problem Hadwigera-Nelsona w wersji j-warstwowej dla ,, matych”
J otrzymujac w szczegbinodcei 2-warstwowe kolorowanie grafu Gy 5 na 12 koloréw (12 /2 =),
3-warstwowe na 16 koloréw (16/3 = 52) oraz 7-warstwowe na 37 koloréw (37/7 = 52 = 5.26).
Schematy kolorowanie 2- i 3-warstwowego sa przedstawione odpowiednio na rysunkach 61 7.

Ponadto stworzyliémy tez ogdlny schemat tworzenia warstwowego kolorowania (j; 4

Twierdzenie 17 (R3 Theorem 6). Dla kazdego n, m € N istnieje nm-warstwowe kolorowanie
G101 [(:2/9; + 1)n| [(% 4+ 1)m| keloréw.

Ogdlny schemat kolorowania polega na siatkach szeSciokatéw, kolejne warstwy sg przesu-
nigte wzglgdem siebie w poziomice i na ukos. Rysuncek 8 przedstawia kolorowanie dlan = m = 2
1 o = 1 czyli 4-warstwowe kolorowaniec na 25 kolordw.

Dla przyktadu podajemy w tabeli liczbg koloréw £ dla j-warstwowego kolorowania Gy o,
skonstruowanego przy pomocy Twierdzenie 17:

j= 1] 6 9 84 | 87
T |12 70 | 160 | 930 | 960
/i = |12 | 11.67 | 11.11 | 11.07 | 11.03
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Rysunek 6: 2-warstwowe kolorowanie G|y,1) na 12 kolorow

Rysunck 7: 3-warstwowe kolorowanie (&} 1) na 16 koloréw

Twierdzenia z artykutu [R3] dotyczace ulamkowego i warstwowego kolorowania plaszczy-
any sa efektem wspdlpracy z Joanng Sokét i Krzysztofemn Weskiem. Giéwne idee kolorowan sa
autorstwa habilitanta.

C. Kolorowanie i etykietowanie L(2,1) grafow przecie¢ dyskéw jednostkowych

Klasy graféw przecigé obicktéw geometrycznych sa bardzo interesujace zardwno ze wzgledu na
teoretyczne whasnoSci jak i praktyczne zastosowania [4, 93, 95, 113, 108]. W kontekscie mo-
deli kolorowaii inspirowanych zagadnieniami telekomunikacyjnymi szczegdlnie interesujgce sq
grafy przecigé dyskéw [6, 106, 105, 130], poniewaz doS¢ wiernie opisuja grafy polaczen sie-
ci radiowych. Sieci, w ktérych wszystkie radiostacje majg taki sam zasieg, mozna modelowac
grafami przecigé dyskéw jednostkowych. Problem rozpoznania, czy graf wejSciowy jest gra-
fem przecie¢ dyskéw jednostkowych, jest problemem NP-trudnym {15]. Dla k& > 3 problem
k-kolorowalnosci pozostaje NP-trudnym w klasie grafow przecie€ dyskéw jednostkowych (w
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Rysunek 8: 4-warstwowe kolorowanie G113 na 25 koloréw

skrécie UDG) {24, 54].

Dowolny graf UDG ¢ mozna pokolorowaé w czasie wielomianowym na 3w(G) — 2 koloréw
[114], a algorytm FirstFit uzyje nie wigcej niz 6w () — 7 koloréw. Zauwazmy, ze graly UDG sg
grafami K g-wolnymi. Capponi i Pilloto [20] udowodnili ze algorytm FirstFit uzyje nie wigcej
niz {p—1)x{G) do pokolorowania K ,~wolnego grafu G, czyli co najwyzej 5x (G) koloréw, jesli
 jest grafem UDG. Shao i inni [121] udowodnili, Ze rozpigto$¢ L(2, 1) grafu K, ;~wolnego o
maksymalnym stopniu A nie przekracza 1= A?+-2A. Zatem L(2,1)(G) < $A%(G)+24A(G) dla
dowolnego grafu przecigé dyskéw jednostkowych G [121]. Fiala, Fishkin 1 Fomin |39} pokazali,
ze mozna znalez¢ L(2, 1)-etykietowanie grafu UDG G o rozpigtosci nie wigkszej niz 18w{() pod
warunkiem, ze dana jest reprezentacja geometryczna (5. Jesli reprezentacja grafu nie jest znana,
to wiedy mozna znaleZé L(2, 1)-etykietowanie o rozpigtosci nie przekraczajacej 20w(G) -8 [39].

Kolorowanie graféw jest trudniejsze w sytuacji, gdy graf do pokolorowania nie jest dany w
catosci a priori, tylko jest prezentowany wierzcholek po wierzchotku wraz z krawedziami in-
cydentnymi z poprzednio zaprezentowanymi wierzchotkami. Trudnoé¢ polega na tym, ze wierz-
chotek trzeba pokolorowaé w kroku, w ktérym jest prezentowany, zanim poznamy kolejne wierz-
chotki. O takim kolorowaniu méwimy online [14], w przeciwietistwic do offline, czyli gdy caty
graf jest znany a priori. Dla danego algorytmu kolorujacego online, defininjemy wspdiczynnik
konkurencyjnodci jako maksymalny iloraz liczby koloréw uzytych do pekolorowania danego
grafu przez liczbe chromatyczng tego grafu. Wspdlezynnik konkurencyjnosci oznaczamy przez
cr. Najprostszym przyktadem algorytmu kolorujgcego online jest algorytm FirstFit. Wspdtczyn-
nik konkurencyjnoéci algorytmu FirstFit na klasie UDG wynosi 5 [20]. Nietrywialny algorytm
online dla graféw przecigé przedziatléw przedstawili Kierstead i Trotter [92]. Algorytm ten ma
wspolczynnik konkurencyjnosci réwny 3, dokladniej wiadomo, ze uzyje najwyzej 3w(G) — 2
koloréw do pokolorowania grafu (. Ograniczenie to jest osiggane.
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Etykietowanie L(2, 1) moZna rozwazaé réwniez w trybie online. Fiala, Fishkin 1 Fomin {39]
przestawili algorytm znajdujgcy etykietowanie L(py,...,pg) graféw przecigé dyskéw o ogra-
niczonej Srednicy w trybie online. Algorytm wykorzystuje reprezentacje geometryczng grafu i
opiera si¢ na szczegdlnym kolorowaniu ptaszezyzny zaleznym od py, . . ., i, oraz maksymalnym
ilorazic §rednic prezentowanych kél. Plaszezyzna jest podzielona na szeSciokaty Srednicy jeden
(odpowiednio domknigte na brzegach). W przypadku etykietowania L(2, 1) i dyskéw jednostko-
wych kazdy szeSciokat otrzymuje jeden z 25 koloréw w taki sposoéb, ze

(L.1) szedciokaty w kolorach nastgpujacych po sobie (jak rowniez w kolorach 1125} sa w odle-
gtodci co najmniej 1,

(1.2) szesciokaty w tym samym kolorze sg oddalone od siebie co najmniej o 2.

Wierzchotki etykietowanego grafu utozsamiamy ze Srodkami okregéw, kidre je reprezentujy.
Gdy wezytywany jest wierzchotek v, sprawdzany jest kolor punktu v na plaszczyZnie, nazwijmy
go (v). Nastepnie zliczane sg $rodki okregéw w szesciokacie zawierajacym v, powiedzmy ze
jest ich . Wierzchotkowi v przydzielamy etykiete ¢(v) + 25(¢ — 1). Warunki narzucone na kolo-
rowanie plaszczyzny gwarantujg nam, Ze olrzymane etykietowanie jest etykietowaniem L{2, 1).
Wspélezynnik konkurencyjnodci tego algorytmu wynosi 25, czyli tyle, ile kolorow zostato uzy-
tych do kolorowania plaszczyzny. W pracy R5 przedstawili§my algorytm online do kolorowania
oraz etykietowania L(2, 1) inspirowany algorytmem Fiali, Fishkina i Fomina [39]. Gi6wna 16z-
nica polega na wykorzystaniu j-warstwowego kolorowania plaszczyzny zamiast klasycznego.
Zaktadamy 7e j-warstwowe kolorowanie ¢ jest dane jako j kolorowan plaszczyzny ¢y, ...¢;
oraz, ze dla kazdego i € {1,...,7} kazdy kolor kolorowania y; jest suma roztacznych odpo-
wiednio oddalonych od siebie sze$ciokgtéw. Takie kolorowanie nazywamy solidnym,

Dla zadanego j-warstwowego k-kolorowania plaszezyzny ¢ = (@1, ..., ;) nasz algorytm
Color,, dziata nastepujaco.

Dlat=1,...,m
1. wczytaj wierzchotek v,

2. dla kazdego r = 1,...,j niech 7, oznacza szeSciokat wyznaczonych przez ¢, zawierajg-
cych vy,

3. niech p oznacza liczbg wierzchotkéw w1y M ... N T3,
4. niech £ = (p mod j) + 1 bedzie numerem warstwy do kidrej przydzielamy v;,
5. niech ¢ oznacza liczbe wierzchotkéw w Ty,
6. pokoloruj v; na kolor @e(T7) + k(t — 1).
Jesli kolorowanie ¢ jest j-warstwowym kolorowaniem grafu Gy 1 to algorytm Color,, zwrd-
ci poprawne kolorowanic grafu przecigé dyskow jednostkowych dla zadanego ciagu dyskow.

Jesli ¢ spelnia dodatkowo warunki (L.1) oraz (I.2) to otrzymane kolorowanic bedzie ctykietowa-
niem L{2, 1). Liczbg koloréw zuzytych prze algorytm Color, szacuje poniZsze twierdzenie:
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Twierdzenie 18 (RS Theorem 3.3). Niech @ bedzie solidnym j-warstwowym kolorowaniem
plaszezyzny na k-koloréw, a G grafem przecied dyskéw. Algorytm Colory, do pokolorowania
G uzyje najwyiej k - [%)igj—"i)lﬂj kolorow, gdzie vy, jest stalq zaleing od kolorowania .

Korzystajac 7 faktu, ze liczba klikowa jest dolnym ograniczeniem na liczbe chromatycz-
ng, ofrzymujemy oszacowanie wspétczynnik konkurencyjnosci. Niech G, oznacza klase graféw
przecigé dyskow jednostkowych o liczbie klikowej co najmniej w. Wtedy

Whniosek 19 (RS Corollary 3.4.). Jezeli o jest solidnym j-warstwowym k-kolorowaniem grafu

G,y fo dla kazdej w € Ny zachodzi

k 1
er(Colory(G,)) < = 4O (__)
J W
Dzicki Twierdzeniu 17 z pracy R3 potrafimy skonstruowaé odpowiednie odpowiednie kolo-
rowanie na potrzeby algorytmu Clolor,. Stad otrzymujemy

Whiosek 20 (RS Theorem 3.5 i Corollary 3.6.). Dla kaidych h,w ¢ N istnicje solidne h?-
warstwowe kolorowanie o plaszczyzny, takie Ze

ar(colory(G.,)) < e 1)']42 : [“" ol G 1)6’?‘2J = 4.65 4 O G—) +0 (E) .

w h? ) w

Zauwazmy, ze dla b > 5 1 odpowiednio duzych w istnieje kolorowanie ¢ takie, ze algorytm
Color, ma wspétezynnik konkurencyjnosci mniejszy niz 5 w klasic graféw przecigé dyskéw o
liczbie klikowej w. Jest to wspdlczynnik konkurencyjnos$ci mniejszy niz najmniejszy dotad znany
osiggany przez algorytm FirstFit [20].

Aby uzy¢ nasz algorytm do etykietowania L({2, 1) potrzebujemy odpowiednich kolorowan
plaszczyzny:

Twierdzenie 21 (bf RS Theorem 4.4). Istnieje solidne j-warstwowe kolorowanie plaszczyzny
0 R? - {1,..., k) spetniajgce warunki (L1) i (L2) dla nastepujacych wartosci parametréw:

P

cJ=1 k=201, =1(zobacz Rysunek 9),

20§ =2 k=341, =1 (zobacz Rysunek 10),

3 j=3 k=490, =1,

4. j=h%k= SUL(% A1) 4 11% 4 1 iy, = 6h? gdzie h € N jest dowolne.
Korzystajac z pokolorowati danych przez powyZsze twierdzenie ofrzymujemy

Whiosek 22. Istnieje solidne j-warstwowe kolorowanie plaszezyzny p, takie Ze algorytm Color,,
zwraca L(2,1)-etvkietowanie oraz

1. er(Color,(G,)) < 10+ 3&% dla j =1,
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Rysunek 10: 2-warstwowe 34-kolorowanie Gy 1) spelniajace (L1} 1 (L2)

2. er(Color,{G.,)) < 8.5+ %’_:’—T dlaj =2,

3. er(Colory,(G,)) < 83 + —gg&% dla § =3,

4. cr(Colory(Gu)) <697+ 0 (1) 1+ 0 (1) dlaj =12 h e N,

Zauwazmy, ze nasz algorytm jest lepszy od algorytmu Fiali i in. [39] nawet dla jednowar-
stwowego kolorowania plaszczyzny.

Idea algorytmu moze byé zastosowana do kolorowania i etykietowania graféw przecigé obiek-
téw innych niz kota na plaszczyZne.

Pomyst wykorzystania warstwowego kolorowania ptaszczyzny i metoda oszacowania liczby
uzytych koloréw przez algorytm pochodzi od habilitanta.
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5. Oméwienie pozostalych osiggnieé naukowo-badawczych
5.1. Etykictowania wierzchotkow komplekséw symplicjalnych

Publikacje wchodzace w skiad rozprawy doktorskiej:

[A1] A, Idzik, K. Junosza-Szaniawski, ,,Combinatorial lemmas for nonoriented pseudomani-
folds” Topological Methods in Nonlinear Analysis. 22, (2003}, 387-398. (w spisie litera-
tury pozycja [69])

[A2] A. Idzik, K. Junosza-Szaniawski, ,,Combinatorial lemmas for polyhedrons” Discussiones
Mathematicae Graph Theory 25(1-2) (2005) 95-102 (w spisie literatury pozycja [70])

Publikacje po doktoracie spoza rozprawy habilitacyjnej:

[A3] A. Idzik, Konstanty Junosza-Szaniawski ,,Combinatorial lemmas for polyhedrons I” Di-
scussiones Mathematicac Graph Theory 26 (3) (2006) 439-448. (w spisie literatury pozycja
[711)

[Ad] A. Idzik, Konstanty Junosza-Szaniawski, ,,Combinatorial lemmas for oriented complexes™
Topological Methods in Nonlinear Analysis 32 No 2, (2008) 379-410. (w spisie literatury
pozycja [72])

Teoria etykietowania wierzchotkéw komplekséw bierze swéj poczatek w Lemacie Spernera
{125]. Lemat Spernera okre§la warunki brzegowe etykietowania wierzchotkéw podziatu sym-
plicjalnego dowolnego sympleksu n — 1 wymiarowego, ktére gwarantujg istnieje sympleksu
o etykietach 1,...,n. Uzywajgc Lematu Spernera mozna w prosty sposéb udowodni¢ lemat
Knastera-Kuratowskiego-Mazurkiewicza o pokryciu sympleksu [94], a na tej podstawie twier-
dzenie Brouwera o punkcie statym. Lemat Spernera doczekat si¢ wielu wogdlnien. Schapley
[122] rozszerzyt mozliwy zbiér etykiet ze zbioru {1, . . ., n} na zbiér wszystkich niepustych pod-
zbioréw zbioru {1,...,n} i okre§lit warunki brzegowe gwarantujace istnienie sympleksu zba-
lansowanego. Pojawily si¢ kolejne uogéinienia: Ichiishi rozwazal zbidr wektordw jako etykiety.
W tym przypadku celem bylo wykazanie istnienia sympleksu, ktérego kombinacja wypukla ety-
kiet zawierata poczatek uktadu wspéirzegdnych. Lovas [104] rozwazal elementy matroidu jako
etykiety i wykazal istnienie sympleksu zaetykietowanego elementami jego bazy.

Giéwnym wynikiem prac {A1]1[Ad] jest zdefiniowanie struktury primoidu w zbiorze etykiet
i udowodnienie przy jej pomocy wspélirego vogdlnienia wezesniej znanych twierdzefl. Pierw-
szym z nich jest twierdzenie o zwigzku liczb w pelni zaetykietowanych symplekséw wewnatrz
kompleksu oraz na jego brzegu, ktére jest wspSlnym wogélnieniem twierdzefi Todda, Goul-
da i Tollea, Lodsza, Fana. To pozwolito udowodni¢ twierdzenie o istnientu sympleksu w pet-
ni zactykietowanego przy spehieniu pewnych warunkéw brzegowych triangulacii sympleksu
geometrycznego, ktdre jest wspdlnym uogdlnieniem Lematoéw Spernera, Shapleya, Lovasa. To
twierdzenie z kolei pozwolito udowodni¢ twierdzenie o pokryciu sympleksu uogélniajace Lemat
Knastera-Kuratowskiego-Mazurkiewicza, Idzika, Shapleya.
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Definicja funkeji rankingu i podprzestrzeni dla primoidéw oraz sformulowanie warunkéw
brzegowych przy uzyciu tych pojeé w twierdzeniu gwarantujacym istnienie sympleksu zaetykie-
towanego bazg primoidu, sg pomystem habilitanta.

Ponadto w pracy [A2] sformutowaliémy warunki brzegowe dla etykictowania wierzchot-
kéw podziatu symplicjalnego wieloSciandéw gwarantujgce istnienie sympleksu zbalansowanego.
Szezegblnym przypadkiem otrzymanego twierdzenia sg twierdzenia Ichiishiego 1 Idzika [68].
Natomiast w pracy |A3] ostabiamy warunki brzegowe gwarantujgce istnienie pozadanego sym-
pleksu. Warunki te sg wyrazone przez zabronienie kombinacji etykiet na sympleksach brzego-
wych, zamiast zabraniania etykiet dla kazdego wierzchotka z osobna. Jako wniosek otrzymujemy
wyniki van der Laana, Talmana i Yanga [128].

Pomyst na stabsze warunki brzegowe, polegajace na wyrazeniu zabronionych kombinacji
etykiet dla symplekséw brzegowych zamiast zabraniania etykiet dla kazdego wierzchotka na
brzegu z osobna, pochodzi od habilitanta.

5.2. Rozgrywana liczba chromatyczna

[AS] K. Junosza-Szaniawski, £.. Rozej, Game chromatic number of graphs with locally bounded
number of cycles, Information Processing Letters Volume 110, Issue 17, (2010) 757-760.
{(w spisie literatury pozycja {81})

Rozgrywana liczba chromatyczna byla zdefiniowana niezaleznie przez Bramsa i Bodlaende-
ra [5, 11]. Rozwazmy gre dla dwoch graczy, w ktdrej ruch kazdego gracza polega na poprawnym
pokolorowaniu jednego z niepokolorowanych dotad wierzchotkéw. Celem pierwszego gracza
jest pokolorowanie catego grafu przy pomocy dostgpnego zbioru kolordw, celem drugiego jest
do tego nie dopusci¢. Rozgrywang liczbg chromatyczna nazywamy najmniejsza liczbe kolordéw,
dla ktorej istnieje strategia wygrywajaca dla pierwszego gracza. Przez rozgrywang liczbe chro-
matyczng klasy graféw rozumiemy maksymalng liczbe chromatyczna grafu z tej klasy. Faigle,
Kern, Kierstead, Trotter [38] pokazali, ze dla drzew wynosi ona 4. Sidorowicz [123] pokazata, ze
dla kaktuséw jest to 5. Dla graféw zewne¢trznie planarnych miesci sig ona miedzy 6 a 7 [58, 91,
natomiast dla graféw planarnych pomiedzy 8 a 17 {91, 136].

Gléwnym wynikiem pracy [AS5] jest ograniczenie ¢ + 4 na rozgrywang liczbe chromatycz-
na, gdzie ¢ jest maksymalng lczba cykli w grafie przechodzacych przez jedng krawedZ. Jako
wniosek dla ¢ = 0 otrzymujemy ograniczenie Faiglea i innych dla drzew [38], adla ¢ = 1 ogra-
niczenie Sidorowicz dla kaktuséw [123]. Dowdd ostagalno$ci ograniczenia dla kaktusow [123]
wymaga analizy 20 przypadkéw. Pytanie o osiggalno$é ograniczenia ¢ + 4 dla ¢ = 2 pozostaje
otwarty.

Cel badawczy pracy zostat postawiony przeze habilitanta, ktéry miat réwniez istotny udzial
w tworzeniu dowodu gtdwnego twierdzenia.
5.3. Etykietowanie L(2, 1)
[A6] K. Junosza-Szaniawski, P. Rzazewski, On the Complexity of Exact Algorithm for L(2, 1)-
labeling of Graphs, Information Processing Letters 111, 697-701, 2011
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(DOI: 10.1016/].ip1.2011.04.010)

wersja konferencyjna On Improved Exact Algorithms for L(2, 1)-labeling of Graphs, IWO-
CA 2010 Proc., LNCS 6460, 34-37, 2011 (DOI: 10.1007/978-3-642-19222-7) (w spisie
literatury pozycja [821)

[A7] K. Junosza-Szaniawski, P. Rzazewski, On the number of 2-packings in a connected graph,
Discrete Mathematics 312, 34443450, 2012 (DOI: 10.1016/}.disc.2012.02.005) (w spisie
literatury pozycja [83])

[A8] K. Junosza-Szaniawski, P. Rzazewski, An Exact Algorithm for the Generalized List 7'
Coloring Problem, Discrete Mathematics and Theoretical Computer Science 16 Issue: 3,
77-94, (2014). {w spisie literatury pozycja [84])

Wyniki pracy [A6] zostaly oméwione w czgéci A opisu rozprawy i byly poczatkiem badan
habilitanta nad etykietowaniem L{2, 1), ktdre pdZnicj zaowocowaty pracami [R1], [R2] i [RS].
Dotycza one szacowania ztozonosci algorytmu znajdujacego rozpigto$é L(2,1). W konferencyj-
nej wersii pracy [A6] oszacowali§my liczbe k-elementowych 2-upakowaii w n-wierzchotkowym
grafie spéjnym przez (”_E“). To oszacowanie oprécz zastosowania do wyznaczenia zlozonosci
wspomnianego algorytmu jest interesujace samo w sobie i wpisuje si¢ w nurt badan ekstremalne;j
kombinatoryki. Moon i Moser [109] wykazali, ze maksymalnych zbioréw niezaleznych (réwno-
waznic maksymalnych klik) w grafie jest nie wigcej niz O(3"/3) = ({1.24423"), a graf osiaga-
jacy te liczbe skiada sie z rozlgcznych tréjkatéw. Sagan [116] pokazal, ze w drzewie maksymal-
nych zbioréw niezaleznych moze byé co najwyzej O(2"/?) = O(1.4143") i scharakteryzowat
drzewa, kidre ta liczbe osiagaja. Dia grafow d-regulanrych Zhao[134] udowodnit, ze zbioréw
niezaleznych (nickoniecznie maksymlanych) jest co najywiej (2471 — 1)%/24 co potwierdza hi-
potezg Alona [1].

Naturalnym jest pytanie o maksymalng liczbe wszystkich 2-upakowan w grafie spéjnym,
(bez warunku na ich liczno$é). Wiemy, ze jest ich nie wigcej niz 3, _, ('””EH) = O{1.6180"}.
W pracy [A7] udato nam sig poprawié to oszacowanie do O(1.5400™) przy pomocy tzw ,.gle-
bokiej” rekurencji, wspomnianej w czesci A opisu rozprawy. Najlepsze dolne ograniczenie to
£2(1.4970"™) 1 jest ono osiggane w rodzinie graféw na Rysunku 2. Ponadto pokazaliSmy dol-
ne ograniczenie na maksymalng liczbe k-elementowych 2-upakowan w grafie spdjnym rowne
mae ((*24%)), (k1 1) (7).

Glownym wynikiem pracy [A8] jest algorytm rozwigzujacy problem uogdlnionego 1'-koloro-
wania w wersji listowej. Problem ten jest jednoczesnym uogélnieniem kolorowania listowego
oraz T-kolorowania, ktére jest ogdiniejsze od problemu przydziatu kanatéw. Danymi wejSciowy-
mi jest graf, dla kazdego wierzchotka lista dostgpnych koloréw, a dla kazdej krawedzi e lista 7°{e)
zabronionych réznic na jej koricach. Szukane jest kolorowanie ¢, czyli przypisanie wierzchotkom
liczb naturalnych, kazdemu wierzchotkowi liczby z jego listy dopuszezalnych koloréw (liczb), w
taki sposob dla kazdej krawedzi v spetniony byt warunek [c{w) — c¢(v)| ¢ T'(e). Ztozonos¢ cza-
sowd I pamigciowa naszego algorytmu wynosi O ((7+2)™), gdzie 7 = max{T'(e) : d € E(G)}.
Dla zagadnienia L(2, 1)-etykictowania 7 wynosi 1. Algorytm dziata w oparciu metode zaprojek-
towang w pracy [R1] polegajaca na gencrowaniu listy ciggéw kodujacych czeSciowe rozwigza-
nie.
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Wprawdzie algorytm Cygana i Kowalika nie rozwigzuje problemu listowego 7'-kolorowania
tylko problem wezszy (problem przydziatu kanatéw), to jednak jesteSmy przekonani, Ze mozna
go zaadaptowad do tego problemu. Nasz algorytm ma te samg zfozono$¢ czasowd, co algorytm
Cygana i Kowalika [28). Zaletg naszego algorytmu, w przeciwienstwie do [28], jest to, ze zlozo-
nosé czasowa dla konkretnego grafu moze by¢ znacznie mnicjsza niz szacowanie O* (v + 1)").
W szczegblnodci podajemy lepsze szacowania ztozonodei dla klas graféw o ograniczonym mak-
symalnym stopniem, oraz graféw K 4-wolnych.

Wklad habilitanta polegat na udowodnieniu wzoru na liczbe k-elementowych 2-upakowai,
gléwnej idei generowania odpowiednich tréjek zbiordw, uzytej do oszacowania algorytmu wy-
znaczajacego rozpietosé grafu, oraz pomyst tzw ,glebokicj” rekurencii czyli analizowania pod-
drzew §rednicy 4 przy generowaniu wszystkich 2-upakowan.

5.4. Upakowania migkkich prostokatow

[A9] A. Fiigenschuh, K. Junosza-Szaniawski, Z. Lonc, Exact and Approximation Algorithms
for a Soft Rectangle Packing Problem, Optimization 63 Issue: 11, 1637-1663, (2014) . (w
spisie literatury pozycja [48])

Problem rozwazany w pracy [AY] nosi nazwe upakowania migkkich prostokatéw (ang. soft
rectangle packing) i jest nastgpujacy: dany jest ciag liczb rzeczywistych dodatnich (a4, ..., ay)
oraz liczby w, h, takie Ze w - h = Zfz} a;. Szukamy podziatu prostokata o wymiarach w na
h, na k prostokgtéw o polach odpowiednio ay, ..., a; 0 minimalnej sumie obwodéw, (wspdlny
bok dwdch prostokatéw liczymy tylko raz do sumy obwoddéw). Problem jest inspirowany za-
gadnieniami praktycznymi takimi jak: obliczenia réwnolegte [7], projektowanie chipéw [133],
projektowanie obudowy przewodow [46].

Powstato kilka algorytméw przyblizonych rozwiazujacyh ten problem[7, 111]. W naszej
pracy rozwazamy modyfikacje algorytmu opartego na zasadzie dziel i zwyciezaj [112]. Giéw-
nym wynikiem naszej pracy jest ograniczenie wspotczynnika jakoSci dziatania algorytmu przez
% ~5 1.1546 przy zatozeniu, ze cigg wejéciowy (a1, . .., ai) spetnia warunek .y 2 l%ila,,; R
(1.36602 - a; dla kazdego ¢ € {1,...,k — 1}. Ponadto pokazujemy ograniczenie na wspétczyn-
nik jako$ci algorytmu przy zatoZeniu, 7e ciag wejsciowy szybko maleje, tzn. jedli dla kazdego
i€ {1,...,k — 1} zachodzi a;4; < q-a; < %ai, to wspolczynnik jakosci nie przekracza

I 1

Gléwny pomyst na analizg algoryumu dziel 1 zwyciezaj przy pomocy zdefiniowanego pojecia
wspotczynnika wptywu kazdego prostokata (czyli ile proporcjonalnie do swojej powierzchni
wnosi do sumy obwoddéw) nalezy do habilitanta.
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5.5. Problem przekolorowywania grafu

[A10] V. Garnero, K. Junosza-Szaniawski, M. Liedloff, P. Montealegre, P. Rzazewski, Fixing
improper colorings of graphs, Theoretical Compulter Science, 711, 2018, 66-78 (DOI:
10.1016/j.t¢5.2017.11.013)
wersja konferencyjna K. Junosza-Szaniawski, M. Liedloff, P. Rzazewski, Fixing Improper
Colorings of Graphs, SOFSEM 2015: Theory and Practice Of Computer Science Book
Series: LNCS 8939, 266-276, (2015) . {(w spisie literatury pozycja [50])

Praca dotyczy problemu przekolorowywania grafu, czyli odpowiedzi na pytanie czy moz-
na z danego niewlasciwego pokolorowania grafu na r koloréw uzyskal wiaSciwe kolorowanie
przez zamiang koloru w co najwyzej k wierzchotkach. Praca wpisuje si¢ pomigdzy dwa nurty:
reoptymalizacji [120] 1 transformacji rozwigzan jednych w drugie [13, 21].

Do gléwnych wynikéw pracy nalezy dowod NP-zupetnosei problemu dia v > 3, gdy £ jest
czescia danych oraz algorytm rozwigzujacy problem w czasie O*(2"). Ponadto pokazujemy al-
gorytm o ztozonosci czasowej O*((2r - 2)*). Dowodzimy réwniez, ze problem jest W[1]-trudny
przy parametryzacji przez k oraz zc problem nie ma wiclomianowego jadra, przy standardowych
zatozeniach teorii zlozono$ci. Przedstawiamy algorytm dla graféw o ograniczonej szerokosci
drzewiastej. Rozwazamy réwniez nowy paramelr grafowy liczby naprawczej (ang. fixing num-
ber) czyli najmniejszej liczby k takiej, ze z dowolnego pokolorowania grafu mozna otrzymaé
wiasciwe kolorowanie przez przekolorowanie co najwyzej k wierzcholkdw.

Pomyst na algorytm o ztozonosci O*((2r — 2)*) oraz wyniki dotyczace liczby naprawczej
pochodza gtéwnie od habilitanta.

5.6. Maksymalne kliki w grafach przeciet wielokatéw

[A11} V.E. Brimkov, K. Junosza-Szaniawski, S. Kafer, J. Kratochvil, M. Pergel, P. Rzazew-
ski, M. Szczepankiewicz, J. Terhaar, Homothetic Polygons and Beyond: Maximal Cli-
ques in Intersection Graphs, Discrete Applied Mathematics 247, 263-277, 2018 (DOI:
10.1016/5.dam.2018.03.046).(w spisie literatury pozycja [16])
wersja konferencyjna Beyond homothetic polygons: recognition and maximum clique,
ISAAC 2012 Proc., LNCS 7676, 619-628, (2012)

W pracy [A11] rozwaiamy maksymalne kliki w klasach graféw P-hom i kpyp — CONV.
Sy to odpowiednio klasy graféw przecigé jednokladnych kopii danego wielokata P oraz prze-
cig¢ wielokatéw wypuklych, ktérych Sciany sa réwnolegle do % ustalonych kierunkdw. Klasa
kprr — CONV zawiera klase P-hom dla k réwnego liczbic bokéw wiclokata P,

Znane sg algorytmy generujace kliki w czasie MM ) gdzie M jest liczba generowanych klik
[126]. Jedli w grafie liczbe maksymalnych klik mozna ograniczyé przez wielomian, (o problem
najliczniejszej (oraz najcigzszej) kiiki mozna rozwigzaé w czasie wielomianowym. Kavfmann i
in. [89] wykazali, ze w grafie przecieé jednoktadnych kopii danego tréjkata jest co najwyzej n®
maksymalnych klik, W klasic graféw przecigé wielokatéw wypuktych klik moze byé wykladni-
czo duzo, a problem najliczniejszej kiiki jest NP-zupetny [100] w tej klasie grafow. Ciekawym
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przypadkiem jest klasa graféw przecieé dyskéw jednostkowych, poniewaz grafy z tej klasy moga
zawieraé £2(2"/? maksymalnych klik, ale problem znajdowania najliczniejszej kliki jest wielo-
mianowy [25]. Jesli rozwazymy klase graféw przecieé odcinkéw réwnolegtych do ustalonych A
kicrunkéw to grafy z tej klasy maja co najwyzej O(n*) maksymalnych klik {99] i w konsckwen-
cji najliczniejsza mozna znaleZ¢ réwniez w czasie wielomianowym.

Gléwny wynik pracy [A11] méwi, ze w grafie przecigé n wielokqtéw wypuklych, ktérych
boki sa réwnolegte do k ustalonych kierunkéw, jest co najwyzej O(n*) maksymalnych klik.
Ponadto w pracy podajemy dolne ograniczenie na maksymalna liczbe klik maksymalnych w
klasie ”-hom, dokladniej: przedstawiamy konstrukcje graf z klasy -hom, w przypadku gdy F
jest regularnym 2k-katem, o Q(nl#/210-9)) ik, gdzie ¢ jest dowolng dodatnia stata.

Definicja klasy kpyn—CONV i spostrzezenie, Ze dowdd ograniczenia na maksymalna liczbg
klik w klasic P-hom moze byé zaadaptowany dla tej szerszej klasy, jak réwniez konstrukcja
ograniczenia dolnego nalezg do habilitanta.

5.7. Zliczanie zbioréw niezaleinych

[A12] K. Junosza-Szaniawski, Z. Lonc, M. Tuczynski, Counting Independent Sets in Claw-Free
Graphs, Graph-Theoretic Concepts in Computer Science - 37th International Workshop,
WG 2011, Tepld Monastery, Czech Republic, LNCS 6986 (2011), 227-237, (w spisie lite-
ratury pozycja [80])

[A13] K. Junosza-Szaniawski, M, Tuczyiiski, Counting Maximal Independent Sets in Subcubic
Graphs, SOFSEM 2012: Theory and Practice of Compulter Science - 38th Conference on
Current Trends in Theory and Practice of Computer Science, §pindierﬁv Miyn, Czech
Republic, LNCS 7147(2012), 325-336 (w spisie literatury pozycja [87])

Zagadnienia zliczania zyskaly zainteresowaniec po pracach Valianta [127]. Gléwnym wyni-
kiem pracy JA12] jest algorytm zliczajacy zbiory niezalezne w grafach I 3-wolnych. Algorytm
Jest rekurencyjny, a jego analiza opiera sig na metodzie mierz i zwyciezaj (ang. Mesure& Conqu-
er) [44, 45]. Dowodzimy, Ze grafy K 3-wolne o maksymalnym stopniu 3 oraz 4 maja szczegdlng
strukture 1 sktadaja si¢ z okreSlonych podgraféw. Podgrafom tym przypisujemy miarg (wagi), ko-
rzystajac z metody mierz i zwyciezaj dowodzimy, Ze nasz algorytm dziata w czasie O*(1.0836"),
0*(1.1912") 1 O*(1.2355™) odpowiednio w klasie graféw K 3-wolnych o maksymalnym stop-
niu 3, 4 oraz dowolnym. Jest to, o ile nam wiadomo, pierwsze zastosowanie tej metody, w ktérym
miara jest przypisana podgrafom. Jesli nasz algorytm zastosuje sig jako podprocedurg w algo-
rytmie Bjorklunda i in. [10], to liczbe chromatyczna w grafie K s-wolnym mozna obliczyé w
czasie (0*(2.2355™) i pamiect wielomianowe;.

Wkiad habilitanta polegal na wytyczeniu celu badawcezego, wspdéitworzenia algorytmu (re-
dukgji, strategii doboru wierzchotka do rekurencji) oraz dowodzie twierdzenia opisujacego struk-
ture grafu K 3-wolnego o maksymalnym stopniu 4,

Gaspers, Kratsch i Liedloff [51] przedstawili algorytm zliczajgcy maksymalne zbiory nieza-
lezne w dowolnym grafie w czasie (*{1.3642"). W pracy [A13] przedstawiliémy algorytm zli-
czajacy maksymalne zbiory niezalezne w grafach o maksymalnym stopniu 3, w czasie O*(1.2570").
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Algoryim jest rekurencyjny, istotnym pomysiem w algorytmie bylo uzycie czerwonych krawe-
dzi (o innym znaczeniu niz w czgsei A rozprawy). Gdy w wywolaniu rekurencyjnym usuwali-
$my krawed? incydentng z wierzchotkiem stopnia trzy, dodawaliSmy czerwona krawedZ migdzy
pozostatymi sgsiadami tego wierzchotka. W dalszej czeSci dzialania algorytmu generowaliSmy
maksymalne zbiory niezalezne, ale tylko takie, ktére zawieraly przynajmniej jeden koniec czer-
wonej krawedzi. To gwarantowato nam maksymalno$¢ generowanych zbiordw w grafie wejscio-
wym. W analizie ztozonosci uzyliSmy metody mierz i zwycigzaj, nadajac wagi wierzchotkom w
zaleznosci od gestosci grafu.

Pomyst uzycia czerwonych krawedzi pochodzi od habilitanta.

5.8. Generowanie rozkiadu uszeregowan

[A14] A. Fuegenschuh, K. Junosza-Szaniawski, T. Klug, S.Kwasiborski, T. Schlechte, Fastest,
Average and Quantile Schedule, SOFSEM 2015: THEORY AND PRACTICE OF COM-
PUTER SCIENCE Book Series: LNCS 8939, 201-216, (2015). (w spisie literatury pozycja
[471)

Problem, ktérym si¢ zajmujemy, pochodzi z zastosowaii praktycznych zwigzanych z opty-
malizacja transportu szynowego {119]. Czas przejazdu okre§lonego zbioru pociagdw zalezy od
ich uszeregowania. Cheemy wiedzied, nie tylko ile czasu zajmie przejazd, w najlepszym i w
najgorszym przypadku, ale pozna¢ caty rozkiad czaséw przejazdéw. Glownym wynikiem pracy
Jjest algorytm ktory generuje liste wszystkich mozliwych czaséw, wraz z liczba przez ile rozkla-
d6éw jestrealizowany. Giéwna idea algorytmu polega na sprowadzeniu problemu do generowania
multigraféw o ustalonym ciagu stopni. W szczegdlnoSci pokazujemy, ze takich multigraféw o m
krawedziach i n wierzchotkach jest co najwyzej O(m"”’g“l).

Pomyst sprowadzenia zagadnienia do problemu generowania multigraféw o zadanym ciggu
stopni pochodzi od habilitanta.
6. Dane parametryczne:

e Sumaryczny impact factor wedtug listy Journal Citation Reports (JCR) zgodnie z rokiem
opublikowania: 8,599
(Do wyznaczenia wskaznika dla pracy opublikowanych w 2018 roku, wykorzystano dane
7 2017 roku. )

e Liczba cytowan publikacji wedtug bazy Web of Science (WoS):

— liczba cytowan: 42

- liczba cytowani bez autocytowail: 23

o Indeks Hirscha wedlug bazy Web of Science (WoS): 4
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7. Opieka naukowa nad doktorantami w charakterze opiekuna naukowego lub promotora
pomocniczego:

I.

Promotor pomocniczy rozprawy doktorskiej Pawta Rzazewskiego, Exact algorithms for
graph-theoretic frequency assignment problems. (Algorytmy dokladne dla teoriografowych
problemdw przydziatu czestotliwosci}, doktorat nadany 2015-06-18 na MiMUW,

. Promotor pomocniczy w przewodzie doktorskim Krzysztofa Weska, Colorings of the plane

avoiding discrete collinear structures, przewdd otwarty 08-06-2017 na MiNI PW,

. Promotor pomocniczy w przewodzic doktorskim Joanny Sokél, Celorings of geometric

intersection graphs, przewdd otwarty 08-06-2017 na MiNI PW.
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