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1 Imie i nazwisko.

Kamil Sgpojankowski

2 Posiadane dyplomy i stopnie naukowe.

e stopient naukowy doktora nauk matematycznych w dyscyplinie matematyka,
Wydzial Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki Warszawskiej, 2014,
tytutl rozprawy doktorskiej: Wtasnodci typu lukacsowskiego w wolnej probabilistyce,
promotor: prof. dr hab. Jacek Wesolowski.

e dyplom magistra matematyki,
Wydzial Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki Warszawskiej, 2010,
tytut pracy magisterskiej: Wolne kwadratowe harnessy,
promotor: prof. dr hab. Jacek Wesotowski.

3 Informacje o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach naukowych.

e od 2015 adiunkt,
Wydzial Matematyki i Nauk Informacyjnych, Politechnika Warszawska.

e od 09.2015 do 08.2016 postdoctoral fellow,
Department of Pure Mathematics, University of Waterloo, Kanada.



4 Omowienie osiggniecia, o kt6érym mowa w art. 219 ust. 1 pkt. 2 ustawy z dnia
20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce (Dz. U. z 2020 r. poz.
85 z péin. zm.).

4.1 Tytul
Cykl powigzanych tematycznie artykutéw naukowych pod tytulem

Kumulanty boolowskie w wolnej probabilistyce

4.2 Lista prac skladajacych sie na osiggniecie naukowe

[H1] H. Bercovici, A. Nica, M. Noyes, K. Szpojankowski, Eta-diagonal distributions and
infinite divisibility for R-diagonals, Ann. Inst. Henri Poincaré Probab. Stat., 54(2)
(2018), 907-937.

[H2] M. Fevrier, M. Mastnak, A. Nica, K. Szpojankowski, Using Boolean cumulants to study
multiplication and anti-commutators of free random variables, Trans. Amer. Math.

[H3] F. Lehner, K. Szpojankowski, Boolean cumulants and subordination in free probability,
Random Matrices Theory Appl., dostepna online (2020),
https://doi.org/10.1142/52010326321500362.

[H4] K. Szpojankowski, J. Wesotowski Conditional expectations through Boolean cumulants
and subordination-—towards a better understanding of the Lukacs property in free pro-
bability, ALEA Lat. Am. J. Probab. Math. Stat., 17 (1) (2020), 253-272.

4.3 Omobwienie osiggniecia
4.3.1 Nieprzemienna probabilistyka

Wyniki badan sktadajace sie na osiggniecie naukowe habilitanta dotycza nieprzemiennej pro-
babilistyki, a w szczegolnosci wolnej probabilistyki. Jest to teoria zapoczatkowana przez Vo-
iculescu w pracy [48], ktora od tego czasu dynamicznie si¢ rozwija. Przed sformulowaniem
I omoéwieniem wynikow badan habilitanta, dla wygody czytelnika do$é obszernie przedsta-
wione zostang niezbedne pojecia dotyczace wolnej probabilistyki. Pozwoli to tez umiedci¢ w
odpowiednim kontekécie prezentowane wyniki. Szczegélowe wprowadzenie do nieprzemiennej
probabilistyki mozna znalezé w [34] 1 [39] .

Definicja 4.1. Nieprzemienng przestrzenig probabilistycang nazywamy pare (A, ¢), gdzie A
jest algebrq z jedynkq (oznaczang przez 14), natomiast ¢ + A — C jest funkcjonatem liniowym
unormowanym tzn. p(la) = 1. Blementy algebry A nazywamy nieprzemiennymi zmiennymi

Algebra A jest x—algebrqg gdy istnieje przeksztaleenie x © A — A, takie ze dla wszysthich a,b ¢ A
(a*)" = a oraz (ab) = b*a*. Gdy A jest x~algebrq oraz mamy  (aa®) > 0 dla wszystkich a € A
(czyli o jest dodatnt), to nieprzemienng przestrzeri probabilistyczng nazywamy *—przestrzenig
probabilistyczng.

Przyklad 4.2. Przykladami nieprzemiennych przestrzeni probabilistycznych sq pary:
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(L>(Q, F, P),E), gdzie L>®(82,P) jest algebrg zmiennych ograniczonych zdefiniowanych
na klasycznej przestrzeni probabilistycenej (Q, F, ), natomiast E Lo wartosé oczekiwana.
b. (]V[N((C), 7\]7T1'>, gdzie przez My(C) oznaczamy algebre macierzy wymiaru N x N o
wyrazach zespolonych, natomiast Ty oznacze slad macierzy.

c. <M’N (L‘X’(Q,f, P)),Eo (%Tr)), gdzie My (L>®($, F, ]P’)) to przestrzen macierzy o

wyrazach bedgeych ograniczonymi zmiennymi losowymi, o I& (71\—,'11> to ztozenie funkcjo-

natéw z punktdw a 1 b.

d. Niech H bedzie przestrzenig Hilberta oraz niech B(H) bedzie algebrg operatoréw linio-
wych, ograniczonych na H. Niech A bedzie podalgebrg B(H) z jedynkq (tzn. zawicrajgcg
operator identycznosciowy). Ustalmy & € H taki, ze ||&ol| = 1, i zdefiniugmy ¢+ A — C
jako p(a) = (a&o, &), wtedy (A, @) jest nieprzemienng przestrzeniq probabilistyczng.

Uwaga 4.3. W powyzseych preyktadach zamiast ograniczonych zmiennych losowych mozna
rozwazacé przestrzen, L7 (Q, F,P) = ﬂ;‘;l LP (0, F,P), czyli zmienne losowe o wszystkich
momentach skonczonych. Wigkszoé¢ wynikéw przedstawiona w dalszej czedci dotyczyé bedzie
ograniczonych zmiennych losowych.

Przyktady przedstawione w punktach a,b i ¢ powyzej sq elementarne 1 majg na celu wska-
zanie mozliwej realizacyi klasycznych zmiennych losowych i macierzy losowych w ramach nie-
przemienne] przestrzeni probabilistycznej. Natomiast typowe przyklady nieprzemiennych prze-
strzeni probabilistycanych sq zwigzane z punkiem d. Typowo zaktadamy, Ze jest A jest C*-
algebrg lub algebrq von Neumanna oraz ¢ bedgey tzw. stanem na odpowicdnicj algebrze.
Szczegdty dotyczqee C*-algebr, algebr von Neumanna i funkcjonatow na tych algebrach mozna
znalezé na prayktad w [46].

W przypadku gdy A jest C*-algebrqg oraz funkcjonat @ jest dodatni nieprzemienng prze-
strzeri probabilistyczng nazywamy C*-przestrzeniq probabilistyczng.

Gdy A jest algebrg von Neumanna oraz o jest dodatni, wierny oraz normalny (czyli ciggly
wzgledem topologi stabej z gwiazdkq), to nieprzemienng przestrzen probabilistyceng nazywamy
W*-przestrzeniq probabilistyceng.

Definicja 4.4. Niech (A, @) bedzie nieprzemienng przestrzenig probabilistyczng, niech a € A
bedzie zmienng losowq samosprzezong, ten. a = a*. Jesli istnieja miara p taka, ze

R / t"du(t), dian > 1.
R

to p nazywamy rozkladem zmiennej a.

Uwaga 4.5. W praypadku gdy A jest C*-algebrq, wiedy dla kazdej samosprzezonej zmicnne)
losowej a istnieje 1 jest jednoznacznic wyznaczona miara ji, opisana w Definicji 4.4, bedaca
rozkladem a.

Przyklad 4.6. Rozpatrzmny nieprzemienng przestrzen probabilistycang (]V] N {C), 7{-,'1‘1‘) z Przy-
ktadu 4.2(b). Niech A € My(C) bedzie hermitowska i oznaczmy jej wartosci wtasne (wypisane
z krotnosciami) przez A1,..., An. Wiedy latwo zauwazyd, ze rozktad zmiennej A to miara p
zadana przez
1, .
p= (O o).



Dla zmiennej nie samosprzezone] o definiuje sie tzw. s-rozklad wyznaczony przez -
momenty.

Definicja 4.7. Niech a bedzie zmienng losowq w *-przestrzeni probabilistycznej (A, ). Wy-
razenie postaci
€1,

e@-a) dlan>0orazer,...,enp € {1,%}

nezywamy x-momentem zmiennej losowej a.

Definicja 4.8. Przez C(X, X™*} oznaczaé bedziemy algebre z jedynkq, nazywang algebrg nie-
przemiennych wielomiandw generowanych przez X, X*. Jesl to algebra kiorej baze stanowiq
jednomiany postaci X' - X gdzie n > 0 oraz e1,...,6n € {1,%}. MnozZenie jednomiandw
zadane jest przez konkatenacgje.

Definicja 4.9. Niech (A, @), bedzie nieprzemienng przestrzeniq probabilistyczng, x-rozktadem
zmiennej losowej a A nazywamy funkcjonat 1o C(X, X*) — C zdefiniowany jako

1Py =¢ (P((L,Ur*)) dla P e C{X, X™).

Uwaga 4.10. Pomimo, ze definicja *-rozkiadu wydaje si¢ zawieraé tylko informacje kombi-
natoryczng na temat x-momentéw, warto zeuwazyé, Ze niesie on bardzo wiele informacji na
temat zmiennej losowej i dobre zrozumienie kombinatorycznych wtesnosci x-rozktadu jest istot-
nym zagadnieniem. Na przyktad jezeli a i b sq dwiema nieprzemiennymi zmiennymi losowyms
o takim samym x-rozktadzie, oraz oznaczymy przez M i N C*-algebry generowane przez a i
b odpowiednio, to istnicje izometryczny izomorfizm pomiedzy M oraz N.

Dla ustalonej macierzy, jej x-rozktad pozwela uzyskaé petng informacje o empirycznym
rozkladzie wartosci wtasnych.

Podobnie dla tzw. miary Browna (z0b. [T, 23, 84]), *-rozktad zawiera petng informacje
niezbedng do obliczenia miary Browna, aczkolwick praktyczne wykorzystanie tej informacyi do
obliczenia miary Browna w konkretnych przyktadach jest nietrywialnym problemem.

Podobnie jak w przypadku klasycznym, jednym 2z centralnych pojeé nieprzemiennej proba-
bilistyki jest niezaleznodé¢. Przyjmujac, ze zmienne sa niezalezne jesli rozkiad taczny jest jed-
noznacznie wyznaczony przez rozkiady brzegowe (innymi stowy momenty taczne mozna w uni-
wersalny sposob wyznaczy¢ za pomoca momentow brzegowych), w nieprzemiennej probabili-
styce istnieje kilka rodzajéw niezaleznodci (wolna, boolowska, monotoniczna, anty-monotoniczna).
Natomiast niezaleznodé¢ wolng uwaza si¢ za najbardziej naturalna i fundamentalng niezales-
nos¢ nieprzemienng (zob. Lecture 5 w [39]). Wynika to z jej naturalnych zwigzkow z teorig
algebr von Neumanna, czy z teorig macierzy losowych. Zwiazki z teoria macierzy losowych
opisane sa krétko w dalszej czedci autoreferatu.

Definicja 4.11. Podalgebry z jedyng Ay, . .., Ay nazywamy wolnymsi, gdy dla wszysthich k > 1
zawsze gdy speinione sq¢ warunks:

o a; € Ajpy, dlai=1,...,k
e pla;))=0dlai=1,.. .k,
o (1) #4(2) # ... # j(k),

to mamy @(ay - ag) = 0.
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Uwaga 4.12. Zmienne losowe a,b bedziemy nozywaé wolnymi gdy algebra generowana przez
a i 14 oraz algebra generowana przez b i 14 sqg wolne.

Dla zmiennych nie samosprzezonych bedziemy mdwili, Ze sqg x-wolne gdy algebra genero-
wana przez a,a” i 14 oraz algebra generowana przez b,b* i 14 sq wolne.

Wolne zmienne losowe mogg by¢ zrealizowane na nieprzemiennych przestrzeniach probabi-
listycznych zwigzanych z Przykiadem 4.2 d. Nie istnieja macierze skonczonego wymiaru, czy
macierze losowe skoniczonego wymiaru, ktore s wolne. Natomiast tak jak pisali$my wczesniej
wolno$é pojawia si¢ w naturalny sposéb w zwigzku z asymptotyka macierzy losowych, gdy
rozmiar macierzy dazy do nieskoriczono$ci. Zwigzki te zostaly zauwazone w pracy [50] szcze-
golowe omowienie mozna znalezé w monografii [34]. Zwiazki wolnej probabilistyki z teoria
macierzy losowych sg intensywnie badanym zagadnieniem (zob. na przykiad |1, 20, 41, 4]).
W ponizszym autoreferacie zwiazki z macierzami losowymi wykorzystywane beda do ilustracji
zastosowan przedstawianych wynikow, ponizej w skrocie wyjasniamy na czym ten zwigzek
polega.

Uwaga 4.13. Zaldzmy, ze (An)n oraz (By)n sq ciggams diagonelnych macierzy, przy czym
AN oraz By sq wymiaru N x N dla N =1,2,.... Oznaczmy przez Ay, By CMPITYcane roz-
ktady wartosci wlasnych macierzy An i By, zaldimy ze 4, zbiega stabo do miary pu oraz g,
zbiega stabo do v. Przez Uy oznaczaé bedziemy losowq macierz o rozkiadzie Haara na grupie
macterzy unitarnych rozmiaruy N x N. Rozwazmy nicprzemienng przestrzer probabilistyczng
(A, p) zawierajgeq wolne zmienne a,b o rozkladach u,v odpowiednio. Witedy dla dowolnego
nieprzemiennego wielomianu P zachodzi

1
1 - <] .. * —_— .
lim —ETr(P(An,UnBNUY)) = ¢(P(a,b))
N—oo N

Powyzsza wlasnosé to tak zwana asymptotycena wolnosé macierzy losowych. Wiasnodé ta
zachodzi w duzo wickszej ogdlnodci, dla niezaleznych macierzy losowych unitarnie niezmienni-
czych. Dodatkowo powyzsza zbieinosé zachodzi prawie na pewno to znaczy z p-stwem I mamy

lim —ji]-T'r(P(AN, UnBNUL)) = o(Pla, b)),

N-—oc0
W ponizszym autoreferacie pewna role w pracy [H1] odgrywaé bedzie niezaleinosé Bo-
olowska zdefiniowana w [45] wywodzaca sie z badan w pracach [17, 15, 18].

Definicja 4.14. Podalgebry Ay, . .., A, nazywamy boolowsko niezaleznymi gdy, dla wszysthich
k > 1 oraz wszystkich ay, ..., a; € A jesli:

o u; € Aj('i,); dlai=1,...,k
o j(1) #4(2) # ... # k),
to w(ay - ag) = @la1) - wlag)

Struktury zwigzane z niezaleznodcig boolowska, sa latwiejsze niz zwiazane z wolnogcia.
Niezalezno$¢ boolowska nie pojawia sie tez w naturalny sposéb w teorii macierzy losowych.
Okazuje si¢ jednak, ze niezalezno$é boolowska posiada nietrywialne zwiazki z wolng probabi-
listyka. Teoria ta dostarcza narzedzi pozwalajacych rozwiazywaé problemy zwigzane bezpo-
grednio z wolnoscia. Prace [H1]-[H4| dotycza zagadnien pochodzacych bezposrednio z wolnej
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Rysunek 1: Roézne rodzaje partycji

probabilistyki, ktore rozwigzywane sg za pomoca kumulant boolowskich. Kumulanty boolow-
skie to rodzina funkcjonaléw ktéra w naturalny sposéb pojawia si¢ w zwiazku z niezaleznodcia
boolowska. To, ze kumulanty boolowskie okazuja sie wygodnym narzedziem do rozwigzywania
pewnych probleméw pochodzacych 7 wolnej probabilistyki jest dogé zaskakujace i w opinii ha-
bilitanta jest najwazniejsza obserwacja metodologiczng poczyniong we wspomniancj powyzej
serii prac. Jest to wyjdcie poza schemat standardowej metodologii badan w nieprzemiennej
probabilistyce, gdzie kumulanty wolne byly gtéwnym narzedziem do badania probleméw w
wolnej probabilistyce, natomiast kumulanty boolowskie stuzyly jako narzedzie do badania
zmiennych boolowsko niezalesnych. Okazuje sie, ze to wyjscie poza przyjety schemat daje za-
skakujace efekty i pozwala odpowiadad na nietrywialne pytania, na ktore odpowied? wezesniej
nie byla znana.

W kolejnej sekeji podane zostang definicje kumulant boolowskich i wolnych oraz omdwione
59 struktury kombinatoryczne z nimi zwigzane.

4.3.2 Rozne rodzaje partycji i kumulant

Istotnym narzedziem zaréwno w teorii nieprzemiennej probabilistyki jaki i w badaniach za-
wartych w pracach [H1]-[H4] sg kumulanty. Do zdefiniowania kumulant niezbedne sa definicje
roznych rodzajow partycji zbioru liniowo uporzadkowanego.

Definicja 4.15.

1. Ustalmy dodatnig liczbe catkowitq n oraz oznaczmy [n] == {1,...,n}. Partycjg v zbioru
[n] nazwiemy zbicr niepustych, parami roztgeznych podzbiordw Bi, ..., By C [n}, takich
ze U;’:l Bj = [n]. Zbiory B; dla j = 1,...,k nazywamy blokami w, liczbe blokéw n
oznaczamy przez ||, czyli mamy |n| = k.

Zbior wszystkich partycji zbioru [n] jest oznaczany przez P(n).

2. Mowimy, ze m € P(n) jest nieprzecinajgea jesli dla dowolnych By, By € w oraz 1 < iy <
J1 <ty <j2<m,

(i1,99 € By oraz j1,j2 € By) = DBy = DBy,
Zbior wszystkich nieprzecinajgeych partycyi zbioru [n] oznaczamy przez NC(n).

3. Powiemy, ze m € P(n) jest partycjg interwatowq jesli dla dowolnych By, By € m oraz

(i],ig € By oraz j1 € [32) = By = Bs.
Zbior wszystkich partycji interwalowych zbioru [n] jest oznaczany przez Int(n).

Na zbiorach P(n), NC(n) oraz Int(n) istnieje czesciowy porzadek oznaczany praes <, tzw.
porzadek odwrotnego rozdrobnienia (reversed refinement order).



Definicja 4.16. Dia m,0 € P(n) mdwimy, ze 7 < o gdy dla dowolnego bloku B € 7 istnicje
blok C € o, taki 2e B C C. Porzqdek < jest réwniez czedciowym porzgdkiem na zbiorach
NC(n) ¢ Int(n).

Przez 1, oznaczad bedziemy maksymalng partycje zbioru [n] wzgledem porzedku <, t5. par-
tycje z jednym blokiem réwnym [n].

Na zbiorze NC(n) bedziemy rozwazaé réwniez inny czesciowy porzedek <. Dla w0 €
NC(n) powiemy, e 7 < o gdy m < o oraz dla dowolnego C € o istnieje blok B € m taki, ze
min(C), max(C) € B.

Okazuje sie, ze (NC(n), <) i (Int(n), <) maja strukture kraty, (zob. |39], Lecture 9 i 10).

W dalszej czedci autoreferatu wykorzystywaé bedziemy antyizomorfizin kraty nieprzecina-

jacych partycji, tzw. dopelnienie Krewerasa zdefiniowane w [28].
Definicja 4.17. Ustalmy nieprzecinajgeq partycje m € NC(n), dopelnieniem Krewerasa par-
tycye ™ nazywamy partycje oznaczang przez K(m) kidra jest najwickszq (wzgledem porzqdku
<) nieprzecinajqeq partycjq zbioru {1,2,... 7}, takq ze U K () jest nieprzecinajgcq party-
cjg zbioru {1,1,2,2, ... ,n,n}. Zbior {1,1,2,2,...,n,A} utozsamiamy w kanoniczny sposéh ze
zbiorem [2n], stgd definicja nieprzecinajgcej partycyi na tym zbiorze jest taka jak w Definicyi
4.15.

Ustalmy nieprzemienng przestrzen probabilistyczng (A, ). Za pomoca funkcjonatu ¢
definiujemy rodzine wieloliniowych funkcjonatéw multiplikatywnych, ktére postuza, do definicji
kumulant.

Definicja 4.18. Niech m = {By,..., By} € P(n). Dla a1,...,a, € A oznaczmy

k

onla,. .. an) = Hso(aBj) (1)

J=1

gdzie

¥ (CLB,,) = H a;

i€ B;
oraz zmienne w iloczynie | ], B, Gi pojawiajy si¢ zgodnie z porzgdkiem indeksdw. Dla m = 1
bedziemy pisac @y, (a1, ..., ar) = pplay, ..., ax)

Nastepnie przywotamy definicje wolnych i boolowskich kumulant. Wolne kumulanty, zdefi-
niowane w 44|, sa waznym narzedziem w wolnej probabilistyce, kumulanty boolowskie zostaly
zdefiniowane w pracy [45] jako narzedzie dajace charakteryzacje boolowskiej niezaleznosei.

Definicja 4.19. Dla dowolnego n > 1 wolna kumulanta rzedu n oznaczana przez iy, : A" — C
jest zdefiniowana rekurencyjnie przez zaleznosé
Ym>1 Vay,...,am € A wlay - am) = E KalQly oy Gm),
TENC(m)
gdzie dla m = {By,..., Bx} € NC(m) mamy

Ealay, .. am) = I l Kj (cz,,;] e ,a.,;j> :

B.en
1.3i:{i1 ,...,’i_f}



Podobnie, dla dowolnego n > 1 kumulanty boolowskie B, : A" — C sq zdefiniowane
rekurencyjnie przez
Ym>1 Vai,...,em €A wlar - ay) = g Brlar, ..., am),
welnt(m)
gdzie dla = {DBy,..., B} € Int(m) mamy
Balat,...,am) = H B (i, - - -, ai,,) -
] Bien
Bi={i1,.,ir}

Gdy a ma rozklad p bedziemy pisa¢ wymiennie kn(g), £n(e) majac na mysli wielkosé

kn(a,...,a) pojawiajaca sie¢ w powyszszej definicii. Podobne oznaczenie bedziemy stosowac
dla kumulant boolowskich.
Wolne kumulanty daja wygodny i uzyteczny opis wolnogci.

Twierdzenie 4.20 (Speicher, [44]). Niech (A, @) bedzie nieprzemienng przestrzeniq probabi-
listyczng oraz niech (/<;n,)nZ | beda wolnymi kumulantami. Ustalmy rodzing podalgebr (A;);c;
Nastepujgce warunks sq rownowaezne:

(i) Podalgebry (A;);c; sa wolne.

(i) Dla dowolnego n > 2 oraz dla wszystkich a; € Ay, (7 = 1,2,...,n) mamy ry(as, ..., an)
0 zawsze gdy istnicjg 1 < 1k < n, takie ze i(l) # i(k).

W analogiczny sposob kumulanty boolowskie daja charakteryzacje niezaleznodei boolow-
skiej.

Twierdzenie 4.21 (Speicher, [45]). Niech (A, ) bedzie nieprzemienng przestrzenig probabili-
styczng oraz niech (By),,~, bedg boolowskimi kumulantami. Ustalmy rodzing podalgebr (A;);c;-
Nastepujqce warunki sq réwnowazne:

(i) Podalgebry (A;);e; sq boolowsko niczalezne.

(i) Dla dowolnegon > 2 oraz dla wszystkich a; € Ay, (j = 1,2,...,n) mamy Bu(a1, ..., an)
0 zawsze gdy istniecjg 1 < I,k < n, takie ze i(l) # i(k).

W dalszej czesci pracy istotny bedzie wzor taczacy wolne i boolowskie kumulanty pocho-
dzacy 2 pracy [5].

Stwierdzenie 4.22. Dla wszystkich n € N iay,...,ay € A mamy

Bulay, ... ,an) = z kr( (a1, ..o an)). (2)

TENC(n)

T<ly
Ogdiniej dla m € NC(n) i ay,...,an € A mamy

Balar....,an)= > kx((a1,...,an)). (3)
pENC(n)
pLn

Gdzie porzgdek < jest taki jok w Definicji 4.16.
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4.3.3 Sploty, subordynacja i warunkowe warto$ci oczekiwane
Niezaleznogé prowadzi w naturalny sposéb do definicji splotu miar probabilistycanych.

Definicja 4.23. Dla zmiennych wolnych, samosprzezonych a,b o rozktadach 11, v odpowiednio
rozktad zmiennej a + b nazywamy wolnym splotem miar p i v oraz oznaczamy przez B v,

Jesli a jest nieujemna to mozna w jednoznaczny sposdb zdefiniowaé dodatnig zmienng
losowq /a i rozktad zmiennej losowej Jaby/a nazywamy wolnym splotem mulliplikatywnym
miar |4 1 v 4 oznaczamy przez ;X y.

W podobny sposob definiuje sie wolny splot addytywny i multiplikatywny s-rozkladow.

Definicja 4.24. Dla zmiennych x-wolnych a,b o x-rozktadach p,v odpowiednio x-rozktad
zmiennes a + b nazywamy wolnym splotem p i v oraz oznaczamy przez 1 v.

x-Rozktad zmiennej losowej ab nazywamy wolnym splotem multiplikatywnym *-rozkladdw
(i v 1 oznaczamy przez Ry,

Uwaga 4.25. Tak jak zostalo to podane powyzej stosuje si¢ to samo oznaczenie B 1 X zardwno
w przypadku splotu miar probabilistycenych jok i w przypadku splotu x-rozktadow. Za kazdym
razem gdy bedziemy odwotywaé sig do wolnego splotu z kontekstu bedzie jasne, ktdérg z operacyi
mamy na mysl.

Definicja 4.26. Dla zmiennych boolowsko niezaleinych, samosprzezonych a,b o rozktadach
1, v odpowiednio rozktad zmiennej a-+b nazywamy wolnym splotem miar i ¢ v oraz oznaczamy
przez pWu.

W analogiczny sposdh definiuje sie splot boolowski x-rozkiaddw.

Definicja boolowskiego splotu multiplikatywnego nie jest istotna dla wynikéw przedstawia-
nych w dalszej czedci autoreferatu.

Ponizej wyjasniamy w jaki sposob odpowiednie kumulanty pozwalajg opisywaé zdefinio-
wane powysej operacje.

Uwaga 4.27. Korzystajoc z wieloliniowosci wolnych kumulant oraz Twierdzenia 4.20 {atwo
widaé, ze dla a,b wolnych oraz wszystkich n. > 1 mamy

knla+b) = kp(a) + kn(D).
Podobnie dla o', b boolowsko niczaleinych o mamy
Bpla + V) = Bula’) + B (D).

W pracy [36] udowodniono, ze dopetnienie Krewerasa w naturalny sposdb pojawia si¢ przy
badaniu tloczyndw wolnych zmiennych losowych.

kn(ab) = Z K@)k g () (D)

we€NC(n)

Uwaga 4.28. Przy zatozeniach Definicii 4.23, gdy obie zmienne a,b sqg nieujemne to przy
zalozeniu Sladowosci o rozkiady \Jaby/a oraz bav/'b sq takie same, doktadniej mamy

© ((\/51)\/5)”) = ((\/Ea\/I;)n> = ((ab)").
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Zwréémy uwage, zZe zmienna ab nie jest samosprzezona i joko taka posiada nietrywialny
x-rozktad. Kombinatoryka wolnych kumulant pozwala na doktadny opis rozkladu /aby/a na-
tomiast x—rozktad ab nie posiadal dobrego opisu w terminach rozkltaddw a @ b. Znalezienie
sx—rozktadu tloczynu wolnych zmiennych byto problemem otwartym, jego rozwigzanie jest jed-
nym z wynikow pracy [H2] opisanej szczegdtowo w dalszej czedci autoreferatu.

Opisane powyzej sploty miar mogg by¢ efektywnie znajdowane za pomoca narzedzi anali-
tycznych.

Definicja 4.29. Transformatq Cauchy’ego miary p nazywamy funkcje okreslong jako
] q Yt Yy Y ¢ /]

o1
Gu(z) = A di(z), dla z ¢ supp(pu).

Uwaga 4.30. Dla dowolnej miary pu funkcja G, jest analitycznym przeksztatceniem z gdérney
pétptaszezyzny zespolonej Ct = {z € C;Im(z) > 0} w dolng pdlptaszczyzne zespolong C~ =
{z € C;Im(z) < 0}.

Z transformaty Cauchy’ego mozna odzyskaé miare za pomocq tzw. wzoru na odwrdcenie
Stjeltiesa '

dplx) = L lim I'm (G (x + ig)) da,
T e—0

gdzie powyzsza granica jest granicg w sensie stabej zbieznosci miar probabilistycznych.

Okazuje sie, ze dla miar o nosniku zwartym transformata Cauchy’ego jest odwracalna w
pewnym otoczeniu nieskonczonosci, a odwrotnosé transformaty Cauchy’ego po zlikwidowaniu
singularnoscl w zerze (tj. odjeciu 1/z) odgrywa role podobng do logarytmu funkeji charaktery-
stycznej w klasycznej probabilistyce. Funkcje zdefiniowana w ponizszym twierdzeniu nazywaé
bedziemy R-transformats miary p.

Twierdzenie 4.31 (Voiculescu, [48]). Dla dowolnej miary o nosniku zwartym istnieje otocze-
nie zera, takie ze dobrze okreslona jest funkcja

) = ol 1

7/.1,(Z) = G/;, >(Z> -

z
Nazywamy jg R-transformatq. W oloczeniu zera na ktdrym okreslone sq wszystkie ponizej
wystepujgee funkcje mamy
T/J.EBI/(Z) == 7'/,L(Z) + 7"1/(75)-

Uwaga 4.32. Wolne kumulanty sq wspétezynnikami w rozwinicciu wokdl zera R-transformaty

t. mamy
o0

v o) — - n—1
ru(z) = g En(pe)2" 0
ne=l
W dalszej czesci bedziemy tez jako R-transformate okreslaé funkeje R, (2) = zru(2).
W pracy [49] Voiculescu zdefiniowal tzw. S-transformate ktora pozwala na znajdowanie
splotu multiplikatywnego miar na poélprostej dodatniej. Przez W, oznaczac¢ bedziemy tzw.
transformate momentows,

M, (z) = /R ij—(i;.z,(:l:),

1~ zp
okredlong dla z € C, takich %e 1/z ¢ supp(p). Jesli p ma nosnik zwarty to w pewnym

otoczeniu zera mamy M, (2) = S 2™, (), gdzie my, (1) to n-ty moment miary /i
. } n=1 n ’ 5 2 3 A

12



Twierdzenie 4.33. Niech miary i v majg nosnik zawarty w [0, +00). Istnieje otoczenie
preedziatu (—€,0), dla pewnego € > 0 taki, ze funkcja
z+1
Su(z) = M{(2)

Z

jest dobrze okreslona oraz w tym obszarze mamy
Al f
.Sup“g,,(z) = S/L(Z) v (2).
Funkeja

M,
(2 = T (4)
okazuje sig by¢ réwna funkcji generujacej kumulant boolowskich, czyli n,(z) = > 07, Bn(z)z",
mamy zatem nastepujacy fakt.

Stwierdzenie 4.34. Dla z lakich, ze wszystkie trzy funkcje sq dobrze okreslone mamy

7'];4.@1/(7«) = 77/L(Z> + 7]1/(2)'

W niniejszym referacie rozwazaé bedziemy jedynie miary o nogniku zwartym, natomiast
operacje wolnego splotu addytywnego i multiplikatywnego zostaly rozszerzone na wszystkie
miary probabilistyczne w pracy [9].

Wyniki z prac [H3] i [H4]| dotycza warunkowych wartosci oczekiwanych. Do definicji wa-
runkowej wartosci oczekiwanej zaktadamy, ze algebra zmiennych losowych A jest algebra von
Neumanna oraz ¢ jest wiernym, normalnym, ladowym stanem, czyli (A, ) jest §ladowyg W*-
przestrzenia probabilistyczna. Dla (A, ¢) ladowej W*-przestrzeni probabilistycznej oraz dla
dowolnej podalgebry von Neumanna B C A istnieje wierny, normalny rzut E(-{B) : A — B,
taki e p o E(-]B) = . Rzut ten nazywa siec warunkowa wartoscia oczekiwang na podalgebre
B wzgledem . Jesli a € A jest samosprzezona to E(a|B) jest jednoznacznie wyznaczonym
elementem samosprzezonym algebry B. Dla a € A przez E(|a) bedziemy oznaczaé rzut na
algebre von Neumanna generowana przez ¢ oraz 14.

Waznym wynikiem dotyczacym warunkowych wartosci oczekiwanych dla wolnych zmien-
nych jest tzw. subordynacja. Nazwa subordynacja bierze sie ze zwigzkéw z teorig funkeji
zespolonych, a dokladniej z zagadnieniem kiedy dla f, g : U — U analitycznych przeksztalcen
z dysku jednostkowego w dysk jednostkowy istnieje tunkcja analityczna w : U — U taka ge
w(0) = 0, |w(z)] < 1 oraz f(z) = g(w(2)) dla z € U. Zagadnienie to rozwaza si¢ rowniez dla
innych obszaréw niz dysk jednostkowy. Okazuje sie, ze analityczna subordynacja pojawia si¢
w naturalny sposéb przy badaniu wolnych splotéw.

Twierdzenie 4.35 (Biane, [11]). Niech a oraz podalgebra B bedg wolne oraz b € B wtedy
istnieje jedyna funkcja analityczna w okreslona na C\ R, taka ze:

(i)
E ((z - 1))413) = (w(z) — b)~! (5)

i) w(z) = w(z), dodatkowo dla z € C* mamy Im(w(z)) > Im(z) oraz w(f,i'y)
iy

y — +00.

— 1 gdy
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Uwaga 4.36. Zaldzmy, ze zmienne a,b w twierdzeniu powyzej majg rozktady i, v odpowiednio,
czyli o + b ma rozktad pBv. Po nalozeniu stanu ¢ na obie strony réwnosci (5) otrzymujemy

réwnosé dla transformat Cauchy’ego
G/,LFHI/(Z) = G,,(W(Z)).

Powyzsza réwnosé razem z punktem (1) Twierdzenia 4.35 jednoznacznie wyznacze funkeje w.

Okazuje sig, ze dla kazdego z € CT isinieje réwnanie punktu stalego, ktore spetnio w(z).
Dodatkowo do punktu statego mozna zbiegaé iterujqc to réwnanie (zob. [3]). Daje to alterna-
tywng metode znajdowania wolnego splotu lub jego numerycznej aproksymacyi.

Podobna subordynacja zachodzi réwniez dla wolnego splotu multiplikatywnego.

Twierdzenie 4.37 (Biane, [11]). Niech a oraz podalgebra B bedg wolne, zatézmy ze b € B
oraz zmienne a,b sqg dodalniec o rozkiadach réznych niz dy. Wiedy istnieje jedyna funkcja
analityczna n okreslona na C\ RY, taka ze:

()
E (zbJ/Qabl/z(l o zb]/zablﬂ)“llB> = n(2)b(1 — n(z)b)~* (6)

(ii) Dia z € CT mamy n(z) € C*, n(z) = n(z) oraz Arg(n(z)) > Arg(2) .

Uwaga 4.38. Podobnice jok w przypadku addytywnym jesli a, b majq rozktady i, v odpowiednio
po natozeniu stanu @ na obie strony réwnania (6) otrzymujemy

A/[/,L[ZV(Z) =M, (’r}(Z))

Multiplikatywna funkcja subordynacji n jest jednoznacznie wyznaczona przez powyzszq réwnosé
oraz przez punkt (i1) Twierdzenia 4.37.

Uwaga 4.39. W pracy [H3] powyzsze wyniki rozstaly uwogdlnione na przypadek funkcji od
wolnych zmiennych postaci b+ f(b)af(b)*, znalezione zostaly takie rozwiniccia funkefi subor-
dynacyi.

Wtasnosci multiplibatywne; funkcji subordynacji odgrywaty tez istotng role w pracy [H1].

Analogiczne transformaty wprowadza si¢ w prazypadku s-rozkladow. Wprowadzimy naj-
pierw pojecie szeregéw formalnych o nieprzemiennych zmiennych, ktore graja role transformat
w przypadku xrozkladéw. Szeregi te beda pojawialy sie¢ w pracy [H1], ktorej wyniki natural-
niej formuluje si¢ w terminach x-rozkladow, niz zmiennych losowych o zadanych rozktadach.
Przy opisie * rozkladow za pomocy szeregéw formalnych bedziemy odwolywaé si¢ do ich
wspolczynnikow, Wspolezynniki te to podobnie jak w przypadku zmiennych samosprzezo-
nych momenty dla szeregu M, wolne kumulanty dla szeregu R, oraz kumulanty boolowskie
dla szeregu ). Ponizej wprowadzamy oznaczenia z jakich bedziemy korzysta¢ w pracy [H1J.

Uwaga 4.40. (Szeregi i ich wspolezynniki.) (1) Algebra szeregow formalnych w dwdch nie-
praemiennych zmiennych z i 2* jest oznaczana przez C{{z, 2*)). Przez Co((z, z*)) C C{(z, z*))
oznaczaé bedziemy zbidr szeregéw formalnych z zerowym wspdlezynnikiem statym. Dowolny
element [ € Co{(z,2")) jest postaci

o0
Y=Y > @)= Y aw, (7)

n=10y, 01,4} we{l,x}m
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gdzie wspotczynniki o, sq zespolone oraz dla w = (£1,...,4,) € {1,%}" oznaczamy z* =
K] gn
Z .. Z .

(2) Dla ustalonego w € {1,*}", oznaczamy przez Cf,, : Co((z, z*)) — C funkcjonat liniowy
ktory prayjmuje wartosé réwng wspdtezynnikowi 2 szeregu f € Co{(z, 2*)). Tzn. dla f danego
przez (7), mamy Cf,(f) = aw, w € {1,%}" dla dowolnego n > 1.

(3) Dla ustalonego n, stowa w = (£1,...,4,) € {1,%}" oraz partycji = zbioru {1,...,n},
definiujemy funkcjonat (nieliniowy, poza preypadkiem gdy w sklada si¢ z jednego bloku) Clur
Co((z,z*)) — C, w nastepujacy sposéb. Dla dowolnego bloku B = {by,... by} partycji =,
gdzie 1 < by < < by, < n, kladeiemy

w|B = l,...,0)|B:=Ly,....0,) € {1}
Nastepnie definiujemy

fw 7 H Cjw|]3 , fe€ (C()<<Z’ Z*>> (8)
Bea
[Przypusémy, ze n = 5, m = {{1,4,5},{2,3}}, oraz w = ({1,...,05). Wtedy Cf,,.(f) =
Cley aes) () - Clan ey () | € Col{z,2%)).]
Przez Dyjg(1, %) oznaczaé bedziemy zbiér wszystkich liniowych funkcjonatow C(X, X*) —
C.
Definicja 4.41. (Szereg momentowe) Ustalmy p1 € Dyp(l, x). (1) Szereg momentowy i jest
zdeﬁniowmzy jak() A/[/L = Zfﬁ:l Zwe{l,*}" /L(Zw)zw € C0<<Z> Z*>>
(2) Szereg n, jest zdefiniowany jako
= My (L4 M) = (14+ M,) "' M, € Co(z,2)), (9)
gdzie wszystkie operacje algebraiczne sq wykonywane w algebrze C{(z, z*)).
(3) Oczywiscie z réwnania (9) wynika, ze szereg M, mozna odzyskaé z szeregu n,, jako

M, = 77,11(1 - 77/1.)“1 = (1~ 77;4)“1"7;1,- (10)

),

(4) Prawa strona (10) moze byé zapisana jako szereg geometrycany Y oo ]77# (zbieiny w
tym sensie, zZe y oo 1 Clu (1)) zawiera tylko skoriczenie wicle niezerowych wyrazéw dla wszyst-
kich w € {1,%}" oraz wszystkich n > 1). Co daje wzér na wspdtezynniki M, w terminach
wspdtczynnikow n,,, mamy

wa ]\/ ll - Z Cjww '7/1 (]-1)
relnt(n)
Analogicanie
Cf’l,u(”],llf) = Z (wl)l—Hﬂl wa;‘/r([\'fll)' (‘12)
welnt(n)

Uwaga 4.42. (1) Szeregiem R x-rozktadu p € D1, *) nazywamy szereg formalny R, €
Co{{z, z*)), ktdrego wspstczynniki sq wyznaczone przez zwigzek z x-momentami p zadany wzo-
rem
— > . T n
(//w ]\[/L - (//ww R/L w e {l,*} ’ (13>
reNC(n)
Mozna réwnowaznie zdefintowac szereg R, przez rdwnanie wigigce go z szeregiem M.
Doktadniej, Ry, jest jedynym szeregiem w Co((z,z*)), ktdry spetnia réwnanie

Ry (z(1+ My(z,2%)), 2" (1 + My(z, 2%)) = M,(z,z"). (14)



4.3.4 Praca [H1]

Zauwazmy, ze definicja wolnego splotu addytywnego w naturalny sposéb prowadzi do po-

jecia wolnej nieskoniczonej podzielnosci miar probabilistycznych. Powiemy, ze miara p jest

H-nieskonczenie podzielna (ozn. u € pH-ID ) gdy dla dowolnego n > 1 istnicje miara u,, taka
o= g Bl By, = /.L%]“.

n krotnie

Bedziemy pisa¢ p®t majac na mysli wolng potege splotows rzedu ¢, czyli miare ktorej R-
transformata jest réwna tR,. Warto zauwazy¢, ze wolne potegi splotowe istnieja dla kazdej
miary i dla wszystkich rzeczywistych ¢ > 1 (zob. [36]), natomiast dla miar nieskoiiczenic
podzielnych istnieja wolne potegi splotowe rzedu ¢ < 1.

W pracy [8] skonstruowana zostala bijekcja tzw. bijekcja Bercovici-Paty pomiedzy miarami
nieskoniczenie podzielnymi w klasycznym splocie addytywnym P*~IP i miarami nieskoricznie
podzielnymi w wolnym splocie addytywnym PH=ID  Dla miar dla ktérych wszystkie momenty
sg skoniczone bijekeja ta moze zosta¢ opisana na poziomie kumulant w nastepujacy sposob, dla
miary u € PP~ rozwazamy jej ciag wolnych kumulant r, (1), wtedy bijekcja Bercovici-Paty
mierze p przypisuje miarg v € P*~IP taka e ¢, (v) = wp(p) dlan =1,2,..., gdzic (en(v)),
jest ciggiem klasycznych kumulant miary ». Miary i v maja te same obszary przyciggania,
w szezegolnosel bijekeja Bercovici-Paty przeksztalca rozklad Wignera na rozklad Gaussowski
(w obu przypadkach tylko druga wolna lub klasyczna kumulanta jest niezerowa) oraz rozklad
wolny Poissona na rozktad Poissona (wolne, odpowiednio klasyczne kumulanty sg stale).

W pracy [45] zauwazono, ze wszystkie miary probabilistyczne sg nieskoriczenie podzielne
wzgledem addytywnego splotu boolowskiego W. W pracy [8] rozwazano tez bijekcje pomie-
dzy miarami & nieskorniczenie podzielnymi (czyli wszystkimi miarami probabilistycznymi), a
PE-ID  Oznaczmy te bijekcje przez B, stanowi ona punkt wyjsciowy pracy [H1]. Ponow-
nie dla miar o wszystkich momentach skoniczonych B mozna opisaé¢ na poziomie kumulant.
Mamy B(p) = v wtedy i tylko wtedy gdy Bn(u) = kn(v) dlan = 1,2,.... Innymi slowy ciag
kumulant boolowskich dowolnej miary g € P jest ciagiem wolnych kumulant pewnej miary
v e PH-ID Definicje bijekeji B mozna zapisaé za pomoca odpowiednich transformat jako

nu(z) = Ry (2).

W pracy [H1] rozwazano, po raz pierwszy w literaturze, nieskonczona podzielnos¢ dla
x-rozkladow. Praypomnijmy, ze przez Dag(l, *) oznaczamy zbior wszystkich liniowych funk-
cjonatow C{X, X*) — C, natomiast przes D.(1, *) oznaczaé bedziemy zbior tych s-rozkladow
ktore mogy zostaé zrealizowane jako rozklad pewnej zmiennej losowej w C-przestrzeni pro-
babilistycznej.

Zauwazmy, ze definicja nieskoniczone] podzielnosgei przenosi sie naturalnie na przypadek
s—rozkladéw. Powiemy, ze p € D((,mf“div)(l, ) gdy dla dowolnego n > 1 istnieje p, € De(1, %),
taki ze

o= B B g
n krotnie

Innymi stowy dla dowolnego n > 1 istnieje n wolnych zmiennych losowych a1,...,a, 0

tym samym =x-rozkladzie, takich ze ay + ... + a, ma =rozklad .

16



Gléwnymi osiggnicciami pracy [H1] bylo: skonstruowanie odpowiednika bijekcji B dla przy-
padku *-rozkladow, szczegdtowy opis B-nieskonczenie podzielnych rozkladéw R-diagonalnych
oraz zbadanie ich wlasnodci.

Pierwszym waznym wynikiem pracy [H1] jest twierdzenie dajace boolowska wersje bijekcji
Bercovici-Paty (BBP) dla «—rozkladow.

Twierdzenie 4.43. (Bijekcja BBP dla D.(1,%).) Istnieje bijekcja
Byt De(l, %) = DEF=IM(1 ),

wyznaczona przez
RB(],»:)(H) =l HE D('f(17 #). (15)

Doktadniej dla dowolnego p € D(1, *) istnieje x-rozkiad v € D((;i“f“div)(]_, ), taki Ze Ry, = 0y,

i definiujemy By .y (1) = v.

Dowéd istnienia bijekeji opiera si¢ na wynikach z pracy [5], gdzie rozpatrywano wolng
nieskonczong podzielnosé dla rozkladow k-tek operatoroéw samosprzezonych (ai, ..., ag).

Kolejnym krokiem po skonstruowaniu byla charakteryzacja nieskonczenie podzielnych roz-
ktadéw R-diagonalnych. Rozklady R-diagonalne to najlepiej zbadana klasa x—rozktadow w
wolnej probabilistyce. Rozklady te zostaly zdefiniowane w pracy [37]. Dla operatorow (rozu-
mianych jako nieprzemienne zmienne losowe) o rozkladach R-diagonalnych znaleziono miarg
Browna [23, 7| oraz przestrzenie niezmiennicze [43].

Definicja 4.44. (1) x-rozktad p € Dyy(1, *) nazywamy R-diagonalnym gdy

o0 (o)
LY P LELNTE
Ru(z,2") = E o (z2")" + E Bu (2" 2)",
n=1 n=1
gdzie an, B € C dla n € N. Ciggi (0,)00 oraz (Br)Sey nezywamy ciggami wyznaczajgcyms
1t
Twierdzenie 4.43 daje naturalne narzedzie do scharakteryzowania nieskonczenie podziel-
nych rozkladéw R-diagonalnych. Nalezy rozwazy¢ s-rozklady, ktorych szereg n jest postaci
takiej jak szereg R rozktadu R-diagonalnego. Co w naturalny sposob prowadzi do naste¢pujace]
ap Y ST I ¢ 3
definicji.

Definicja 4.45. Powiemy, ze x-rozklad p jest -diagonalny, gdy jego szereg 1) jest postaci
o0 o0
nulz, 2") = Z an(z2")" + L Bn(z*2)",
ne=l n=]
gdzie cu, Bn € C dla n € N. Ciggi ()5, oraz (Bn)ee., nazywa si¢ ciggami wyznaczajacymi
x-rozktad 1)-diagonalny.

Charakteryzacja H-nieskonczenie podzielnych rozkladéw R-diagonalnych wymaga zrozu-
mienia wlasnosci rozkladow n-diagonalnych, w szczegdlnosei nalezy zrozumieé jakie ciagi (an)n
i (B,)n moga byé ciggami wyznaczajacymi rozkladow n-diagonalnych pu € D.(1,*). Oczywiscie
dla n-diagonalnych rozkltadow 11 € Dye(1, *) dowolne ciagi sa dozwolone jako ciagi wyznacza-
Jjace.

Pierwszy wynik, to charakteryzacja rozkladow 1)-diagonalnych w terminach s-momentow.
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Definicja 4.46. (1) Stowo w = (£1,...,4,) € {1,*}" nazywamy mieszajaco-naprzemiennym
gdy no= 2m, dla m > 0 oraz jesli log_1 # by, dla k. =1,2,...,m.

(2) Mozna tatwo zeuwazyé, ze dowolne mieszajgco-naprzemienne stowo w moze byé za-
pisane w jednoznaczny sposéb joko konkatenacja stow naprzemiennych takich, Ze sqsiadujgee
stowa sq réznych typdw, gdzie jako typ rozumiemy stowa postaci (1,*)™ i (x, 1)™.

[Na przyktad, w = (1%, 1, %, 1 %%, 1,1, 1, % %, 1,% 1) jest mieszajgco-naprzemienne a jego
faktoryzacja jest postaci wiwowswy z wy = (1,%)3, wy = (%, 1)2, w3 = (1, %), wg = (x,1)%

Twierdzenie 4.47. (Twierdzenic 2.8 w [H1]) Niech a bedzie nieprzemienng zmienng losowg
w nieprzemiennej przestrzend probabilistycznej (A, ). Nastepujgee warunki sg rdwnowazne:

a) zmienna losowa a ma x-rozklad n-diagonalny.

(a
(b) Spetnione g nastepujgce warunki:
nDM1) Jedli w € {1, %} nie jest mieszajgco-naprzemienne, to w(a") = 0.
J 74 7’ ¥
(nDM2) Jesli w € U2 o{L,*}", kidre jest mieszajgeo-naprzemienne i faktoryzacja jak w

Definicji 4.46 jest postaci w = wy - - wy, to w(a™) = p(a™)- - @(ar).

Uwaga 4.48. Bezposrednim wnioskiem z powyzszego twierdzenia jest fakt, e jesli x-rozktad
1L nieprzemiennej zmienney losowej a jest n-diagonalny, to aa® i a*a sq¢ boolowsko niezalezne.
Jest to odpowiednik witasnosci rozkladow R-diagonalnych, mdwigeej ze dla b o s-rozkladzie
R-diagonalnym zmienne bb* ¢ b*b sq wolne.

Z powyzszym faktem zwiazany jest problem znalezienia czeici dodatnich zmiennej a o -
rozkladzie n-diagonalnym (czedci dodatnie to zmienne aa® oraz a*a). Okazuje sie, Ze sg one
wyznaczone bezposdrednio przez ciggl wyznaczajace rozktad n-diagonalny.

Stwierdzenie 4.49. Przypusémy, ze i € Dag(l, %) jest n-diagonalny, niech (cn,)5%y, (Bn)psy

bedg jego ciggami wyznaczajgeymi. Wiedy dla nieprzemiennej zmiennej losowes a o rozkladzie
W, transformaty boolowskie zmiennych aa* i a*a sq¢ postaci

o0

x>
nu,a,* (Z> = Z a/”Z’”’ aﬂ/d T)a,*a,(z) = Z[j“’zn'

=] n=1

Powyzsze stwierdzenie daje wazne wnioski. Poniewaz w oczywisty sposob rozklady aa* i
a*a wyznaczajy jednoznacznie ciagl (cn)n 1 (Bn)n, to rozklad n-diagonalny jest jednoznacz-
nie wyznaczony przez rozklady czedci dodatnich. Ponadto kazdy z ciagéw wyznaczajacych
rozktad n-diagonalny jest ciagiem kumulant boolowskich miary probabilistycznej o nosniku
zwartym bedacym podzbiorem Ry. Istotnym pytaniem jest, czy mozna powyzsza zaleznogé
odwrocié. Doktadniej, dla dowolnej pary miar probabilistycznych o1, 02 o nogniku zwartym
mozemy rozwazyé odpowiadajgce im ciagi kumulant boolowskich (o), oraz (By)n, checemy
odpowiedzieé¢ na pytanie czy istnieje rozklad n-diagonalny z ciggami wyznaczajacymi (ay,)n
oraz (fn)n. Rownowaznie chcemy skonstruowaé nieprzemienng zmienng losows a w pewnej
C*-przestrzeni probabilistycznej, taka ze a ma *-rozklad n-diagonalny i ae™ oraz a*a maja
odpowiednio rozktady oy i o3. Konstrukeja takiego elementu n-diagonalnego dawatoby para-
metryzacje rozkladow n-diagonalnych nalezacych do De(1, #) za pomocy pary miar probabi-
listycznych (o1,02). W pracy [H1] w Sekeji 5 skonstruowany zostal model operatorowy dla
rozkladu 7-diagonalnego dla dowolnej ustalonej pary miar o nogniku zwartym (oy, 09).
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Twierdzenie 4.50. Oznaczmy przez P zbior miar probabilistycznych o nosniku zwartym na
[0,00). Istnieje bijekcja

© Pl Pl {pn € De(L, %) : pu jest n-diagonalny}

taka ze: dla zadanych o1,00 € P, ®(o1,09) jest jedynym rozkladem n-diagonalnym x-
rozktadem 1 € D.(1,*) takim, ze dla a o rozkiadzie p rozklady ae* ¢ a*a sg réwne oy i
o9, odpowiednio.

Uwaga 4.51. Ustalmy 01,09 € PF. Bedziemy korzystaé z symetrycznego pierwiastka miar
o1t o9, Sq to symetrycanie miary o nos$niku zwartym o1 1 o2 na R 2z momentams danymi

weorem
' ; ~ 0, n nieparzyste

oo I "2 doi(t), n parzyste,

dla 3 = 1,2. Konstrukcja operatora n-diagonalnego sktada si¢ z trzech krokow,  jest omdwiona
szezegdtowo w pracy [H1].

Krok 1. Konstruujemy przestrzen Hilberta H, operator X € B(H), oraz wektory £1,62 € H o
nastepujgcych wtasnosciach:

(1a) |G|l = ll&2ll = 1,

(1b) (&1.62) =0,

(1c) (X*&), &) = (XFEy,6) =0 for k €N,

(1d) (X%=1¢;,65) =00 (X?k¢;,85) = [ 7 doj(t) dle ke Nij=1,2.

Krok 2. Definiujemy czesciowq izometrie rzedu 1 oznaczang Y € B(H) przez Y (() = ((,&1)é
dla ¢ € H. Mamy Y& = &, Y = ((, €& dla ¢ € 'H, oraz

YY*(=(( &), YY(=((&): (16)

Cayli YY* 1 Y'Y sq rzutami ortogonalnymi na l-wymiarowe przestrzenie rozpigte przez &o i
&1 odpowiednio.
Krok 3. Rozwazamy przestrzeri Hilberta K = H&QH oraz wektor jednostkowy § = &3 %6 € K,
nastepnie rozwazamy C*-przestrzent probabilistycang (B(K), w¢), gdzic we(T) = (T€, &) dla T €
B(K). Niech V € B(H & M) bedzie operatorem “flipu” wyznaczonym przez V(( & (') = (' @,
¢, € H. Definiujemy A = V(Y @ X).

A jest zgdanym operatorem n-diagonalnym w (B(K), ).

Uwaga 4.52. Twierdzenie 4.50 daje bijekcje
O PF x P € De(1, %) 1 pu jest n-diagonalny}. (17)

Przeksztatcenie _
U= By 0@t PF x P RNV (18)

jest rowniez bijekcjq, gdzie przez R((fm‘dw) oznaczamy rozktady R-dicgonalne nalezgee do
DI W Kazdy wybér 1,00 € PF daje x-rozklad v = U(0y,09) € RPNy
kazdy =-rozktad v € R((zm{ i) pochodzi od jedynej pary o1, oo.
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Definicja 4.53. Przez £ bedziemy oznaczaé szeregi potegowe zbieine w pewnym otoczeniu
zera takie, ze dla f € EF mamy f = 1, dla pewnego o € P.F. Gdzie 1, jest funkcjg generujgeq
kumulanty boolowskie zdefiniowang w (4).

Konstrukcja bijekcji B(1, ) oraz operatordow o x-rozkladach n-diagonalnych wraz z ich
wlasnosciami daje nastepujaca charakteryzacje nieskonczenie podzielnych (w wolnym splocie)
rozktadow R-diagonalnych.

Stwierdzenie 4.54. Niech v € D.(1, x) bedzie rozkiadem R-diagonalnym, dodatkowo niech
(an)o2q i (Bn)52 beda jego ciggami wyznaczajgeymi. Zdefiniujmy f(z) = 3 o7 anz™ i g(z) =
Yooy Bpz". Wiedy v jest B-nieskoriczenie podzielny wtedy i tylko wtedy gdy f i g nalezq do
EFX.

(&

Uwaga 4.55. Nie wszysthie rozklady R-diagonalne sq nieskoriczenie podzielne, przyklad ta-
kiego rozkladu daje element unitarny Haara uw. Jest to zmienna taka ze p(u™) = 0 dla
n € Z\{0}. Latwo sprawdzié, ze jego ciqg wyznaczajgey (z0b. [39, Lect. 15]) nie jest
ciggiem kumulant boolowskich miary probabilistycanej na [0, +00).

Kolejne twierdzenie dostarcza opisu H-nieskoriczenie podzielnych rozktadéw R-diagonalnych
w terminach R-transformadt.

Twierdzenie 4.56. (Twierdzenie 6.4 w [H1]) Niech 01,09 € PF. Zdefiniujmy v = V(o1 03).
Niech zmienna a ma *-rozktad v. Wiedy R-transformaty zmiennych ao® i a*a sq postaci:

Raae(2) = Ragoyy (20 + Mop(2))) s Raal2) = Ragop) (20 + Moy (), (19)

gdzie B(o1) oraz B(o9) oznaczajq oryginalng (jednowymiarowq) boolowskq bijekcje Bercovici-
Pata.

Reprezentacja R-transformat czesci dodatnich zmiennej u z Twierdzenia 4.56 pozwala udo-
wodni¢ nieskoniczona podzielnodé ich rozktadow.

Whiosek 4.57. Niech v € D.(1,*) bedzie R-diagonalny niech 71,72 € P.5 bedg rozkladami
v a . inf—div) ;. , o . : . ‘
aa* i a*a. Jesli v € DI W)(J_, x), wtedy miary probabilistyczne Ty i 7o sq B-nieskoriczenie

podzielne w P.

Dla dowodu powyzszego wniosku nalezy wykazaé, ze Ry(q,) <;:(1 -+ ]\/[;“;((,2)(2))> nalezy do
EF, co wynika z definicji jednowymiarowej bijekcji B oraz wlasnosci transformaty momentowe;.
Dow6d opiera sie na charakteryzacji funkeji, ktore naleza do klasy £F. Charakteryzacja ta
pochodzi z pracy [2].

Przyktadem, dla ktérego mozna podaé dokladniejsza charakteryzacje czesci dodatnich nie-
skoniczenie podzielnych s-rozkladéw R-diagonalnych, sg rozklady spelniajace tzw. warunek
KMS (zob. [42]).

Definicja 4.58. Nicch pu € Day(1, %) bedzie R-diagonalny z ciggami wyznaczajgeymi (aum,)52

i (Bn)S%, ustalmy dodatniq liczbe rzeczywistq t. Powiemy, ze o spelnia warunek KMS z
parametrem 1 gdy
o =1, neN, (20)
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Stwierdzenie 4.59. Ustalmy o € P} oraz liczbe rzecaywistq t > 0. Ciggi wyznaczajgce
(an)py @ (Bu)oe, B-nieskoriczenie podzielnego x-rozktadu R-diagonalnego postaci v = U(o¥ o) €
R{nf=div) spetniajg

o0

o0
Z[ﬁnz“’ = 14(2), Z anz" = ngw(z) = tn,(2).

n=] n==]

Taki v spetnia warunek KMS z parametrem t: oy, = t8,, n € N (Definicja 4.58).
Niech a bedzie zmienng o *-rozkladzie v, oraz 71,79 € P bedq rozktadami aa* i a*a.
Witedy
(1)

mn = (B(o) X Hl)mi’ and 1o = (]B%(o)mt X 1"11>Hq , (21)

gdzie 11y to rozktad Marchenko-Pastura (rozklad wolny Poissona), czyli miara probabilistyczna
o gestodei fx) = %\/(4 = x)/xlo.g(x).
Uwaga 4.60. Jednowymiarowa boolowska bijekcja Bercovici-Pata B jest homomorfizmem ze
wzgledu na wolny splot multiplikatywny. Dokladniej, dla dowolnej pary miar p,v € P+ mamy
(zob. [5])

B(pXv) =B(u) KXB(v).

Przypomnigmy, Ze obrazem B sq miary B-nieskoriczenie podzielne na R. Powyzisza wtasnosé
sugeruje, ze zbidr 73”1']"‘1“’(]&%) - miar B nieskoriczenie podzielnych zawartych w Ry jest
niezmienniczy ze wzgledu na operacje B. Nie jest to prawdq, ze wzgledu na to, ze istnicjg
miary zawarte w P(gi"f“div)(]R.{_), ktore sq obrazem wzgledem B miar o nosniku nie zawartym
w R+.

Znany jest fakt, ze rozktady R-diagonalne sq niezmiennicze ze wzgledu na wolny splot
multiplikatywny, tzn. dla dwdch rozktadéw R-diagonalnych p,v rozktad R v jest zawsze R-
diagonalny (wystarczy tak naprawde, zeby jeden z rozktadéw byt R-diagonalny). Okazuje sie,
co byto dosé zaskakujqce, Ze zbiér R((;mf”div) Jjest niezmienniczy ze wzgledu na operacje X, gdzie

tym razem K jest splotem multiplikatywnym x-rozktadéw.
Twierdzenie 4.61. Dia dowolnych v, € Rginfwdiv) mamy v R € RQ“‘”“V).

Kluczowa do dowodu powyiszego twierdzenia jest charakteryzacja funkeji nalezacych do
klasy £} wynikajaca z pracy [2].
Stwierdzenie 4.62. Szereg f € C[[z]] nalezy do zbioru EF wtedy i tylko wtedy gdy spetnia
nastepujgcee trzy warunki:
(i) f ma wspdtczynniki rzeczywiste
(ii) f ma dodatni promiers zbieznosci;
(iii) f moze byé przedtuzona do funkeji analitycanes (ciggle oznaczanej przez f) 2 CT do C+
takiej, Ze f(0) = 0 oraz Arg(z) < Arg(f(2)) dla z € C*.
Zauwazmy, ze klasa £F jest zamknigta ze wagledu na skltadanie funkeji. Dowod Twierdze-
nia 4.61 opiera si¢ na reprezentacji funkeji generujacych ciagi wyznaczajace v®y/' jako zlozenie
trzech funkeji nalezgcych do £F. Kluczowa obserwacja polega na wykazaniu, ze taka repre-

zentacja jest mozliwa przy wykorzystaniu muliplikatywnej funkeji subordynacji (dla splotu
multipliktywnego miar na R,), o ktoérej wiemy z Twierdzenia 4.37, 7e nalezy do £F.
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4.3.5 Praca [H2]

Zanim opiszemy wyniki z pracy [H2| wyjasnimy w jaki sposob wyniki z pracy [H1], w szcze-
golnosei Twierdzenie 4.61 doprowadzito do powstania pracy [H2]. W Uwadze 4.60 przywolana
zostata whasnogé bijekcji B mowiaca, ze dla miar € P+

B(puRv)=B(n) XB(v).

Dowod powyzszej réwnosei opiera sie na obserwacji, ze dla wolnych zmiennych a, b WZOry na
wolne i boolowskie kumulanty ab maja dokladnie taky samg strukture. Tak jak podalismy
wezesnie] w Uwadze 4.27 mamy

fp(ab) = Z Ka(@)k () (D)

reNC(n)

jednoczesnie w pracy [5] udowodniono, ze dla kumulant boolowskich mamy (0 zmiennych a i
b nadal zakladamy, ze sa wolne!)

,Bn ab) Z Ba( IBK(r (b). (22)

weNC(n)

Powyzszy wynik jest zaskakujacy, funkcjonaly (ky)n oraz (8,)n sa zdecydowanie rogne, jedne
sg zwigzane z kratg nieprzecinajacych partycji, drugie z krata partycji interwatowych.
Mozliwym uogélnieniem Twierdzenia 4.61, jest hipoteza mowiaca, %e dla #-rozkladow v
zachodzi
By (0 W) =B (1) KBy (v).

Dawaloby to uogélnienie Twierdzenia 4.61 na wszystkie nieskonczenie podzielne #- rozklady.
Naturalng droga dowodu powyzszej hipotezy jest sprawdzenie czy s-kumulanty wolne i bo-
olowskie ab, czyli innymi stowy laczne kumulanty wolne i boolowskie zmiennych ab i b*a*
maja te same rozwiniecia w terminach s-kumulant brzegowych. Porownanie wzorow dla
K3(ab,ab, b*a*) oraz fB3(ab, ab, b*a*) weryfikuje negatywnic powyzsza hipoteze, natomiast daje
ciekawe wnioski.

Problem kombinatorycznego opisu wolnych skumulant iloczynu wolnych zmiennych lo-
sowych jest znany i funkcjonuje jako trudny problem kombinatoryczny. Tym samym nie
byl znany dobry opis x-rozkladu ab nawet w sytuacji gdy «,b sa samosprzezone. Pomimo,
Ze v vyy',ej opisana hipoteza okazuje si¢ falszywa, to bezposredni rachunek przedstawiajacy
B3(ab,ab,b*a*) w terminach #-kumulant boolowskich a i b, oraz dla kilku innych przyktadow
niskiego IZQdu dal nadziejg na to, ze #-rozklad ab moze zosta¢ opisany w terminach kumu-
lant boolowskich. Jest to glowna obserwacja pochodzaca z pracy [H2] oraz jeden z glownych
wynikéw w niej zawartych. Fakt, ze do pracy z *-rozktadem iloczynéw wolnych zmiennych lo-
sowych kumulanty boolowskie sa narzedziem wygodniejszym i efektywnicjszym niz kumulanty
wolne byl niespodziewany.

Jak pisalidmy wezesniej zachodzi wzor:

kn(ab, ... ab) = Z H Ky(a, ... a)- II wvy (b, b)), (23)

reNC(n)Uen VeK(n)
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dowdd powyzszego wzoru opiera sie na trzech krokach:

Krok 1. Po lewej stronie (23), wykorzystujemy wzo6r
na wolne kumulanty ktore jako argument
przyjmuja iloczyny (dajacy sume po NC(2n)).

Krok 2. Wykorzystujemy wolnoé¢ zmiennych a i b, przez (24)
co laczne partycje taczace a i b znikaja.

Krok 3. Przeprowadzamy kombinatoryczng analiz¢ partycji
w NC(2n) ktore nie zostaly usuniete w Kroku 2.

Naturalnym podejéciem do znajdowania x-rozkladu ab jest analogiczna strategia sktada-
jaca si¢ z trzech krokow jak powyzej. Przy czym dla s-rozkladow wykorzystywaé bedziemy
kumulanty boolowskie.

Do pierwszego kroku potrzebny jest tatwy fakt ktory daje wzoér na boolowskie kumulanty
z iloczynami w argumentach.

Stwierdzenie 4.63. Rozwaimy kumulante boolowskq postaci Bpm(z1,. .., @) gdzie kazda ze
zmiennych x1, ..., Tm € A pisze sie jako iloczyn:

Tl = a1 G, £2 7= Q1) 41 Q4(2) - Tm = Qi(m—1)+1 """ Gi(m)

gdzie 1 < (1) < i(2) < -+ < i(m) =: n sq dodatnimi liczbami catkowitymi oraz gdzie
ai,...,an € A Wtedy mamy
[5171,(31'] P ,wm) = Z /Bﬂ(afl; cee 70"71.)? (25)
nelnt(n) takich
Ze nvo=1ln
dla

o={{1,... i)}, i) +1,...,42)},..., {ilm=1)+1,...,i(m)} } € Int(n). (26)

Analogiczny do wrzoru (25) wzoér dla wolnych kumulant daje sume po partycjach nieprzeci-
najacych spetniajacych ten sam warunek Vo = 1,,. Dowody obydwu wzoréw sg analogiczne,
opierajg sie na wtasnosciach funkcji Mdbiusa na kracie. Nalezy zwr6ci¢ uwage, e suma po
partycjach interwalowych ma duzo latwiejszg strukture kombinatoryczng niz suma po wszyst-
kich partycjach nieprzecinajacych. Pomimo tego, 7e w Kroku 2 wolnog¢ w terminach kumulant
boolowskich (sformulowana ponizej) musi wyrazac sie w bardziej skomplikowany sposéb niz w
terminach kumulant wolnych, to udaje sie zrozumie¢ kombinatoryczna strukture ostatecznego
rezultatu w terminach kumulant boolowskich.

Nastepnie przechodzimy do opisu wolnosci w terminach kumulant boolowskich, jest to je-
den z wynikéw pochodzacych z pracy [H2|, charakteryzacja ta (przy uzyciu drzew zamiast par-
tycji) zostala niezaleznie udowodniona w pracy [25]. Glownym obiektem kombinatorycznym
sa kolorowane nieprzecinajace partycje ze strukturalna wlasnodcia VNRP (vertical-no-repeat
property)

Uwaga 4.64. Ustalmy n € N oraz 7 € NC(n).
nest,

(1) Dla blokow V,W partycji = bedziemy pisaé “V < W7 gdy V jest zawarty w W, czyli

zachodzq nieréuwnodci
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nest
(2) Blok W € 7 ktdry jest maksymalny ze wzgledu na < bedziemy nazywaé blokiem

zewngetrznym. Blok V' € w ktory nie jest zewnetrzny nazywaé bedziemy blokiem wewnetrznym.
Definicja 4.65. Niech n € N, w € NC(n) oraz V bedzie blokiem w. Latwo widzieé, ze zbior

nest nest
{Wen|W > V} jest liniowo uporzgdkowany przez < . Czyli moiemy napisaé

nest
Wen|W > Vi={W,....Vi} (27)
. nest nest nest i . . i
gdzie k > 1 oraz Vi < Vo < -+ < Vi Zauwazmy, ze w (27) mamy Vi = V oraz Vj, jest

blokiem zewnegtrznym. Powiemy, e V ma glebokosé k — 1 w n i bedziemy oznaczaé
depth (V) =k — 1,

gdzie k pochodzi z (27). Jesli k > 2 (co oznacza, ze V jest blokiem wewnetranym), to Vo w
(27) nazywamy rodzicem V, oraz oznaczamy Parent, (V).

Dla i € {1,...,n} bedziemy pisaé¢ “depth, (i)” majgc na mysli glebokosé bloku m zawiera-
jacego .

Definicja 4.66. (1) Ustalmy dwie liczby naturalne m i s, oraz funkeje ¢ @ {1,...,m} -
{1,...,s}. (funkcja ¢ reprezentuje “kolorowanie {1,...,m} na s koloréw”) Przez NC(m;c)
oznaczamy podzbidr NC(m) zdefiniowany przez

NC(m;e):={o € NC(m)| c¢ jest stata na kazdym bloku o}.

Dila 0 € NC(m;c) oraz A € o, przez c¢(A) oznaczamy wspdlng wartosé c(a) € {1,...,s}
przyjmowang przez ¢ dla o € A. Zavwazmy, ze NC(m;c¢) posiada dwa czedciowe porzqdki
odziedziczone 2 NC(n) porzqdek "<” (odwrotnego rozdrobnienia) oraz “<”.

(2) Partycja o € NC(m;c) posiada wlasnosé VN RP (vertical no-repeat property) wzgle-
dem kolorowania ¢ gdy dla dowolnego A € o, mamy

e Parent, (A)) 5 c(A).

Do charakteryzacji wolnodei w terminach boolowskich kumulant kluczowa jest charakte-
ryzacja partycji z wlasnodcia VNRP, mowigca ze dla ustalonego kolorowania ¢ partycje w
NC(n,c) posiadajace whasnos¢ VNRP sg elementami maksymalnymi wzgledem porzadku <.

Twierdzenie 4.67. (Twierdzenie 1.1 w [H2[)
Niech m € N, oraz ¢: {1,...,m} = {1,...,s} bedzie kolorowaniem.

Dla kazdej partycji o € NC(m;¢) istnieje jedyna partycja T € NC(m;c), taka ze 0 < 7
oraz T posiada wiasno$é VNRP.

Twierdzenie 4.67 pozwala w tatwy sposob udowodni¢ charakteryzacje wolnogel w terminach
kumulant boolowskich.

Twierdzenie 4.68. (Twierdzenie 1.2 w [H2]) Niech (A, @) bedzie nieprzemienng przestrzeniq
probabilistyczng oraz niech (8, : A" — C)32, bedzie ciggiem kwmulant boolowskich. Niech
Ai, .o, As € A bedg podalgebrami z jedynkaq. Nastepujgee warunki sq réwnowazne.

(1) Ay, ..., A 50 wolne wzgledem .
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(2) Dla wszystkich n € N, kazdego kolorowania ¢ : {1,...,n} - {1,..., s}, oraz wszystkich
a1 € Ay1y, - an € Ay, mamy

Bulay, ..., an) = Z By (al, ). (28)
rENC(n;e) 2 jednym
blokiem zewnelranym
oraz z wtasno$cig VNRP

W powyzszym twierdzeniu istotna jest implikacja (1) == (2), implikacja w druga strong
wynika z faktu, Ze znajomos¢ tacznych kumulant boolowskich daje pelna informacje o rozkta-
dzie lacznym. Ponizej przedstawimy w jaki sposob z Twierdzenia 4.67 otrzymuje sie latwo
dowdd Twierdzenia 4.68.

Bulay, ... an) = Z K@i, ..., apn)

ﬁGNC(’n), <l

= Z Kelag, ... an),

7eNC(n,c), 71y

w pierwszej rownoscl wykorzystalismy réwnosé (2), druga réwnosé wynika z charakteryzacji
wolnodci w terminach wolnych kumulant oraz wolnosci podalgebr Ay, ..., A,.

Nastepnie wykorzystujemy Twierdzenie 4.67 i grupujemy partycje “m € NC(n,c), = < 1,,"
wzgledem partycji maksymalnych, czyli dla kazdej n znajdujemy jedyna partycje p taks, ze
p e NC(n;c), 1 m < poraz p ma whasnos¢ VNRP. Otrzymujemy

Z ( Z/{W(al,...,an))

pENC(n,c), pKla, n<p
p ma VNRP

Nastepnie, ponownie korzystajac ze wzoru na boolowskie kumulanty w terminach wolnych
kumulant, zauwazamy, ze wewnetrzna suma daje fS,(a1,...,an). Ostatecznie otrzymujemy
postulowany wzor na 8,(a1,...,an).

Stwierdzenie 4.63 oraz Twierdzenie 4.68 sg narzedziami niezbednymi do przeprowadzenia
analizy boolowskich kumulant tacznych abi (ab)* dla a, b wolnych. Analiza w Kroku 3 prowadzi
do zdefiniowania nastepujacych struktur kombinatorycznych.

Definicja 4.69. Ustalmy n € N oraz o € NC(2n), zdefiniugmy zbior OuterMax (o) =
{max(W) | W jest blokiem zewnetrznym o}. Powiemy, ze o jest ac-friendly (anti-commutator-
friendly, ozn. 0 € NCac—friendly) 9dy spetnia nastepujgce warunki.

(AC-Friendlyl) OuterMax(o) C {1,3,...,2n — 1} U {2n}.

(AC-Friendly2) Dla wszyskich 7 € {1,3,...,2n — 1} \ OuterMax(c), mamy depth,(j) #
depth, (j + 1).

Powyiszy zbidér partycji stanowi szkielet kombinatorycznej sumy zwiagzanej z rozwinie-
clem [3.,1,( (ab)® W, .., {(ab)® () ), kolejny krok to odpowiednie pokolorowanie partycji. PPonizsza
definicja méwi, ze interesujace nas kolorowania sa ustalone, po ustaleniu kolorowania bloku
zawlerajacego 1.



Definicja 4.70. Ustalmy m € N oraz 0 € NC{m). Kanonicznym naprzemiennym koloro-

waniem partycji o nazywamy kolorowanie calty : {1,...,m} = {1,2}, kidrego wartosci na

partycit o sg wyznaczone przez warunki:

(C-Alt1) Oznaczajgc przez Wy blok o zawierajgey numer 1, mamy calty(Wy) = 1.

(C-Alt2) Jesli W i W' sq “sqsiednimi” blokami zewnetrznymi o, czyli min(1WW') = 14+ max(W),

wtedy calt, (W') # calt, (W).

(C-Alt3) Jesli V' jest blokiem wewngtrznym o, wtedy calty (V') # calty (Parent, (V) ).
Zauwazmy, ze charakteryzacja wolnoscei w terminach kumulant boolowskich daje dla wol-

nych zmiennych a, b rozwiniecie kumulant tacznych a 1 b w kumulanty pojedynczych zmien-

nych. W ponizszej definicji wykorzystujemy ten latwy fakt to tego aby z kolorowania rozpo-

znaé, c¢zy dana zmienna a lub b pochodzi z pary ab czy z pary (ab)* = ba.

Definicja 4.71. Ustalmy n € N, oraz 7 € NCie—rie 2n), oraz roxwazmy kanoniczne

) s c—Iriendly , Y
naprzemienne kolorowanic w calty + {1....,2n} — {1,2}.
Na podstawie wartosci calt, (1), calt;(3), ..., calt,(2n — 1) definiujemy cigg € € {1,%}", jako:

. 1, gdycalt,(2i—1) =1, - |
o g <i<n. )
e(4) { k,  gdy calty (2 ~ 1) =2 1 <i<n (20)

Taki cigg € € {1, x}" bedziemy oznaczad jako oddtuple(rn).

Ponizsze twierdzenie daje kombinatoryczny opis s-rozktadu zmiennej ab dla zmiennych a, b
wolnych, samosprzezonych.

Twierdzenie 4.72. (Theorem 1.7 w [H2]) Rozwazmy samosprzezone, wolne zmienne a,b € A
o kumulantach boolowskich (B,(a))S2, 1 (8,(0))52,.

(1) Dian e Nie=(e(1),...,e(n)) € {1,x}" takich, ze £(1) = 1, mamy

B ( (ab)eM . (ab)s™ ) = (30)
> ( 1T /5|U|(a)> : ( 11 [5|V|(b)>'
(TG]VCM; fl’i(tl)(lly(27l')’ (](_:g" z ‘/EOX 4
takich ze cally, (U)=1 calty (V)=2

(2) Dlan € Nie=(e(1),...,e(n)) € {1,%}" takich, ze £(1) = x, rozwazmy &' € {1,*}",
wyznaczony preez € (i) # (1), dla 1 <1 <n. Mamy

B ((ab)* M. (ab)et) = (31)
> (I /f;u;w>)~( I An@)
(TGAIC';\(%frim\dly(Q'”'% Ueo, Veo,
takich ze calty (U)=1 calty (V)=2

oddtuple(o)=¢’
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W powyzszym twierdzeniu moglisSmy zakladaé, ze a,b nie sa samosprzezone, w takiej
sytuacji réwniez mozna sformulowaé twierdzenie analogiczne do powyzszego. Nie podajemy
tu takiego twierdzenia, natomiast wszystkie kombinatoryczne struktury i sama forma wzoru
sa dokladnie takie same.

Przyklad 4.73. Rozwazmy kumulanie B3(ab, ab, b*a*), gdzie piszemy b* i a* dla rozrdinienia
pomiedzy a,b pochodzgeymi od ab i ba. Otrzymujemy
Bs(ab, ab,b*a™) = Bi(a)B1(a)Br(a”) - Bs(b,b,b%) + Pa(a, a)Bi(a”) - B1(b)Ba2(b, b7) (32)
+ Bala,a”)fi(a) - Ba(b,b)B1(b") + Bala, a™)B1(a)Bs3(b,b,0")
Balaya,a”) - Bi(B)B1 (D)1 (6) + Pyla, 0, a”) 1 () Ba(b,b°).

Powyzsza suma odpowiada sumic po ponizszym zbiorze kolorowanych partycji NC(6).

T N T NN

o b a b b* a a b @ b b* a”

¢ ]) i1 Z} ])" 0 a
e /;//” ......................... .
A . -
O N /
a b a b b* o’ ‘

Rysunek 1. Podzbior NC(6) opisujacy sume w (32).

Podobny rachunek dla xs(ab, ab,b*a*) daje sume sktadajocq si¢ z 7 sktadnikdw, 6 z nich
ma strukture dokladnie takq jok (32), natomiast siddmy wyraz réwny

kola,a™)ry(a)r1(b)Kra(b, b"),

odpowiada partycji nieposiadajgeej wiasnosci VNRP przedstawionej na Rysunku 2. Jest to
przyklad tego, Ze wolne x-kumulanty zmiennef ab majq trudniejszq kombinatorycang strukture.

// N
{ | N }
a b i b bt i

Rysunek 2.
Uwaga 4.74. 7 kombinatorycznego punktu widzenia Twierdzenie 4.72 daje uogdlnienie do-

petnienia Krewerasa. Prazypomnijmy, ze praypadku (1) = ... = g(n) = 1 ze wzoru (22)
otrzymujemy, ze interesujgca nas kumulanta boolowska jest réwna

,8“((LZ), ce ,ab) - Z [37r(a)[jl((w)(b)'

mENC(n)
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Mozna sprawdzié, ze w prazypadku (1) = ... = g(n) = 1 warunk: zadane w Twierdzeniu 4.72
y +

rzeczywiscie zadajq strukture jak w powyzszym wzorze.

Rozumiejge dopelnienie Krewerasa jako pokolorowang partycje spetniajaca odpowiedni wa-
runek maksymalnosci, gdzie kolorowanie jest wyznaczone przez parzystosci danej liczby, z
Twierdzense 4.72 otrzymujemy uogdlnienie dopelnienie Krewerasa na kolorowania nie zwig-
zane z parzystosciq.

Jak widaé na przyktadzie partycji na Rysunku 1, dla takiego wogdlnionego ,dopelnienia
Krewerasa” tracimy interpretacje jako przeksztalcenia z NC'(n) w NC(n), istotnie, tej samej
partycji (czerwonej) mogq odpowiadaé dwie rézne partycje (nicbieskic).

Sumujac w Twierdzeniu 4.72 po wszystkich mozliwych ciagach e € {1, *}™, oraz korzysta-
jac z wieloliniowodci kumulant boolowskich otrzymujemy kombinatoryczny opis Boolowskich
kumulant dla antykomutatora a,b. Kombinatoryczny opis rozkladu wolnego antykomutatora
byt wezesniej znany tylko w duzo latwiejszym przypadku, gdy a1 b majg symetryczne rozklady,
w tym przypadku jest rowny rozkladowi komutatora i{ab — ba) i zostal znaleziony w pracy
[38]. Znany byl rowniez uklad réownan dajacy mozliwosé znalezienia transformaty Cauchy’ego
antykomutatora (zob. [47]), wyprowadzony za pomoca metod analitycznych i aproksymacji
za pomocy macierzy losowych. Mozliwod¢ numerycznego wyznaczenia gestosci wielomianow
w wolnych zmiennych dajg metody linearyzacji [24].

Twierdzenie 4.75. (Theorem 1.8 w [H2]) Niech a,b bedq wolne, samosprzezone. Dla wszyst-
kich n € N, n-ta kumulanta boolowska ab + ba jest postaci

b +ba)= > (I Aw@) (I )

OGNCﬂ(‘, friendly (271') UGU, VE(T,
calt (U)=1 calty (V)=2
\ X3
+ 0 (I e (I swi@). (33)
TE€NCoc-frionary (2n) U€o, with Vé&o, with
calty (U)=1 calty (V)=2

Uwaga 4.76. Gdy zalozymy, Ze a i b majg te same rozktady wiedy wzdr (83) znaczqeo sie
upraszcza. Oznaczajge przez (An)oo, wspdlny cigg boolowskich kumulant a 1 b, otrzymujemy,
ze n-ta boolowska kumulanta ab -+ ba jest réwna

Bulab -+ ba) =2 - Z H Av)- (34)

TENC,,. frio.mlly(Q'”') Veo

W szezegdlnosci biorge za wspdlny rozkiad miare %(60 +82) mamy N, = L dlan =1,2,...
Wtedy boolowskie kumulanty antykomutatora dajg podwojone licznosci zbiordw N Coc—griendly (210).
Zauwazmy ze kolorowane nieprzecinajgce partycje pojawiajace sie w Twierdzeniu 4.75
maja bardzo regularna strukture kombinatoryczng. Mianowicie po ustaleniu koloru bloku
zawierajacego pierwszy element kolory pozostalych blokéw sg ustalone:
(i) bloki zewnetrzne kolorujemy naprzemiennie, tak zeby sasiadujace bloki zewnetrane miaty
rozne kolory,

(i) nastepnie kolorujemy bloki wewnetrzne w jedyny sposob, tak zeby partycja posiadata
wlasnogé VNRP.
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Powyzsza regularna struktura pozwala na wyprowadzenie uktadu réwnai, ktoére spetnia
funkcja generujaca ciagu (ﬂ,,(ab + ba))7 >17 czyli innymi stowy transformata np+pq(2). Ponizej
przedstawiamy ten uktad réwnait tylko w prostszym przypadku gdy « i b majg ten sam rozklad.
Pehe sformutowanie wraz z dowodem dostepne jest w pracy [H2|.

Zdefiniujmy macierz, ktérej kazdy wyraz jest pewnym szeregicm potegowym

F = ./(1,,(1, fa.,a.* (35)
a 3 a .

fu*,a ja*,a*
Twierdzenie 4.77. Nicch (A, p) bedzie x-przestrzeniq probabilistyczng, niech a,b bedg samo-
sprzezonymi elementami A takimi, z¢ a 1 b sq wolne oraz a,b majq ten sam rozktad.

(1) Macierz F, z réwnania (85) spetnia réwnanie

F H, = 77(1,(ZI{(L)7 (36)

gdzie 1, jest n-transformatg oraz

fa* a* ( fa a* )ﬂl fa*,a"" fa ,a* ( j(L(L ) lfa,a
( fa [ ) ( fa,a') fa,a

(2) n-transformata ab + ba mozna otrzymaé z wyrazéw macierzy I, jako

fa,a(z)fu*,a* (Z)
1~ fa*,a(z)

Powyzsze twierdzenie zachodzi dla szeregow formalnych, natomiast zakladajac ze a,b sy
ograniczonymi zmiennymi losowymi z pewnej C*-przestrzeni probabilistyczne]j szeregi te sa
zbiezne w pewnym otoczeniu zera i zadaja funkcje analityczne. W takim przypadku mozemy
rozwigzywaé powyzszy uklad rownan i znajdowad rozklad antykomutatora poprzez wyznacze-
nie odpowiednich transformat.

H, =

7}(L[)+b(1(z2) =2 fa,a*(z) + (37)

Przykiad 4.78. Niech a,b bedg wolne ¢ majg ten sam rozktad ((50 + d9). Wtedy rozktad
ab + ba jest absolutnie ciggly, o nosniku réwnym [—1,8] oraz o J(;stosc,

dla z € (-1,0),

1 \/:1;(/1 \/I——{Ta‘:—.'u—~4)+;‘}\/(8-~a:) (4/T4z+a+4)—-8
" 8(8—x)(1+a)

dla x € (0,8).

Dodatkowo w pewnym otoczeniu zera

1 —2z~+1~8% 8/
2z

"}ab-{—ba(z) =1- (J - 82’) (38)

Co w $wietle Uwagi 4.76 daje wzdr na funkcje generujgcg ciggu licznosci zbiordw N Coc—griendly (21),
doktadniej mamy

o0

. 1 .
Z i ]Vcac—fricndly(zn) |Zn - 5 - (l - 82)

n=1

1—2z—+1—8z
8z i




Porazej przedstawiamy wykres gestosei rozktadu ab + ba (na niebiesko) wraz z histogramem
wartodct wiasnych dla aproksymacyi macierzowej (na zdétto).

Rysunek 3. Gestosé rozkladu ab 4+ ba dla a, b wolnych o rozkladach %(50 + %62, wraz %
histogramem wartosci wlasnych aproksymacji macierzowe;j.



4.3.6 Praca [H3]

Glownym osiggnieciem pracy |[H3] bylo zrozumienie glebokich zwigzkéow pomiedzy boolow-
skimi kumulantami oraz warunkowymi wartosciami oczekiwanymi funkeji od wolnych zmien-
nych. Pozwolilo to na znalezienie, nieznanych wezesniej, zwigzkéw pomiedzy funkcjami sub-
ordynacji a kumulantami boolowskimi. Ponadto lepsze zrozumienie natury addytywnej i mul-
tiplikatywnej funkeji subordynacji pozwolito na znalezienie metody na wyznaczenie rozktadu
b+ f(b)af(b)* dla wolnych, samosprzezonych zmiennych a, b oraz funkcji borelowskiej f.

Podstawa pracy [H3] jest obserwacja, ze charakteryzacja wolnosdci z pracy [H2] daje naste-
pujace rozwiniecie dla momentéw wolnych zmiennych losowych.

Lemat 4.79. (Lemma 3.1 w [H3]) Niech {a1,...,an} 1 {b1,...,bn} bedg wolnymi rodzinami
zmiennych losowych w (A, ¢), wiedy

e (arbraghy . . . anby)

n—1 k
Y U .
= }_4 L ¥ (()7‘,] cee b'ik b"l) H /32(1:‘7'_;1"7:_7')“] (a’ij-%“],a b‘L'j+1> e (Li‘-,‘+1 )7 (39>
k=0 0<iy <. <l <n =0

gdzie w powyzszej sumie dla wszystkich ustalonych ciggdw 0 < iy < ... < i < n mamy zawsze
19 = 0 oraz ipy1 = n.

W pracy |[H3| zostaly zaprezentowane dwa dowody powyzszego lematu, jeden opierajacy
sie na wynikach z [H2|. Prawdziwym zrodlem tego lematu jest jednak dowod Proposition
3.2 z pracy P. Biane’a [11], bedacy podstawa dowodéw subordynacji, czyli Twierdzenia 4.35
oraz 4.37. Analiza dowodu Proposition 3.2, wraz ze znajomoscia wynikow [H2| pozwolita
na lepsze zrozumienie funkeji § pojawiajacej siec na koncu dowodu Proposition 3.2 w pracy
[11]. Wspotcezynniki rozwinigeia § w zerze w pracy [11] opisane sg jedynie za pomoca pewnej
skomplikowanej kombinatorycznej sumy. Powyiszy lemat wyjasnia, ze wspotezynniki funkcji
¢ z dowodu P. Biane'a to laczne boolowskie kumulanty wolnych zmiennych.

Powyzszy lemat ma nastepujace, natychmiastowe konsekwencje dla liczenia warunkowych
wartodci oczekiwanych wolnych zmiennych.

Whniosek 4.80. Niech (A, ) bedzie W*-przesirzeniq probabilisiyczng oraz B C A podalge-
brg von Neumannae. Zatdzmy, zZe (a1,...,an), (b1,...,by) sq¢ dwiema rodzinami takimi Ze
{b1,....b,} C Bi(ay,...,an) oraz B sq wolne. Wtedy mamy

B {a]b_l ay ... b,z,wja,n,tl’)’}

n—1 k
.\ Y -

= > biy - iy | [ Batiyenip—1(i 41, i1, - -h 0y, ), (40)
k=0 1<y <. i Sn1 =0

gdzie w powyzsze sumie dla wszysthich ustalonych ciggéw 0 < iy < ... < i < n mamy zewsze
19 = 0 oraz i1 = n.

Istotna role w pracy [H3] odgrywa funkcja generujaca naprzemiennych kumulant boolow-
skich zmiennych a, b postaci.

[e0)

ny(z) = Z Bons1(a,bya,b, ... b a)z?" ! (41)
n=()
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Whniosek 4.80 daje tatwy dowdd subordynacji dla wolnych splotow addytywnego i multi-
plikatywnego. Oba te fakty mozna sprowadzi¢ do nastepujacego lematu.

Lemat 4.81. Niech (A, p) bedzie W*-przestrzeniq probabilistycang oraz B C A bedzie podalge-
brg von Neumanna. Zaldzmy, ze a € A i B sq wolne, oraz ustalmy b € B takie ze|la|l||b]l < 1/5.
Wtedy mamy

E, [(1= ab) " alB] = (1)(1 = (1)), (42)
gdzie i (z) jest funkejg generujocq zdefiniowang w (41).
Powyzszy lemat pozwala przedstawi¢ addytywna i multiplikatywna funkceje subordynacji
w postaci szeregow kumulant boolowskich. Taka reprezentacja funkeji subordynacji nie byta
wezedniej znana.

Whiosek 4.82. (1) Zaldzmy, ze a oraz b sq wolne ¢ dodatnie. Wiedy dla odpowiednio malych
z multiplikatywna funkcja subordynacii (6) spetnia

F(z) = n*(1) ZﬁZnH ab,...,b,a)z L
n=0

(2) Niech a i b bedg samosprzezonymi, wolnyms zmiennymi losowymi, wledy dla odpowied-
nio duzych z funkcja subordynacyi w(z) z (5) jest dana przez

Zﬁ27z+l Z - b) - (Z - I))—]', (1,).

n=0

Jednym z gltéwnych wynikéw pracy [H3| jest opis rozktadu b+ f(b)af(b)* dla a,b samo-
sprzezonych, wolnych. Ponizsze twierdzenie daje subordynacje dla ,splotéw” tego typu. Jest
to twierdzenie analogiczne do Twierdzen 3.1 1 3.6 z pracy P. Biane’a [11].

Twierdzenie 4.83. Niech (A, @) bedzie W* przestrzeniq probabilistyczng. Zatdimy, ze B C A
Jjest podalgebrg von Neumanna. Niech a,b bedg samosprzezone, oraz tokie ze b € B oraz a i
B sq wolne. Zatdzmy, Ze | jest funkcjq borelowskq na spektrum b, kicra nie jest stale réwna
zero. Wiedy istnieje funkcja 6 o wlasnosciach.:

1. 8(2) jest funkcjg subordynacyi, tzn. mamy

~ [ : - -1 : # -1 P
E, {(/ — b= f(b)af"(b)) { B] =z~ b= d8(2)f(b)S*(D)) (43)
dla z € C*.
2. Funkcja 6 : CT s C~ UR jest analityczna oraz ma niestyczne granice
oz
<~ lim (2) = (.
Z—ro0 Z
3. Réwnosé
M)y 7@y a(l) = Mygye—)-1 0y (8(2)) (44)

zachodzi dla z € CT.
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4. Rownowaznie §(z) spetnia réwnanie punktu statego
o (goy -ty 70 (0(2) ) = 8(2), (45)

gdzie 7(z) = n(z)/z.
5. Funkcja & jest jednoznacznic wyznaczona przez (2) i (3), oraz przez (2) i (4).

Powyzsze twierdzenia daje praktyczny ,algorytm” pozwalajacy na wyznaczanie rozkladu
b+ fla)bf(a)*, dla a,b wolnych. Doktadniej daje recepte na znalezienie transformaty Cau-
chy’ego rozkladu zmiennej b+ f{a)bf(a)*.

Twierdzenie 4.84. Niech a 1 b bedg wolne i samosprzezone. Wiedy nastepujgea procedura
pozwala znalezé rozktad b+ [(b)af* (D).

1. Obliczyé transformate momentowq f(b)(z — b)~Lf(b)*

M () (zt)-1 £ (1)< (8) = /

ST

e d (1),
el ()
Z—X

1
gdzie p to rozktad b.
2. Znale#é przesunictq transformate boolowskq Ta(s) & Ty z—p) -1+ ) (8) korzystajge z (4).
3. Rozwigzaé réwnanie punktu statego (45) lub réwnowazne réwnanie
Tr) =ty py (8(2)) = 71 (8(2))- (46)

4. Obliczyé catke

Goiryasn)(2) = / 5 dp(x), (47)

Rz —x— 6(2)|f(a)]
gdzie 0(z) jest wyznaczona zgodnie » Twierdzeniem 4.83.

W dalszej czesci pracy [H3| przedstawione jest szczegblowo zastosowanie powyzszego al-
gorytmu w przypadku gdy a,b maja rozktad Wignera oraz f(b) = b. Poniewaz transformata
Cauchy’ego jest funkcjag algebraiczng, w kolejnych krokach za pomocg metod geometrii alge-
braicznej wyznaczane sg rownania spelniane przez kolejne funkcje wystepujace w Twierdze-
niu 4.84. Do wyboru odpowiedniej galezi ostatecznego wyniku wykorzystywane sa wielokaty
Newtona, za pomocy ktérych mozna wyznaczyé galaz o odpowiedniej asymtotyce. Ostatecz-
nie uzyskujemy réwnanie stopnia 11, ktére spetnia transformata Cauchy’ego. Roéwnanie to
pozwala uzyska¢ promien spektralny zmiennej b -+ aba oraz pozwala na narysowanie gestoscei
zmiennej losowe]. Doktadniej, korzystajac ze wzoru Stieltjesa na odwrdcenie mozna wyznaczy¢
réwnanie spelniane przez gestosé zmienne] b+ aba. Ponizej przedstawiamy wykres rozwigzan
réwnania, na niebiesko zaznaczone jest szukane rozwigzanie, prezentujemy rowniez histogram
wartosci wlasnych aproksymacji macierzowej. Zaznaczamy, ze nie jest znany algorytm pozwa-
lajacy wybrac¢ poprawng gataz rozwigzania réwnania spelnianego przez gestose, czyli gestodé
dla interesujacej nas zmiennej losowej, znajac rownanie algebraiczne, ktore ta gestodc spelnia.
Natomiast znajomogé nieredukowalnego rownania, ktore spetnia transformata Cauchy’ego po-
zwala na badanie wlasnosci rozkladu. W przypadku gdy funkeja spelnia réwnanie algebraiczne
wysokiego stopnia, oczywiscie nie mozna zapisaé tej funkeji jawnym wzorem, wige uzyskanie
rownania jest satysfakcjonujacym wynikiem.
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(b) Histogram wartosci wlasnych dla aproksymacji rozktadu b+ bab w praypadku rozkladu Wignera
macierzami losowymi rozmiaru 4000 x 4000

Rysunek 2: Rozktad b+ bab dla rozkladu Wignera



4.3.7 Praca [H4]

Glownym wynikiem pracy [H4] jest uogolnienie wynikéw z pracy [P2] oraz duze uproszczenie
dowodow z tej pracy wykorzystujac obserwacje z pracy [H3|.

Praca ta poczatkowo nie byla zwiazana z programem badawczym realizowanym we weze-
$niej omawianych pracach |H1,H2,H3]. Byla to kontynuacja badan prowadzonych w trakcie
doktoratu i krétko po doktoracie dotyczacych charakteryzacji rozkladdéw wolnych zmiennych
losowych - prace [P1,P2,R1,R2,R3]. Jak wyjasniamy ponizej gléwnym technicznym wynikiem
pracy bylo policzenie pewnych dosé skomplikowanych warunkowych wartodci oczekiwanych
od wolnych zmiennych losowych. W §wictle wynikow z pracy [H3] naturalnym podejsciem do
policzenia interesujacej nas warunkowej wartosci oczekiwane] bylo wykorzystanie kumulant
boolowskich. Po raz kolejny okazaly sie¢ one efektywnym narzedziem. Ponadto otrzymany
wynik potwierdza, ze boolowskie kumulanty pojawiajg sie w sposéb naturalny przy oblicza-
niu warunkowych wartosci oczekiwanych od wolnych zmiennych. Wezesniejszy dowod w [P2]
wykorzystywal wolne kumulanty 1 unikal obliczania explicite kluczowej warunkowej wartogei
oczekiwanej, jednoczednie byl duzo bardziej skomplikowany rachunkowo.

Praca [H4] dotyczy niezaleznogciowych charakteryzacji miar probabilistycznych. W kla-
sycznej probabilistyce sa to twierdzenia mowigce, ze dla niezalesnych zmiennych X,Y oraz
pewnej ustalonej funkcji ¥ : R? — R? wektor losowy (U, V) = ¥(X,Y) ma sktadowe nieza-
lezne wtedy i tylko wtedy gdy X i Y maja pewne ustalone rozklady. Przykladami sa:

L ¥(z,y) =(x+y,z—y), wiedy U =X +Y iV = X — Y sy niezalezne wtedy i tylko
wtedy gdy X, Y maja rozklady Gaussowskie o tej samej wariancji. Jest to tw. Bernsteina
udowodnione w [10].

2. V(z,y) = (z/(x+y),z+y), wtedy U,V sa niezalezne gdy X,Y majg rozklady Gamma
o tym samym parametrze skali. Jest to tw. Lukacsa (zob. [32])

Zalozenie o niezaleinosci U 1 V typowo daje sie zastapi¢ zalozeniem o stalogci pewnych
warunkowych wartosci oczekiwanych typu E(ViU) = ¢ oraz E(VI|U) = d dla pewnej ustalonej
pary (i,7) oraz ustalonych liczb rzeczywistych ¢,d € R (zob. [29]).

Zauwazmy, ze w przypadku przytoczonego powyzej tw. Lukacsa mamy X = UV oraz
Y = (1-U)V dodatkowo U oraz V sq niezalezne oraz maja rozktady Beta i Gamma odpowied-
nio. W pracy [14] udowodnione zostalo tzw ,dualne twierdzenie Lukacsa”, czyli nastepujaca
charakteryzacja rozkladéw Beta i Gamma: zalozmy ze U, V sa niezalezne, nieujemne, nognik
U zawarty jest w (0,1) oraz E(((1 ~ U)V)") = ¢ i E(((1 — U)V)?) = d, dla pewnych ¢, d € R
oraz jednej z par (i,7) € {(—1,-2),(-1,1),(1,2)} wtedy U, V maja rozklady Beta i Gamma
odpowiednio.

Wraz z rozwojem wolnej probabilistyki zauwazono, ze charakteryzacje niezaleznosciowe z
klasycznej probabilistyki maja swoje odpowiedniki w wolnej probabilistyce. W szczegolnosei
w pracy [35] udowodniono, ze dla a, b wolnych a+b oraz a—b s3 wolne wtedy i tylko wtedy gdy
a,b maja rozklad Wignera o tej samej wariancji. Wolne odpowiedniki wynikéw regresyjnych
7 pracy |29] zostaly udowodnione w [16].

W pracy [P1] udowodniono wolny odpowiednik dualnego twierdzenia Lukacsa z pracy
[14] w przypadku (i,5) = (1,2), nastepnie w pracy [P2] udowodniono przypadki (i,j) €
{(~1,-2),(-1,1)}. W pracy [R2] pokazano jak wykorzystujac subordynacje dla wolnego
splotu addytywnego i multiplikatywnego mozna uprosci¢ dowody z prac [16] oraz [P1] jed-
noczesnie ostabiajac zalozenia, w szczegdlnosci w pracy [R2] nie zakladano, ze zmienne sa




ograniczone, co bylo istotnym zalozeniem we wezesniejszych pracach. Techniki subordyna-
¢ji nie daly si¢ natomiast zastosowaé do wynikow z pracy [P2]. Gléwnym celem pracy [H4]
bylo przezwyciezenie trudnosci przy probie zastosowanie technik subordynacji do wynikoéw z
pracy [P2]|. Ostatecznie okazalo sig, ze subordynacja daje si¢ zastosowaé w wolnym dualnym

oprocz wykorzystania funkeji subordynacji niezbedne bylo obliczenie pewnej warunkowej war-
tosci oczekiwanej. Dodatkowo obliczenie interesujacej nas warunkowej wartogci oczekiwanej
znacznie uproscito dowdd twierdzenia w przypadku (4, j) = (~1, —2).

Ponizej formutujemy doktadnie dwa twierdzenia charakteryzacyjne udowodnione w pracy

[H4].

Twierdzenie 4.85. Niech (A, ) bedzie W*-przestrzeniq probabilistyczng. Niech u,v € A
bedg wolne oraz, takie ze 0 < u < 1 iv>0. Zaldzmy, ze dla pewnych b,c € R

E ( 02 (1 — u)!/?

E ( [0 (1 — w)p!/?)!

'1)1/2'11,7/71/2> =bl, (48)

1)]/2'1Lv1/2> =cl. (49)

Wtedy v ma rozktad wolny Poissona oraz u ma rozkiad wolny dwumianowy.
Y

Uwaga 4.86. Ponicwaz do dowodu powyzszeqo twierdzenia wykorzystane sq tylko funkcje sub-
ordynacyi, zachodzi ono przy stabszych zalozeniach, dopuszczajgeych nieograniczone zmienne
u, v, ktore sq afiliowane do algebry von Neumanna A.

Wydaje sig, ze kolejne twierdzenie nie moze by¢ udowodnione odwolujac sie wytacznie do
subordynacji dla wolnego splotu multiplikatywnego.

Twierdzenie 4.87. Niech (A, ¢) bedzie W* przestrzeniq probabilistycang. Niech 0 < u <14
v > 0 bedg wolne. Zaldzmy Ze dla pewnych ¢,d € R zachodzi warunek (49) oraz

E ( [v1/2(1 - u)vl/z]“Ql v1/2uv1/2) = dI. (50)
Wiedy v ma rozktad wolny Poissona oraz w ma rozklad wolny dwumianowy.

Ponizej stosowad bedziemy oznaczenie W, (2) 1= za (1 — za)”]‘ dla nieprzemiennej zmiennej
losowe] . Kluczowym do dowodu powyzszego twierdzenia jest nastepujace atwierdzenie, w
ktorym za pomocg kumulant boolowskich znajdujemy pewng dosé skomplikowang warunkowsa
wartos¢ oczekiwang. Zwracamy uwage, ze boolowskie kumulanty pojawiaja sie w poniZszym
stwierdzeniu w bardzo naturalny sposob. Dodatkowo wydaje sie, ze obliczenie ponizsze] wa-
runkowej wartosci oczekiwane] przy pomocy wolnych kumulant jest o wiele trudniejsze.

Stwierdzenie 4.88. Niech (A, @) bedzie W*-przesirzeniq probabilistyceng. Zaldzmy, ze u,v €
A sq wolne, ograniczone oraz 0 < u < 1. Niech [ oraz g bedg funkcjami borelowskimi, takimi
ze f(u) oraz g(u) sq ograniczone. Wiedy dla z w pewnym otoczeniu 0 oraz w,wy spetniajgeych

My (2) = My(wi(2)) = Mylwa(2)). (51)
mamy
E ( f('u,)u_l/z\llul/zwl/-z (z)’zf]’/‘zg('z,z.){ ’U) (52)

= wn(2nf (wa(2)) + 2 (wa(2) (a2 (L1 Tl (2),

36



gdzie

ni(z) = Z Bt (1, ., g(w)) 25, (55)
£=0

Nastepnie dla f = ¢ = 4 znajdujemy wzory explicite na funkcje ni??, ni, nf. Co pozwala na
sformutowanie kolejnego stwierdzenia, ktére stosujemy bezposrednio w dowodzie Twierdzenia
4.87.

Stwierdzenie 4.89. Niech (A, ) bedzie W* praestrzeniq probabilistyczng. Niech u,v € A
bedg wolne ograniczone. Wtedy dla z w pewnym otoczeniu O mamy

B 1~ w) 2?0 1 p(2)ul?(1—uw) o) = Bz) + zA%(2)v (14 Uy(wi(2)),  (56)
U VU

gdzie

A(z) :”u(“zié)g : 7]?14(1) © ((1 - u)’"l) , (57)

wz<z>(nu.(w2<z>>(;$;<)1>_ 1)(;»2@) SO o (4 ) 58)

oraz wy, wa sq funkejami subordynacyi dla wolnego splotu multiplikatywnego, tzn. zachodzi (51).

B(z) =

Poza powyzszymi wynikami w pracy [H4| przedstawiony zostal krotki dowdd tzw. wol-
nej wlasnosci Lukacsa tj. twierdzenia moéwiacego, ze dla wolnych zmiennych losowych 2,y o
rozkladach wolnych Poissona zmienne losowe 2 + y oraz (x + )~ 22(z 4 y)~'/? sa wolne.
Wezesniejszy dowod tej whasnodcei z pracy [P3] polegal na pokazaniu wprost, e wolne mie-
szane kumulanty taczne zmiennych 2 +y oraz (x + y)“l/ 2o(x+ y)“]/ 2 53 rowne zero. Glowny
wysitek w pracy [P3] byt kombinatoryczny i dotyczyl obliczenia wolnych tacznych kumulant
zmiennej  oraz ! dla zmiennej x odwracalnej o rozkladzie wolnym Poissona. Nowy dow6d
przedstawiony w pracy [H4| opiera si¢ na wynikach pracy [19] gdzie zaobserwowana zostala
asymptotyczna wolno$é dla zwigzanego z dualnym twierdzeniem Lukacsa modelem macierzo-
wym oraz na wlasnosci dualnej z [P1].
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4.4 Opis wkladu habilitanta w osiaggniecie naukowe
Praca [H1]:

e Sformulowanie i dowody Twierdzenia 2.8, Proposition 2.13 opisujacych najwazniejsze
wlasnodci operatorow r-diagonalnych zostaly wypracowane podezas wspoélnych dyskus;ji
z A. Nica.

e Sekcje 314 zawieraja glownie omowienie wezesniej znanych wynikow.

e Sekcja b zawiera model operatorowy dla operatora n-diagonainego, model ten zostal
znaleziony przez H. Bercovici.

o Sformulowanie i dowoéd Theorem 6.4 zostaly uzyskane wspoinic z A. Nica.

o Corollary 6.5 méwigce o wolnej nieskoriczonej podzielnodei rozkladow czesci dodatnich
wraz z dowodem zostalo uzyskane przez habilitanta.

¢ Sformulowanie i dow6d Proposition 6.7 oraz opis czescl dodatnich nieskonczenie podziel-
nych rozktadéw KMS pochodza od habilitanta.

o Glowny wynik sekcji 7 czyli Theorem 7.8 moéwiace, ze wolny splot multiplikatywny nie-
skonczenie podzielnych rozktadéw R-diagonalnych jest nieskoriczenie podzielnym roz-
ktadem R-diagonalnym zostal uzyskany przez habilitanta. W szczegblnosdei kluczowa
obserwacja, pozwalajaca wykorzystaé multiplikatywne funkcje subordynacji do dowodu
Theorem 7.8 pochodza od habilitanta.

e Proposition 7.11 w calosci zostalo uzyskane przez habilitanta.

e Duza cze$é pracy redakeyjnej, dotyczacej wszystkich sekeji zostata wykonana przez ha-
bilitanta.

Praca [H2]:

e Gléwna obserwacja ktéra doprowadzila do napisania pracy, méwigcea ze Boolowskie ku-
mulanty daja wygodny opis #-rozkladu iloczynu wolnych zmiennych, pochodzi od habi-
litanta.

e Habilitant znalazl charekteryzacje wolnoscl w terminach kumulant boolowskich (The-
orem 1.2), 7z innym dowodem.

e Theorem 1.1 méwigce, ze partycje z wlasnosciag VNRP sa maksymalne wzgledem <« wraz
z dowodem zostal znaleziony wspoélnie z A. Nica.

e Pierwotne sformulowanie Theorem 1.7 wraz z dowodem pochodzi od habilitanta. Za-
rowno sformutowanie jak i dowdd zostaly zmodyfikowane podcezas dyskusji ze wspolpra-
cownikami.

o Zastosowanie Theorem 1.7 do wolnego antykomutatora byto pomystem habilitanta. Glowny
pomyst na znalezienie uktadu réwnan w Theorem 1.11 oraz Theorem 6.1 pochodzi od ha-
bilitanta. Ostateczna posta¢ uktadu réwnan w Theorem 1.11 oraz Theorem 6.1 zostala
uzyskana podcezas wspolnych dyskusji ze wspolpracownikami.
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e Wazystkie prayktady w sekcji 6.1 zostaly znalezione przez habilitanta.
e Duza czesé pracy redakeyjnej zostala wykonana przez habilitanta.
Praca [H3]:

e Wszystkic wyniki w pracy zostaly uzyskane podcezas wspolnych dyskusji z F. Lehnerem.
Najwazniejsza obserwacja pozwalajaca na dowod gtéwnego technicznego wyniku Lemma
3.1 dotyczaca roli boolowskich kumulant dla subordynacji pochodzi od habilitanta. Nie-
mniej, tak jak wszystkie wyniki tej pracy, obserwacja ta rowniez zostala poczyniona w
trakcie wspoélnej dyskusji z ¥. Lehnerem.

e Prace redakcyjne zostaly wykonane w polowie przez habilitanta w polowie przez F.
Lehnera.

Praca [H4]:

o Obliczenie warunkowej wartosci oczekiwanej Proposition 3.3 - gléwny wynik techniczny
pracy pochodzi od habilitanta.

e Dowody Theorem 4.1 i 4.3 zostaly wypracowane podczas dyskusji z J. Wesotowskim.
o Pomyslt dowodu Theorem 5.1 pochodzi od J. Wesotowskiego.

e Prace redakeyjne zostaly wykonane polowie przez habilitanta w polowie przez J. Weso-
towskiego.
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5 Omoéwienie pozostalych osiagnieé naukowo-badawczych.

5.1 Publikacje przed uzyskaniem stopnia doktora.

Wszystkie publikacje habilitanta wydane przed doktoratem wchodzily w sktad rozprawy dok-
torskiej i dotyczyly twierdzenia Lukacsa w wolnej probabilistyce.

P1] K. Szpojankowski, J. Wesolowski, Dual Lukacs regressions for non-commutative varia-
| Po)J &
bles. J. Funct. Anal. 266 (2014), no. 1, 36-54.

[P2] K. Szpojankowski, Dual Lukacs regressions of negative orders for noncommutative va-
riables. Infin. Dimens. Anal. Quantum Probab. Relat. Top. 17 (2014), no. 3, 1450021.

[P3] K. Szpojankowski, On the Lukacs property for free random variables. Studia Math. 228
, no. 1, 55-72.
(2015) 1, 5572

Badania przed uzyskaniem stopnia doktora zostaly kréotko opisane w czesel autoreferatu
poswieconej pracy [H4]. Praypomnijmy, ze charakieryzacja niezaleznosciows nazywamy twier-
dzenieméwigce, 7e dla niezaleznych zmiennych X, Y oraz pewnej ustalonej funkeji ¥ : R? — R?
wektor losowy (U, V) = ¥(X,Y) ma skladowe niezalezne wtedy i tylko wtedy gdy X 1Y maja
pewne ustalone rozklady.

Badania w trakcie doktoratu dotyczyly wolnego odpowiednika twierdzenia Lukacsa. W
klasycznej probabilistyce twierdzenie Lukacsa moéwi, ze dla dodatnich, niezaleznych zmien-
nych losowych X,Y zmienne X -+ Y oraz in% sg niezalezne wtedy i tylko wtedy gdy X,Y
maja rozktady Gamma o tym samym parametrze skali (zob. [32]). Twierdzenie to ma
swoje uogélnienia na macierze losowe. W przypadku macierzowym (zob. [13, 26]) roz-
waza si¢ niezalezne macierze Xy, Yy wymiaru N x N, okazuje sie, 2¢ Vy = Xy + Yy i
Un = (XN +YN)"V2X N (X +Yn) "2 3 niezalezne whedy i tylko wtedy gdy Xy i Yy maja
rozklady Wisharta z odpowiednimi parametrami.

Majac na uwadze asymptotyczna wolnosé macierzy losowych, widzimy, ze ciagi (Xy)n
i (Yn)n sa asymptotycznie wolne, podobnie (Un)y oraz (Viv)n sa asymptotycznie wolne.
Dodatkowo asypmtotyczny rozklad wartodci wlasnych dla macierzy Wisharta jest znany to
tzw. rozklad Marchenko-Pastur funkcjonujacy réwniez pod nazwa wolny Poisson (zob. [33]).

Tak jak to zostalo opisane w czesci dotyczace] pracy [H4], w przypadku jednowymiaro-
wym daje sie ostabié¢ zaloZenie o niezaleznosci zmiennych U,V w twierdzeniach charaktery-
zacyjnych takich jak opisano powyzej. Zamiast niezaleznodci U i V wystarczy zaktadag, ze
pewne warunkowe wartodci oczekiwane V pod warunkiem U sa stale, twierdzenia takie na-
zywamy charakteryzacjami regresyjnymi. W szczegélnosci rozwazajac twierdzenie Lukacsa,
w przypadku charakteryzacji regresyjnych uzasadnione jest rozwazanie schematu dualnego,
gdzie zaktadamy, ze U 1 V sa niezalezne i dodaktowo zakladamy, Ze state sy pewne warunkowe
momenty Y = (1 — U)V pod warunkiem X = UV (zob. [14]). Charakteryzacje tego typu
pojawily si¢ w kontekdcie wolnych zmiennych losowych w pracy [16).

Prace [P1] 1 [P2] dotycza charakteryzacji regresyjnych. Udowodniono w nich wolne odpo-
wiedniki charakteryzacji regresyjnych w dualnym schemacie Lukacsa.

Praca [P3] dotycayta twiedzenia Lukacsa w wolnej probabilistyce. Dokladniej dla wolnych
zmiennych a,b o rozktadzie wolnym Poissona udowadniamy, ze jesli zmienna (a + b) jest
odwracalna, to a+b oraz (a+b)~"?a(a + b)‘l/ 2 g3 wolne. Dowdd przebiega przez wykazanie,
ze faczne wolne kumulanty zmiennych a + b oraz (a + b)“]’/ 2a(a + b)“l/ 2 53 zero. Glownym
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narzedziem w dowodzie jest wzor dajacy taczne wolne kumulanty a i o™ ! dla zmiennej losowej
a o rozktadzie wolnym Poissona, odwracalnej (nalezy wykluczy¢ sytuacje, gdy a ma atom w
zerze).

5.2 DPublikacje po uzyskaniu stopnia doktora spoza rozprawy habilitacyjnej.

W poczatkowym okresie po doktoracie habilitant kontynuowal badania dotyczgce niezalezno-
sciowych charakteryzacji w wolnej probabilistyce. Prace dotyczace tej tematyki to.

[R1] K. Szpojankowski, A constant regression characterization of the Marchenko-Pastur law
Probab. Math. Statist. 36 (2016), no. 1, 137-145.

[R2] W. Ejsmont, U. Franz, K. Szpojankowski, Convolution, subordination, and characteri-
zation problems in noncommutative probability Indiana Univ. Math. J. 66 (2017), no.
1, 237-257.

[R3] K. Szpojankowski, On the Matsumoto-Yor property in free probability, J. Math. Anal.
Appl., 445 (2017), no. 1, 374-393.

Praca [R1] dotycazy regresyjnej charakteryzacji rozktadu wolnego Poissona, gdzie dla a, b
wolnych zaktadamy, 7e E (ala 4+ b) = c(a +b) oraz E (a™*a + b) = c(a + b)~L. Techniki sto-
sowane w dowodzie powyzszego twierdzenia sa analogiczne do tych wypracowanych w ramach
doktoratu.

W pracy |[R2] wypracowana zostata efektywniejsza metoda dowodzenia charakteryzacji
regresyjnych w wolnej probabilistyce wykorzystujaca addytywna i multiplikatywna funkcje
subordynacji. Wyniki prac [16] i [P1] zostaly w ten sposob uproszczone. Wykorzystujac nowa
metodologi¢ udowodniono réwniez nieznang wezesniej charakteryzacje rozkladu wolnego dwu-
mianowego, analogiczng do znanej charakteryzacji rozkladu Beta z pracy [40]. Dodatkowo w
pracy [R2| badana byta klasa rozktadéw Meixnera dla zmiennych monotonicznie niezaleznych.
Okazalo sie, Ze jest ona rowna klasie rozktadéow wolnych Meixnera.

W pracy [R3] badany byl wolny odpowiednik tak zwanej wlasnosci Matsumoto-Yor’a da-
jacej charakteryzacje rozktadow Gamma i GIG (Generalized Inverse Gaussian). Okazuje sig,
ze dla X, Y niezaleznych zmienne U = ﬁ oraz V = —J% - 3—‘,—% sg niezalezne wtedy 1 tylko
wtedy gdy X ma rozktada GIG, a Y ma rozklad Gamma (zob. [31]). W pracy [31] rozwazano
rowniez uogolnienie tego wyniku na macierze losowe. W pracy [R3] uzyskano wolny odpo-
wienik tej charakteryzaji, gdzie rozklad wolny Poissona ponownie gra role rozktadu Gamma,
natomiast role rozktadu GIG gra graniczny rozklad empiryczny wartosci wlasnych dla macie-
rzy GIG znaleziony w pracy [21], w dalszej czesci bedziemy nazywaé te¢ miare probabilistyczna,
rozktadem wolnym GIG. Rozkiad wolny GIG nie byl wezesniej badany w kontekscie wolnej
probabilistyki, co bylo motywacja do powstania pracy [R5]. Przed opisem pracy [R4] (zob.
dalej) opiszemy prace [R5], ktora jest zwigzana z praca [R3].

[R5] T. Hasebe, K. Szpojankowski, On free generalized inverse Gaussian distributions, Com-
plex Anal. Oper. Theory 13 (2019), no. 7, 3091-3116.

Rozklad wolny GIG jest jednym z praykladow rozkiadow ktore w swietle wynikow pracy

R3] ma cickawe wlasnosci w wolnej probabilistyce a jednoczegnie gestosé rozktadu jest zadana
S J .
jawnym wzorem. W pracy [R5] zbadane zostaly wlasnodci tego rozkladu w konteksécie wolnej
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probabilistyki, okazuje sie, ze rozklad ten ma wiele wlasnosci analogicznych do klasycznego
rozktadu GIG. W szczegolnoSci w pracy [R5| pokazano, ze podobnie jak klasyczny rozklad
GIG, ktory jest nieskonczenie podzielny, rozklad wolny GIG jest: nieskoriczenie podzielny
w wolnym splocie addytywnym, a nawet wiecej, pokazano ze nalezy do podklasy zmiennych
H-nieskonczenie podzielnych, tzw. rozkltadéw wolnych regularnych (free regular). Zbadano
rowniez wolng samorozkladalnodé rozkladu wolnego GIG, ktéra zachodzi tylko dla pewnego
zakresu parametréw. Pokazano, ze rozktad wolny GIG maksymalizuje pewien funkcjonal wol-
nej entropii, analogiczny do funkcjonatu klasycznej entropii, ktory osiaga warto$é maksymalng
dla rozktadu GIG. Dodatkowo udowodniono charakteryzacje rozktadu wolnego G1G za pomoca
"utamkow faicuchowych”, ktora jest analogiem znanej charakteryzacji rozkladu GIG [30].

[R4] P. Joziak, K. Szpojankowski, Quantum Bernstein’s theorem and the hyperoctahedral
quantum group, J. Math. Phys. 59 (2018) , 063511,

W pracy [R4] badano nogolnienie twierdzenia Bernsteina [10] mowiacego, ze dla wektora
losowego o skladowych niezaleznych X = (Xy,..., Xn)7 jesli po dziataniu ustalonej macie-
rzy ortogonalnej A (ktora nie jest rownowazna znakowanej permutacji - czyli spoza grupy
hiperoktahedralnej) jesli wektor AX ma sktadowe niezalezne to zmiennej Xy, ..., Xy maja
rozklady Gaussowskie. Analogiczny wynik w wolnej probabilistyce uzyskal Nica w pracy |35].
Twierdzenie Bernsteina méwi tak na prawde o pewnej symetrii wektoréw Gaussowskich prazy
rotacjach/refleksjach. Wiadomo, Ze w nieprzemiennej probabilistyce klasyczne symetrie sa
zastepowane przez kwantowe symetrie (zob. [27]) dodatkowo kwantowym uogolnieniem grupy
ortogonalnej jest tzw. kwantowa grupa ortogonalna. Glownym wynikiem pracy [R4] jest
twierdzenie charakteryzujace N-tki wolnych zmiennych o rozktadzie Wignera za pomocy za-
chowywania wolnosci przy przeksztatceniach pochodzacych z kwantowej grupy ortogonalnej, z
wykluczeniem kwantowej grupy hiperoktahedralnej. Precyzyjne sformulowanie gléwnego wy-
niku z pracy [R4] wymaga wprowadzenia kilku poje¢ nie omawianych powyzej, dlatego jest tu
pominiete.

|[R6] M. Février, M Mastnak, A. Nica, K. Szpojankowski, A construction which relates c-
freeness to infinitesimal freeness. Adv. in Appl. Math. 110 (2019), 299-341.

Glownym celem pracy [R6] bylo powiazanie dwoch struktur rozszerzajacych pojecie nie-
przemiennej przestrzeni probabilistycznej poprzez dodanie drugiego funkcjonalu. Pierwsza ze
struktur z nich jest zwiazana z pojeciem c-wolnosci wprowadzonej w [17, 18], w tym przy-
padku mamy (A, ¢, x), gdzie x 1 A — C jest unormowany. Druga struktura jest zwigzana z
tzw. infinitezymalng wolnoscia (A, ¢, ¢’) wprowadzong w |12, 6, 22]. W pracy [6] zauwazono
pewien zwiazek pomiedzy c-wolnodcia i wolnodeig infinitezymalng na poziomie rozkladoéw jed-
nowymiarowych. W pracy [R6] przedstawiona zostala konstrukecja ktéra uogolnia ten wynik
na przestrzen wielowymiarowych, nieprzemiennych rozkladéw tacznych. Dodatkowo w pracy
szezegdlowo omoéwione sg zwiazki pomiedzy réznymi partycjami pojawiajacymi sie zarowno w
opisie c-wolnodci jak 1 infinitezymalnej wolnogci.
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6 Informacja o wykazywaniu sie istotna aktywno$ciag naukowa albo artystyczng
realizowana w wiecej niz jednej uczelni, instytucji naukowej lub instytucji kul-
tury, w szczegoblnosci zagranicznej.

a) Wyjazdy dlugoterminowe:

1 09.2015-08.2016 Roczny staz podoktorski (Postdoc)
"Non-commutative probability”,
Department of Pure Mathematics, University of Waterloo, Kanada,
pod opieka prof. Alexandru Nica.

b) Wyjazdy krotkoterminowe w ramach wspolpracy naukowej:

1 University of Waterloo, Waterloo, Kanada (wspoélpraca z A. Nica): 2014.04.27-
2014.05.03, 2017.08.21-2017.08.31

2 Technische Universitiit Graz, Graz, Austria (wspo6lpraca z F. Lehner): 2017.02.13-
2017.02.17,2018.03.12-2018.03.17,2018.12.09-2018.12.15,2020.02.02-2020.02.08

3 St. Mary’s University, Halifax, Kanada (wspolpraca z M. Mastnak), 2018.08.10-
2018.08.18

4 University of Texas at San Antonio, San Antonio, Stany Zjednoczone (wspolpraca
z M. Popa), 2019.10.22-2019.10.31

5 Université Paris-Saclay, Paryz, Francja (wspoélpraca z M. Fevrier), 2021.06.25-
2021.07.03
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7 Informacja o osiggnieciach dydaktycznych, organizacyjnych oraz popularyzu-
jacych nauke lub sztuke.

7.1 Miedzynarodowe i krajowe nagrody za dzialalno$é naukowsq albo artystyczna.

a) 2021 - Nagroda indywidualna I stopnia JM Rektora PW za osiggniceia naukowe w latach
2019/20,

b) 2019 - Nagroda indywidualna I stopnia JM Rektora PW za osiagniccia naukowe w latach
2017/18,

c) 2017 - Nagroda indywidualna II stopnia JM Rektora PW za osiagniecia naukowe w
latach 2015/16,
d) 2015 - Nagroda indywidualna III stopnia JM Rektora PW za osiggniecia naukowe w

roku 2014 (za wyrézniona rozprawe doktorska),

e) 2013 - Stypendium w ramach programu Marszatka Wojewddztwa Mazowieckiego ,,Roz-
woj nauki - rozwojem regionu” (za innowacyjne badania naukowe w obszarach uznanych
za szezegolnie istotne dla rozwoju wojewodztwa mazowieckiego),

f) 2011 - Trzecia nagroda w XLIV Konkursie na najlepszq prace studenckq z teorii praw-
dopodobierisiwa 1 zastosowar matemalyks, Wroctaw.

7.2 Doswiadczenie dydaktyczne.

e Prowadzone wyklady:
1. Politechnika Warszawska, Wydzial Matematyki i Nauk Informacyjnych:
Przetwarzanie i Analiza Danych w Systemie SAS, Introduction to SAS System.
2. University of Waterloo, Department of Pure Mathematics:
Linear Algebra 1, Linear Algebra 2.
e Prowadzone ¢wiczenia i1 laboratoria:

1. Politechnika Warszawska, Wydzial Matematyki i Nauk Informacyjnych:
Rachunek prawdopodobieristwa, Rachunek prawdopodobierstwa I, Rachunek praw-
dopodobienistwa 11, Przetwarzanie 1 analiza danych w systemie SAS

2. Politechnika Warszawska, Wydzial Elektroniki i Technik Informacyjnych:
Probabilistyka.

3. Politechnika Warszawska, Wydzial Geodezji 1 Kartografii: Matematyka 1, Matema-
tyka 2, Algebra Liniowa.

7.3 Opieka nad studentami.

e Obronione 2 prace magisterskie oraz 5 prac licencjackich, Wydzial Matematyki i Nauk
Informacyjnych Politechniki Warszawskiej.



7.4 Inne

o Habilitant jest koordynatorem zespotu pracujacego nad nowa specjalizacja na studiach
drugiego stopnia na kierunku Matematyka 1 Analiza Danych na wydziale MiNI. Nowa
specjalizacja skupiaé si¢ bedzie na metodach probabilistycznych stosowanych w anali-
zie danych takich jak: grafy losowe, macierze losowe, modele grafowe, optymalizacja
stochastyczna, wysoko-wymiarowa probabilistyka, calki stochastyczne.

e Habilitant jest jednym z czlonkow komitetu organizacyjnego konferencji Independence
and Conditional Aspects of Probability. Konferencja poczatkowo planowana byla na
lato 2020, z powodu pandemii zostata dwukrotnie przeniesiona na poézniejszy termin.
Aktualnie jest planowana na 17-23 lipca 2022.
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