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Opinia o doktoracie p. mgra Krzysztofa Rutkowskiego
Differential Variational Inequalities related to primal-dual projection
approximation schemes for operator inclusions

Przedstawiona rozprawa doktorska pana mgr. Krzysztofa Rutkowskiego zostata wykonana
na Politechnice Warszawskiej, a jej promotorem jest pani prof. dr hab. Ewa Bednarczuk. Ta
obszerna praca liczy 118 stron i jest napisana w jezyku angielskim; sktada si¢ ze strony ty-
tutowej, dedykacji, streszczenia, spisu tresci, wstepu, szesciu rozdzialéw i spisu literatury.
Wydana zostala w niezwykle starannej szacie graficznej w formie ksiazki przez Wydawnictwo
Politechniki Warszawskiej. W duzej czesci rozprawa bazuje na czterech dobrze opublikowa-
nych pracach [13], [14], [15] i [16] (numeracja zgodna z podana w rozprawie), w ktorych K.
Rutkowski jest wspotautorem.

W pierwszej czesci recenzji omoéwie problematyke rozprawy; w czesci drugiej przedstawie
uwagi dotyczace kwestii redakcyjnych i merytorycznych, za§ w podsumowaniu sformutuje osta-
teczna konkluzje.

Czes¢ pierwsza (zawarto$é rozprawy): Zawartos¢ rozprawy doktorskiej p. Rutkow-
skiego dobrze odzwierciedla obszerny Wstep. Autor bada pewne prymarne i prymarno-dualne
problemy w teorii iteracyjnych algorytméw najlepszego przyblizenia stosowanych podczas roz-
wiazywania zagadnien (inkluzji wariacyjnej) z udzialem maksymalnie monotonicznych opera-
toréw w przestrzeniach Hilberta postaci

0€ Ap+ L*BLp, p€ H, (%)

gdzie H i GG sg przestrzeniami Hilberta, A : H — H, B : G — G sg operatorami maksymalnie
monotonicznymi, a L : H — G jest ograniczonym operatorem liniowym, oraz stowarzyszone
problemy dualne. Lecz zasadnicza cecha pracy jest podejécie iteracyjne do problemu poszu-
kiwania rozwiazan p inkluzji (x), skojarzone z uktadem dynamicznym wyznaczonym przez
autonomiczny problem Cauchy’ego z odpowiednio dobranym polem wektorowym. Takie po-
dejécie obecne jest u wielu autoréw i stuzy najczesciej do uzyskiwania wynikéw dotyczacych
zbieznosci, badz asymptotyki zastosowanej metody iteracyjnej i pozwala na jakosciowe (nie
tylko ilogciowe) badanie rozwiazan wyjsciowego problemu. Przy takim podejsciu procedura
iteracyjne jest w istocie dyskretyzacja rozwazanego uktadu dynamicznego. Warto zauwazy¢,
ze uklad dynamiczny badany przez autora sterowany jest przez réwnanie rézniczkowe, ktérego



prawa strona nie jest globalnie lipschitzowska. Zatem pytania o istnienie rozwigzan i wtasnosci
trajektorii nie mozna natychmiastowo rozstrzygnaé¢ w oparciu o klasyczne twierdzenie Picarda.

W pierwszym rozdziale rozprawy autor podaje definicje podstawowych poje¢ i obiektow
badanych w pracy oraz formuhuje kilka faktéw pomocniczych dotyczacych m.in. operatoréow
monotonicznych. Poruszamy sie w przestrzeni Hilberta, co upraszcza wiele rozumowan, a
rozwazane zbiory sa na ogél wypukte; tak wiec mozna postugiwaé sie terminologia analizy
wypuktej.

Drugi rozdzial rozprawy dotyczy rozwazan na temat wyjsciowego problemu postaci (*) i
jej zwiazkoéw z problemem dualnym postaci
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a takze mozliwych uogélnien na uktady réwnan postaci (x).

W rozdziale trzecim autor bada (abstrakcyjne) algorytmy iteracyjne, ich wlasnosci i efek-
tywnosé, ktére po odpowiednim dostosowaniu i modyfikacji moga stuzyé do wyznaczania roz-
wiazan inkluzji (x) lub (#x). Ogoélna idea polega na znajdowaniu zbioru rozwiazan wyjsciowej
inkluzji po wprowadzeniu rodziny potprzestrzeni, ktére go zawieraja, i zastosowaniu sekwencji
rzutow ortogonalnych. Metody te maja Zrodto w oryginalnym algorytmie Stefana Kaczmarza
(i jego nieskonczenie wymiarowych uogo6lnien, m.in. pochodzacych od H. Steinhausa), jed-
nego z czlonkéw lwowskiej szkoly matematycznej i prekursora metod iteracyjnych — warto
tym pamieta¢. Przedmiotem badar jest tu algorytm typy Fejéra (o ile wiem ta nazwa po-
chodzi od algorytmu zwiazanego z poszukiwaniem jadra Fejéra w FFT, czyli w tzw. szybkiej
transformacie Fouriera) i jego stosowalno$¢ w zagadnieniach omawianej postaci: autor, poda-
zajac za innymi autorami, starannie bada zachowanie algorytmu Fejéra i, przede wszystkim,
jego zbiezno$é. Drugim obiektem zainteresowania autora rozprawy jest algorytm iteracyjny
polegajacy na dodatkowym zastosowaniu w algorytmie Fejéra tzw. kroku Haugazeau, czyli na
wykonaniu dodatkowego rzutu na poélprzestrzen wyznaczona przez ,krok” w procedurze Fe-
jéra. Rola tego podejscia polega na polepszeniu charakteru zbieznosci metody. W przypadku
algorytmu Fejéra zwykle ma sie do czynienia ze stabag zbieznoscia ciagu iterat, podczas gdy w
algorytmie Haugazeau ze zbiezno$cia mocng. Tu réwniez autor rozprawy podaje szereg wa-
runkéw dostatecznych do zastosowania tego algorytmu w przypadku zagadnieri rozwazanego
typu. W trzeciej czesci omawianego rozdzialu autor omawia wlasng modyfikacje algorytmu
Fejéra/Haugazeau polegajaca na zastosowaniu tzw. ,zrelaksowanego” kroku typu Haugazeau.
Pojawia sie tu interesujace Twierdzenie 3.4, w ktérym pokazano silng zbieznosé ciggu iterat
metody. a takze Stwierdzenia 3.5 i 3.6 okreslajace warunki, w ktorych ta nowa metoda dziala
w przypadku inkluzji (x¥). Dowody podanych rezultatoéw sa technicznie zlozone, lecz poprowa-
dzone ,pewna reka’. Autor rozprawy twierdzi ponadto (we Wstepie), ze rozwazany algorytm
,, daje elastyczno$é¢ w powiazaniu algorytmu z systemami dynamicznymi”.

Uzasadnienie tego stwierdzenie znajduje sie w rozdziale 4. Autor rozwaza tu zagadnienie
poczatkowe dla réwnania rézniczkowego postaci
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x(to) = zo € D,

gdzie D jest pewnym domknietym podzbiorem przestrzeni Hilberta X, F': D— X jest ograni-
czonym i c1@glym polem wektorowym, spelnlajzadcym lokalny warunek Llpschltza poza Jednym
punktem z € D. Pole F jest silnie styczne do D, tzn. dla dowolnego x € D, z + hF (z) € D
(jest to mocna wersja stycznosci rozumianej jako przynaleznos¢ wektora F'(z) do stozka kon-
tyngentnego do Dw punkcie z, czyli stozka Bouliganda). Pole F' jest rowniez w kazdym
punkcie 2 € D styczne do zewnetrza kola o srodku w pewnym punkcie @ o promieniu ||z — ||,



co w istocie implikuje, ze trajektorie uktady (P) sa odpychane od w. Duza czes$¢ rozdziatu 4
zajmuja rozwazania dotyczace istnienia rozwiazan wspomnianego wyzej problemu. Rezultaty
tu podane trudno uznaé¢ za calkiem oryginalne. Istnienie rozwiazan problemu (P) jest przed-
miotem tzw. teorii wiabilnosci, za$ zachowanie rozwigzan (a w szczegolnosci jednoznacznosé
istnienia itp.) nalezy do dobrze rozwinietej klasycznej teorii rownan rozniczkowych w prze-
strzeniach Banacha. Rozumowanie podane w serii lematéw i stwierdzen jest bez watpienia
poprawne, lecz — jak mozna sadzi¢ — troche zbyt rozbudowane. Autorowi polecam nastepujace
pozycje, gdzie mozna znalezé (a co najmniej szybko wywnioskowaé) praktycznie wszystkie
zamieszczone w drugiej czesci rozdziatu 4 wyniki:

e K. Deimling, Odinary differential equations in Banach spaces, Lect. Notes in Math, 596,
Springer 1977;

e R. Martin, Nonlinear operators and differential equations in Banach spaces, Wiley 1976;

e O. Carja, M. Necula, 1. Vrabie, Viability, Invariance and Applications, North-Holland
Mathematics Studies 2007.

Odwotanie sie do wymienionych zrodet (lub innych, a jest ich catkiem sporo rozproszonych
w dostepnej literaturze) pozwolitoby na daleko idace skroty, a takze na lepsze uwypuklenie
waznych w dalszym ciagu wlasnosci (np. zawartych w ostatniej czesci rozdziatu 4 wlasnosci
asymptotycznych).

Rozdzial 5 zawiera gtéwne wyniki rozprawy doktorskiej. Mianowicie K. Rutkowski bada
zwigzki okreslonego w rozdziale trzecim schematu aproksymacyjnego z pewnym uktadem dy-
namicznym wyznaczonym przez réwnanie postaci (P). Pojawia sie tutaj pojecie rzutowego
(wzdtuz pewnego pola wektorowego) uktadu dynamicznego, ktory jest w istocie rownowazny
z tzw. zaburzonym procesem ,zamiatania"(sweeping process), a wiec ewolucyjna inkluzja
rozniczkowg sterowang przez maksymalnie monotoniczny operator bedacy subrézniczks indy-
katrysy pewnego zbioru wypuklego (tu mamy ,wariacyjny” aspekt problemu). Jak si¢ oka-
zuje odpowiednio zdefiniowany proces jest przyktadem zagadnienia rozwazanego w rozdziale 4
(wniosek 5.2 z rozprawy). Pozwala to na sformutowanie twierdzenia 5.3 i uwagi 5.6. Nastep-
nie autor zajmuje si¢ zwigzkami odpowiednio zdefiniowanego rzutowego uktadu dynamicznego
z zagadnieniem wyjsciowym oraz zmodyfikowanym algorytmem typu Haugazeau i uzyskuje
twierdzenia 5.4 1 5.5.

Ostatni rozdzial rozprawy ma, jak sadze, nieco ,eksterytorialny” charakter. Recenzen-
towi sprawita pewien klopot préoba poszukiwania gtebszych zwiazkoéw tego rozdziatu z reszta
pracy. Rozwazania dotycza jednak bardzo ciekawego problemu. Mianowicie autor definiuje
(analitycznie) odwzorowanie wielowartosciowe X 3 p — C(p) (jako explicite zadane przeciecia
polprzestrzeni), ktorego wartosciami sa wielo$ciany i pyta o regularnosé takiego odwzorowanie,
ktora nazywa , Lipschitz-likeness”, a ktora w literaturze nosi tez nazwe , pseudo-lipschitzowosci”
(taka nazwe preferuje np. szkota francuska i wloska). Okazuje sie (stwierdzenie 6.5 i twier-
dzenie 6.2), ze gdy dane odwzorowanie spelnia pewne dodatkowe warunki regularnosci (typu
warunkow kwalifikacji ograniczen), a ,parametry” odwzorowania (czyli pola wektorowe definiu-
jace przecinajace sie pOlprzestrzenie) sa lokalnie lipschitzowskie, to rozwazane odwzorowanie
C(-) jest pseudo-lipschitzowskie. Drugie zagadnienie badane w tym rozdziale dotyczy lip-
schitzowosci rzutu m,(x) punktu « € X na zbiér C(p) (tutaj 7, jest rzutem (ortogonalnym)
przestrzeni na zbior C(p)). Glowne wyniki (tzn. twierdzenia 6.6 i 6.7) formuluja warunki
dostateczne na to by, odwzorowanie (z,p) — m,(x) spetnialo warunki tzw. pelnej stabilnosci
lipschitzowskiej. Wyniki rozdziatu 6 sg bardzo techniczne, wymagaja do$¢ silnych zatozen,
lecz sa z pewnoscig wartosciowe.



Czes¢ druga (ocena merytoryczna): Jestem zdania, ze przedstawiona praca doktor-
ska mgra Krzysztofa Rutkowskiego stanowi przyktad solidnego rzemiosta matematycznego.
Autor udowodnit, ze dysponuje kultura matematyczng i dobra wiedzg z zakresie metod ana-
lizy wypuklej, teorii optymalizacji wypuktej, algorytmiki najlepszych przyblizen oraz ogélnym
dobrym warsztatem matematycznym. Rozumowania sa na ogét kompletne i, na ile bytem
w stanie je zweryfikowa¢, poprawne. Matematyka zawarta w rozprawie oparta jest o czesto
zmudne i wymagajace cierpliwosci rachunki polegajace na bardzo dociekliwym sprawdzaniu
zaleznosci 1 wykorzystywanie dos$¢ rozbudowanych zalozenn. W rozprawie brak nowych po-
je¢, nowych technik dowodowych, gdyz autor z reguty podaza juz do$é¢ dobrze ,wydeptanymi”
Sciezkami. Ma ona mocno syntetyczny charakter, ale taki jest charakter tej gatezi matematyki.
Nie zmniejsza to wartosci rozprawy, ktéra postrzegam, jako fragment matematyki, w dobrym
znaczeniu tego slowa, ,inzynierskiej”. Znakomitym przykladem takiego stawiania sprawy jest
wspomniany rozdzial 6. Mamy tam do czynienia z konkretnym, bardzo naturalnym odwzoro-
waniem wielowartosciowym, ktérego zachowanie i regularnosé zalezy od , parametréw” definicji.
Autor konsekwentnie i cierpliwie ustala zaleznosci pomiedzy tymi ,parametrami” i potrafi wy-
tonié¢ ich wtasnosci odpowiedzialne za oczekiwane zachowanie odwzorowania. Te cechy maja
rOwniez rozwazania z rozdzialéw 3 i 5. Dlatego jestem zdania, ze przedstawiona do recenzji roz-
prawa spetnia kryteria stawiane dobrym rozprawom doktorskim, szczegélnie z punktu widzenia
uczelni technicznej. Problematyka rozprawy jest aktualna i, jak sadze, przejawia potencjalnag
stosowalnosé. Szkoda, ze autor, kosztem rezygnacji w kilku miejscach z bardzo technicznych i
zmudnych rachunkow, nie przedstawit jakich§ konkretnych zastosowari (np. problemy postaci
(%) to wazne z punktu widzenia mechaniki i fizyki problemy stacjonarne). Recenzentowi brako-
walo takze pewnych nawigzan do teorii operatoréw maksymalnie monotonicznych i rezultatow
opartych np. o twierdznie Minty-Browdera o istnieniu. Sa to wprawdzie rzeczy znane, ale
ich podanie zmniejszytoby nieco swoista ,syntetycznos¢” rozprawy, a takze wplyneto na petne
przekonanie o sprawnosci autora rowniez w tej dziedzinie.

Autor nie ustrzegl sie pewnych usterek. O paru wspomniatem powyzej. Praca zredago-
wana jest bardzo starannie i estetycznie — sadze, ze brak w niej btedéw literowych — co jest
nieczestym zjawiskiem, lecz nie czyta sie jej dobrze. Po pierwsza bardzo niedogodna numeracja
(osobna dla definicji, stwierdzen, lematow, twierdzen itp.) powoduje, ze z trudnoscia poszu-
kuje sie cytowanych faktow, co irytuje i czesto niemal uniemozliwia $ledzenie rozumowan. Po
drugie autor niezbyt umiejetnie gospodaruje informacjami. Nie zawsze jest jasne, ktory fakt
stanowi oryginalny wktad autora, a ktéry ma charakter mniej lub bardziej rozbudowanego cy-
towania. Z korzyécia dla pracy byloby formutowanie najpierw gtéwnych wynikéw i omdwienie
ich roli, a dopiero potem pomocniczych lematéw. Recenzentowi zabrakto réwniez dyskusji na
temat szybkosci dziatania i efektywnosci algorytméw omawianych w rozdziale 3. Tytut pracy
— zdaniem recenzenta — jest za dlugi i niezbyt dobrze odzwierciedla jej zawartos¢. Wariacyjny
charakter zagadnieri jest tu problematyczny i w zasadzie wyraznie pojawia sie w trzeciej czesci
rozdziatu 6. Oczywiscie podane uwagi nie wptywaja na ogdlng pozytywng ocene pracy.

Podsumowanie. Biorac pod uwage powyzej sformutowane oceny i komentarze stwier-
dzam, ze przedstawiona rozprawa doktorska p. mgr. Krzysztofa Rutkowskiego spelnia usta-
wowo i zwyczajowo stawiane wymagania. W szczegblnodci rozprawa ta prezentuje dobra wiedze
autora i jego umiejetnosé do samodzielnego prowadzenia badan, a jej przedmiotem jest szereg
ciekawych oryginalnych probleméw wraz z ich rozwigzaniem. Wnosze wiec o dopuszczenie
rozprawy mgra Rutkowskiego do dalszych etapow przewodu doktorskiego.



