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poszukiwania réwnowagi Nasha w grach niekooperacyjnych”

Recenzowana rozprawa poswigecona jest badaniu istnienia 1 znajdowania
réwnowagi Nasha dla pewnych klas gier losowych. W rozprawie badanych
jest kilka probleméw. W pierwszej czeéei rozprawy, ktéra ma charak-
ter teoretyczny, udowodniono twierdzenia o istnieniu losowych punktow
statych dla odwzorowari wielowartosciowych, ktére nastepnie wykorzys-
tano do wykazania istnienia réwnowagi i przyblizonej réwnowagi Nasha w
pewnych grach niekooperacyjnych. W drugic) czesel, aplikacyjnej, omowiono
tzw. model wojen rybnych i jego modyfikacje. Udowodniono tam kilka
twierdzen dotyczacych konkretnej postaci rownowagi Nasha. Sa to problemy
7, dziedziny modelowania matematy cznego z nieskonczonym horyzontem cza-
sowym. Przy ich analizowaniu wykorzystano klasyczne twierdzenie o funkeji

wartogci dla problemu sterowania optymalnego (réwnanie Bellmana,).
1. Szczegdlowe omdwienie zawartosci merytorycznej rozprawy.
Rozprawa sklada sie ze wstepu, pigeiu rozdzialéw i bibliografii.

Rozdzial 1 ma charakter wstepny. Zawiera on pojgcia 7 analizy funkcjo-
nalnej i topologii dotyczace teorii retrakeji, odwzorowan wielowartosciowych

(multifunkeji) i teorii gier.



Rozdzial 2 zawiera wyniki autora pochodzgce z pracy [31]. Skladaja sie
na nie nowe, uproszczone dowody znanych twierdzen o wilasnodei punktu
stalego i wyniki bedace uogdlnieniami dotychezas znanych twierdzen. Naj-
wazniejszymi wynikami tego rozdziatu sa Twierdzenia 2.2.6 1 2.3.5 mowiace,
ze przestrzen, ktéra jest Absolutnym Aproksymatywnym Retraktem ma
wlasnosé punktu stalego i wlasno$é multiplikatywnego punktu stalego. Ich
krétkie i zgrabne dowody przeprowadzono w oparciu o wlasnosei retrakeji i
homeomorfizméw, a nie o teorie homologii jak w ich pierwotnej wersji. Do te]
grupy nalezy tez Twierdzenie 2.4.5 dotyczace Absolutnych Multi Retraktow.
Na uwage zastuguje Twierdzenie 2.5.5. pokazujace, ze skoriczony pro-
dukt kartezjanski Absolutnych Aproksymatywnych Retraktow jest tez Ab-
solutnym Aproksymatywnym Retraktem. Jest ono nowym i wartosciowym
wynikiem. Twierdzenia te zostaly wykorzystane w Rozdziale 3 przy dowodze-

niu istnienia réwnowagi Nasha.

W Rozdziale 3 wprowadzono pojecie e-punktéw stalych i e-losowych punktow
stalych.  Pokazane tu Twierdzenie 3.1.4 stanowi uogdlnienie na przy-
padek wielowartosciowych odwzorowari losowych wyniku J. Andresa i L.
Gérniewicza z pracy [3] dotyczgcego istnienia mierzalnych "prawie wszedzie
selekeji”. Wynik ten zostal nastgpnie wykorzystany do pokazania uogdlnien
twierdzen o istnieniu e-punktéw statych z prac [10] i [45] na przypadek
zwartych losowych odwzorowari o wartosciach typu Rs. W paragrafach 3.3-
3.5 autor bada gry z parametrem losowym modelowane przez odwzorowa-
nia wielowarto$ciowe i pokazuje istnienie losowej rownowagi Nasha, oraz e-
losowej réwnowagi Nasha przy zalozeniach, ze odwzorowanie najlepszych
dopuszezalnych odpowiedzi (odwzorowanie prawie najlepszej dopuszczal-

nej odpowiedzi, odpowiednio) jest gérnie pélciggle o wartosciach typu fs



(typu Carathéodory, odpowiednio) i ograniczeniach narzuconych na funkcjg
wyplaty (Twierdzenia 3.5.5 oraz 3.6.4, odpowiednio). Istotnos¢ przyjetych
zalozeni jest zilustrowana przykladami.

Przeprowadzone dowody sa poprawne, a otrzymane wyniki sa ciekawe i

stanowig wartosciowa czes¢ rozprawy.

Druga. czesé rozprawy ma charakter aplikacyjiy i oparta jest na wspolne;
pracy autora i Promotora [33]. Rozpatrywany jest w niej model Fischera-
Mirmana gry dynamicznej dotyczacej polowu dwéch gatunkéw na tym
samym lowisku przez dwdch graczy. z ktérych kazdy zainteresowany jest
polowem tylko jednego gatunku, a populacje obu gatunkdw sa wspolzalezne
na zasadzie symbiozy, konkurencji lub modelu drapieznik-ofiara. Horyzont
czasowy modelu jest nieskoriczony, a poszukiwana jest jawna postat wzoru

réwnowagi Nasha dla omawianej gry dynamicznej.

Rozdzial 4 dotyczy klasycznego modelu Fischera-Mirmana. Jego celem
jest przedstawienie pelych dowodéw tez zawartych w pracach [24] i [25].
Luka w dotychczasowych rozumowaniach polegala na braku sprawdzenia
warunku koiicowego, co jak zauwazono w pracach [66] i [67] Pani Promo-
tor. moze prowadzi¢ do blednych wnioskéw. Autor pokazal rezultat o sta-
bilnosei ekosystemu przy braku polowéw (Twierdzenie 4.2.1), a nastgpnie
zajal sie badaniem tezy Fischera-Mirmana moéwiacej, ze funkcja wartosci
dla zagadnienia optymalizacyjnego jest typu logarytmicznego o wszystkich
wspolezynnikach dodatnich, co odpowiada wspdlzaleznosei gatunkow na za-
sadzie symbiozy. Autor uzupehia dowdd faktu, ze tak zdefiniowany profil
strategii jest rzeczywiscie réwnowaga Nasha tej gry. Uzupehienie polega
na wykazaniu odpowiedniego warunku koncowego (Twierdzenia 4.3.3, 4.3.6

i 4.3.7). Ich dowody oparte sg na klasycznym twierdzeniu o funkcji wartosci
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dla problemu sterowania optymalnego ( Twierdzenie 1.7.2).

W Rozdziale 5 autor rozpatruje dwa uogdélnienia problemu z Rozdziatu 4.
Pierwsze polega na wprowadzeniu ograniczenia przestrzeni strategii, ktore
oznacza niemoznos¢ wyginiecia potawianych gatunkéw. Poniewaz to zalozenie
jest malo realistyczne, autor nazywa je "naiwng modyfikacja”. Pokazuje, ze
przy takim zalozeniu funkcje okreslone w Rozdziale 4 sg rzeczywiscie fun-
kejami wartosei, a wprowadzony tam profil strategii jest profilem rownowagi
Nasha (Twierdzenie 5.1.1). Elementarny dowdd polega sprawdzeniu warunku
koricowego 1 wykorzystaniu Twierdzenia 1.7.2.

Drugie uogdluienie uwzglednia efekt Allee pochodzgcy z pracy [1] i pole-
gajacy na wprowadzeniu minimalnego stanu populacji, ponizej ktorego
nastepuje wyginiecie gatunkéw niezaleznie od wielkosei polowow. Ten model
lepiej odzwierciedla rzeczywisto$¢, jednak wprowadzenie takiego zalozenia
prowadzi do badania niecigglego ukladu dynamicznego z nieciagla funkcjg
wartogci.  Autor pokazuje posta¢ réwnowagi Nasha dla takiego mod-
elu zaréwno w przypadku drapieznik-ofiara (Twierdzenie 5.2.8) jak 1 w
przypadku symbiozy (Twierdzenie 5.2.9), oraz w przypadku konkurencji
(Twierdzenie 5.2.13). Dowody tych wynikéw choé¢ sg dos¢ dlugie opierajg
sie na elementarnych metodach analizy matematycznej.

Na zakoniczenie tego rozdziatu autor przedstawia symulacje graficzne przykla-
dowych funkeji wartosci dla wszystkich trzech badanych zagadnien bez

polowow i rownowagi Nasha z odlowami.

Cytowana literatura zawiera 79 pozycji 1 jest reprezentatywna dla oma-

wianego tematu.



2. Uwagi dotyczace sposobu napisania rozprawy:

Rozprawa, jest napisana w sposéb czytelny, a dobrze przemyslane i przed-
stawione komentarze utatwiaja éledzenie gtéwnych idei i mysli przewodniej
prezentowanej pracy.

Wysoko oceniam wartogé merytoryczng uzyskanych wynikéw, dotyczy to
szczegdlnie czedci teoretycznej rozprawy (Rozdzialy 3 1 4) i zawartych
tam wynikéw dotyczacych istnienia losowej réwnowagi Nasha i e-losowej
réwnowagi Nasha. 7 kolei cze$é aplikacyjna w zgrabny sposéb uzupelnia
braki formalne z dowodu modelu Fischera-Mirmana.  Jest to istotne
spostrzezenie, gdyz czgsto naukowcy zajmujacy si¢ badaniem probleméw
praktycznych, waznych z punktu widzenia zastosowan, zapominaja o zbada-
niu faktu, czy proponowany model matematyczny jest adekwatny dla
badanego problemu. Rdéwniez drugi wariant modyfikacji uwzgledniajacy
efekt Allee i rozpatrywany w Rozdziale 5, uwazam za interesujacy i godny
uwagi. Fakt, ze dowody wynikéw zawartych w tych rozdzialach prazeprowa-
dzone sa przy pomocy elementarnych metod analizy matematycznej w

niczym nie umniejsza ich znaczenia aplikacyjnego.

W rozprawic zabraklo mi spisu tresei, co utrudnia jej czytanic. Widac¢ tez
maly staranno$é¢ w redakeji pierwszych rozdzialow rozprawy. Mam tu na
my¢li Abstract (angielska wersja), Wstep i Preliminaria. Jest tam za duzo
bledéw jezykowyeh i tzw "literéwek”. Wymiceni¢ tu jedynie kilka z nich:

str. Byp — By, Str. 7i1 — Tho. Str. 815 — 817, str 8 — 91, str. 143, str. 1743,
str. 197, 1959, 19y,

Budzi to pewne zdziwienie recenzenta, tym bardzicj, ze pozostala czgS¢ pracy

jest juz napisana bardzo starannie. A wigc mozna.



Ostatnie uwagi nie obnizaja ogdlnej oceny rozprawy, cho¢ warto, aby autor

pamietal o nich w trakcie przygotowywania swoich nastgpuych publikacji.
3. Sugestie dla dalszych badan.

Modele badane w Rozdzialach 4 i 5 opieraja si¢ na dosé¢ elementarnej biolo-
gicznej regule zmian populacji bez ingerencji graczy (Definicje 4.1.2 1 4.1.6).
Moze warto by bylo w przysziodei zainteresowaé sig réznicami pomigdzy de-
terministycznym, a stochastycznym modelem procesu Furry’ego-Yule'a, czy
procesu urodzin-émierci. Modele stochastyczne jednak zdecydowanie lepie]
odzwierciedlaja rzeczywistosé, a od réwnan losowych do stochastycznych juz

nie jest daleko.

4. Konkluzja: Rozprawa doktorska pana mgra Oskara Goérniewicza
zawiera ciekawe wyniki, ich dowody sg merytorycznie poprawne, a badana
tematyka dobrze wpisuje si¢ w nurt wspélezesnych zagadnien matcematy-
cznych z teorii punktéw statych multifunkeji i teorii gier. Stanowi ona ory-
ginalne rozwigzanie problemu naukowego i wykazuje wiedzg teoretyczng i
praktyczna kandydata w wymienionaj wyzej dyscyplinie naukowej. Kandy-

dat posiada umiejetno$é samodzielnego prowadzenia pracy naukowe;j.

Uwazam wiec, ze przedstawiona rozprawa doktorska speinia wymogi
stawiane przez Ustawe o Stopniach Naukowych i Tytule Naukowym
i wnioskuje o dopuszczenie pana mgra Oskara Gérniewicza do dal-
szych etapéw przewodu doktorskiego. Réwnoczesnie wnioskujg o

uznanie przedstawionej rozprawy za wyrozniajaca.

Jerzy Mot}/fl




