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Rozprawa dotyczy algebraicznych aspektow zbiorow wypuklych oraz ich uogodlnien.
Nowy pomyst, to wyszezegdlnienie kombinacji wypuklych, ustalajac tzw. threshold,
czyli liczbe 0 < ¢ < 1/2 i ograniczajac si¢ do kombinacji wypuklych z parametrami z
przedziatu [t,1 — t]. W przypadku, gdy ¢ = 1/2, mamy do czynienia z wypukloscig w
sensie Jensena (Jensen convexity). Ostatni rozdzial omawia inny algebraiczny aspekt
zbiorow wypuktych, mianowicie pojecie przedziatu algebraicznego, ktory uogolnia zwy-
kly przedzial jednostkowy. Majac dany pierScien R wraz z ustalonym przedzialem al-
gebraicznym, dostajemy naturalne pojecie zbioru wypuktego w kazdym module nad

R.
Rozprawa jest oparta na nastepujacych dwoch artykutach:

(1) Komorowski, A.; Romanowska, A. B.; Smith, J. D. H. Barycentric algebras and
beyond. Algebra Universalis 80 (2019), no. 2, Paper No. 20, 17 pp.

(2) Komorowski, A.; Romanowska, A. B.; Smith, J. D. H. Keimel’s problem on the
algebraic axiomatization of convexity. Algebra Universalis 79 (2018), no. 2, Paper
No. 22, 20 pp.

Jest jeszeze errata, dostepna na stronie J. D. H. Smitha (https://orion.math.
iastate.edu/jdhsmith/math/184erata.pdf), ktéra zawiera drobne poprawki do ar-
tykutu (2).

Czasopismo Algebra Universalis jest, jak sama nazwa wskazuje, bardzo specjali-
styczne, aczkolwiek cieszgce sie sporym uznaniem w Srodowisku zwiazanym z algebra
uniwersalng.

Omowienie i ocena wynikow rozprawy. Wladciwa czedé przedstawionej pracy
doktorskicj sklada si¢ z trzech rozdzialow (pierwszy rozdzial, to wiadomosei wstgpne).

Rozdzial 2 (Threshold-t barycentric algebras) zawiera nowe przyklady algebr zwig-
zanych z klasycznymi zbiorami wypuklymi. Operacje algebraiczne to kombinacje wy-
pukle, przy czym dla kazdego ustalonego wspolezynnika ¢ € [0, 1] mamy taka operacje
t. Nowy pomysl, to ograniczenie wspolezynnikow do podprzedziatu J przedziatu [0, 1],
definiujge ¢ jako rzutowanie dla ¢ spoza J. Przyklady te daja negatywng odpowiedz na
pytanic Klausa Keimela z 2015 roku, czy algebry barycentryczne mozna skasjomatyzo-
waé zamieniaja¢ prawo nazywane skew-associativity (skosna tacznosé?) na tzw. prawo



entropii. Na uwage zastuguje twierdzenie mowigce, ze jesli ¢ < 1/2 to threshold-t al-
gebra barycentryczna opisuje zwykle zbiory wypukle, mimo, ze jako algebra ma inne
wlasnodci.

Rozdzial 3 zawiera naturalne uogoélnienie wynikéw poprzedniego rozdziatu, zamie-
niajac cialo liczh rzeczywistych na podeiato. Mozna tu znalezé klasyfikacje rozmaitosci
algebr barycentrycznych z parametrem ¢ < 1/2 nalezacym do ustalonego podciata [,
gdzie kombinacje wypukle bierze sie ze wspolezynnikami z przedziatu (¢, 1 — ¢) NIF.
Algebry odpowiadajg przestrzeniom afinicznym nad ) a takze zbiorom wypuklym w
takich przestrzeniach, jesli tylko ¢ > 0.

Rozdzial 4 (ostatni) zawiera kontynuacje badan z rozdziatu 3 a takze dalsze uogélnie-
nia zbiorow wypuklych. Mianowicie zamiast przedziatu [0, 1], ktory jest jednoznacznic
zdefiniowany w kazdym ciele liniowo uporzadkowanym, bierze si¢ tzw. przedzial alge-
braiczny, czyli abstrakeyjny podzbiér J ustalonego pierscienia, zawierajacy 0,1 oraz
zamknicty na kombinacje wypukte ze wspotezynnikami ze zbioru J. Pojecie to zostato
wprowadzone przez Jamisona w latach siedemdziesigtych ubieglego stulecia, przy czym
Jamison wymagal tylko zamknieto$¢ na mnozenie i operacje dopelnienia x +» 1 — .
Przedzial zamknicty na kombinacje wypukle nazywa replete i podaje przyklad, ze nic
kazdy przedzial taki jest. Musze tu przyznaé, ze przykitad 4.2.6 w przedstawione]
rozprawie jest o wiele prostszy, niz ten u Jamisona.

Rozdzialy 2,3,4 zawieraja sporo specjalistycznych wynikéw dotyczacych algebr bary-
centrycznych i ich uogélnien (takze tzw. binary modes, odpowiadajacych wypuklosci w
sensic Jensena). Calosé mozna odebrac¢ jako studium algebraicznych wlasnosci zbiorow
wypuklych i przestrzeni afinicznych, przy czym w ostatnim rozdziale Autor przedsta-
wia bardziej abstrakcyjne (ale nadal naturalne) ujecie, zamieniajac cialo rzeczywiste
na dowolny pierscien przemienny. Tutaj przydatoby si¢ moze wiceej konkretnych przy-
kltadow, ktore w efekcie mozna znalezé we wspomnianej pracy Jamisona, a takze w
artykutach, ktore te prace cytuja.

Wyniki rozprawy sa do$é¢ specjalistyczne, ale wicrze, ze dla matematykow pracuja-
cych w algebrze uniwersalnej beda to rzeczy inspirujace do dalszych badan w teorii
algebr barycentrycznych i ich uogélnienn. Warto tez zwrécié uwage, ze dowody roznych
lematow i twicerdzen, wprawdzic clementarne, bywajg catkiem nictrywialne i wymaga-
jace odpowiednich przeliczent czy zgrabnego polaczenia roznych wlasnosei.

Jest jeszeze kwestia udzialu Autora w przedstawionych wynikach. Skoro rozprawa
zostala dopuszezona do recenzji, domniemywam, ze udzial pana Adama Komorow-
skiego w wynikach jest na pewno znaczacy. Tak wiec, moja ogdlna ocena rozprawy jest
jak najbardzicj pozytywna.

Uwagi krytyczne. Rozprawa jest zredagowana poprawnie, Autor we wstepie wyraz-
nic i jasno opisuje wyniki, wskazujac bibliografic, a w szczegolnosci swoje publikacje.
Jegli chodzi o szezegdly, to jednak mam Kkilka uwag krytycznych, ktore przytaczam
ponizej.

1. Strona 9: Autor bez zadnego uprzedzenia zaczyna uzywaé tzw. odwrotnej notacji



polskiej. Mimo nazwy, nie jest to powszechnie uzywana notacja. Jedno zdanie
wyjasniajace byloby tu w zupelnosci wystarczajace, ale tez konieczne.

2. Strona 9: Definicja ,clone” wyglada, wyrazajac si¢ potocznie, jak ,masto maslane”
(the clone of an algebra is the clone of ...).

3. Strona 10: Varieties. Mozna si¢ wprawdzie tatwo domysli¢, co oznaczaja litery H,
S i P, ale zdecydowanie wymaga to wyjasnienia. Recenzent czy inny potencjalny
czytelnik nie musi pochodzi¢ ze srodowiska zwigzanego z algebra uniwersalng,.

4. Strona 13, definicja 1.5.2. Nie rozumiem tej definicji. Po pierwsze, grupoid to
kategoria, w ktorej kazdy morfizin jest odwracalny, albo (réwnowaznic) struk-
tura z czeSciows operacja 2-argumentows speliajacag odpowiednie aksjomaty.
Po drugie, mam wrazenie, ze (N, ) spelnia definicje 1.5.2, przy czym obustron-
nym anihilatorem jest oczywiscic zero. 7 drugicj strony, 2 -2 = 4 # 2, zatem
mnozenie nie jest idempotentne.

Strona 60, Remark 4.2.5: Nazwisko , Jamison” jest zle napisanc. Co wigeej, we-
dlug MathSciNet Robert . Jamison opublikowal tylko kilka prac z dodatkowym
nazwiskiem ,Waldner”, a w artykule [13]| z ktorego pochodzi definicja algebraic
wnterval widnicje po prostu ,,Robert F. Jamison”.
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6. Strona 62, Example 4.2.11: Autor nie zauwazyl, ze pierwsza linijka wystaje poza
margines (to drobna uwaga cstetyczno-typograficzna).

7. Strona 72, definicja 4.4.1: W punkcie (a) powinno byé¢ a + ¢ < b+ c.
8. Strona 72, uwaga 4.4.3: Powinno by¢ ,addition” zamiast ,addiction”.

9. Bibliografia (References): Juz na samym poczatku znalazlem literéwki (,,Bana-
szewski”, ,Huston”, , Bialnicki”). Wolatem dalej nie analizowaé bibliografii.

Powyzsze uwagi nic maja wplywu na ogolna (pozytywna) oceng rozprawy.

Konkluzja. Uwazam, ze przedstawiona praca doktorska pana mgr Adama Komo-
rowskiego spelnia ustawowe i zwyczajowe wymogi stawiane rozprawom doktorskim.
Whioskuje o przyjecie rozprawy i dopuszezenie Autora do dalszych etapow przewodu
doktorskiego.
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