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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Urszuli Pastwy pt.
“Uogoblnienia problemu unikania repetycji w stowach ”

Kombinatoryka stow (ciagow, sekwencji) jest wazna czescia matematyki dyskretnej. W
dziedzinie tej szczegblne miejsce zajmuje problematyka regularnosci stow, w szczegolnosci
potorzen (repetycji). Najprostszym rodzajem repetycji sa kwadraty (stowa postaci zz).
Ogolnie r-repetycja jest stowo postaci z”, gdzie x jest niepustym slowem, czyli kwadrat
jest 2-repetycja.

Klasycznym wynikiem jest tutaj pokazanie przez Thue’ego ponad sto lat temu, ze
istnieja nieskoriczone stowa ternarne nie zawierajace kwadratéw oraz nieskonczone stowa
binarne nie zawierajace 3-repetycji. k-repetycje sa szczegdlnym przypadkiem ogodlnego
wzorca, gdzie przez wzorzec rozumiemy stowo ztozone ze zmiennych na ktoére moga by¢
podstawione konkretne niepuste stowa w ustalonym skoniczonym alfabecie rozmiaru s, na
przyktad wzorcem jest xyx oraz xx. Dane stowo w unika wzorca jesli przy zadnej realizacji
zmiennych otrzymane stowo nie wystepuje w stowie w.

Glownym problemem jest tutaj wskazanie najmniejszego s dla ktoérego istnieje nie-
skonczenie wiele stow w alfabecie rozmiaru s unikajacych dany wzorzec. W szczegélnosci
stowa unikajace r-repetycji nazwijmy r-unikajacymi.

W ciggu ostatnich kilkudziesieciu lat dziesiatki publikacji naukowych poswiecono roz-
nego rodzaju wersjom unikania repetycji i ogbélnych wzorcow w stowach jak réwniez w
innych strukturach.

Rozprawa dotyczy nowego otwarcia w tej dziedzinie - rozwaza sie nie tylko spojne
fragmenty stowa ale réwniez fragmenty odpowiadajace ciagowi symboli na pozycjach
11,192, ..., im, gdzie podciag ten spelnia naturalne ograniczenia nastepujacych trzech ty-
pow ze wzgledu na skoki (przeskoki) ig — 1,43 — @9, .oy by — 1

e regularne k-skoki, gdy i1, i, ...%,, jest postepem arytmetycznym o réznicy co najwy-
zej k;

o k-skoki, gdy i;41 —¢; € {1,..,k} dla kazdego j < m;



e quasi regularne k-skoki, gdy réznica (pomiedzy jeden i k) postepu arytmetycznego
jest niekoniecznie liczba catkowita. Wymaga to brania dolnej czesci catkowite;j.
Takie skoki sa czym$ po$rednim miedzy k-skokami i regularnymi skokami. Motywo-
wane sg zastosowaniem w unikaniu na Sciezkach prostoliniowych w przetrzeni.

Przez 7. (r), . (), 7*(r) oznaczamy minimalna liczbe symboli w alfabecie tak by mozna
byto otrzymaé nieskoriczenie wiele stow (w tym alfabecie) nie zawierajacych r-repetycji z
odpowiednio k-skokami, regularnymi k-skokami i quasi regularnymi k-skokami.

Glowne wyniki pracy to gorne i dolne ograniczenia na liczby mx(r), 7). (), 7 (r).

e W l-szym rozdziale autorka przedstawia wiele faktow zwiazanych z powtoérzeniami
oraz ze specjalnymi stowami. Wiele tych faktow jest folklorem i dowody sa tutaj
zbyteczne, nie wiem po co sg w pracy.

e W drugim rozdziale pokazano, ze

k
r—1

7(2) < k+ 11 oraz dla r > 3 mi(r) < max (7, |

1)

Ponadto rozwazono pewne oszacowania dla matych alfabetow, oraz zwiazki z licz-
bami van der Vardena.

e Trzeci rozdzial jest wedlug mnie najciekawszy, dotyczy on dowolnych k-skokow.
Rozwazono w nim przypadek dotyczacy 2-skokéw. Podano nastepujace dokladne
WZzOory

2 dla r>6
m(r) =< 3 dla3<r<4
6 dlar=2

Wedhig mnie jest to najwazniejszy wynik w pracy. Niestety nie jest to pelna cha-
rakteryzacja m(2), poniewaz pomija przypadek r = 5.

o Czwarty rozdzial jest po$wiecony unikaniu repetycji z quasi regularnym skokami.
Udowodnion, ze 7j(r) < max(13,[-£:] dla r > 3. Z oszacowail na mj(r) wy-
nikaja pewne oszacowania na unikalno$¢ repetycji na $ciezkach prostoliniowych w
przestrzeni.

e Piaty rozdzial wychodzi poza tematyke repetycji i rozwaza ogolne wersje wzorca. W
szczegblnosci r-repetycja jest wzorcem p = z”. Podobnie jak dla repetycji definiuje
sie dla wzorca p liczby mi(p), 7). (p), 7*(p). Badane sa wzorce ze wzgledu na dtugosé
|p|, oraz liczbe zmiennych [. Szczegolna klasa sa tzw. wzorce bezjednostkowe (kazda
zmienna wystepuje co najmniej dwa razy, o ile w ogole wystepuje). Dla wzorcow p
tego typu udowodniono, ze ,(p) < 2%+F1k2 4 1.

Korzystajac z wynikéw i technik dla wzorcow bezjednostkowych dla dowolnych wzor-
cow udowodniono:

Ip| > 2 = m.(p) < [2k% - 1.1.47%%] + 1,
oraz | =2 & |p| > c(k) = 7},(p) <2-[%] + 1, dla pewnej funcji c(k).



Na koricu niektorych rozdzialow wykorzystano dyskretne wyniki zaprezentowane wcze-
$niej do zbadania probleméw geometrycznych kolorowania grafu jednostkowego w d-
wymiarowej przestrzeni R? i przestrzeni punktéw calkowitych Z¢ w taki sposéb, by na
pewnych ustalonych prostych nie istniata realizacja repetyc;ji.

Praca w duzym stopniu ma charakter konstruktywny (w pewnym sensie algorytmiczny,
cho¢ dotyczy czesto nieskoriczonych ciaggow). Podstawa wielu dowodow jest przedstawie-
nie konstrukcji nieskoniczonego ciggu unikajacego danego typu repetycji lub wskazanie
algorytmu na znalezienie realizacji repetycji.

Z reguly konstrukcje sa bardzo podobnego typu, jest to odpowiednia modyfikacja
(przekodowanie za pomoca bardzo nietrywailnych morfizméw) ciggu Morse’a lub ciagu
Thue’go. Wyjatkiem ieedzy innymi jest konstrukcja z czesci 5-tej rozprawy za pomoca
techniki zliczania (zwanej w pracy kompresja entropii). W niektorych sytuacjach dowody
maja charakter probabilistyczny.

Autorka pokazuje ponadto dosy¢ skomplikowane zwiazki problemu unikania repetycji
z regularnymi przeskokami z bardzo duzymi liczbami van der Waerdena.

Mgr Pastwa wykazala sie w swojej rozprawie doktorskiej §wietna znajomosciag matema-
tyki dyskretnej. Wykazata sie tez duza oryginalnoscia i pomystowoscia w rozwiazywaniu
bardzo skomplikowanych technicznie probleméw.

Jej rozprawa doktorska jest podsumowaniem trzech publikacji w miedzynarodowych
czasopismach naukowych.

Rozprawa chociaz jest pod wzgledem formalnym technicznie dobrze napisana, to jed-
nak brak w niej nieformalnych opiséw wyrabiajacych intuicje o co chodzi, jak réowniez
wiekszej liczby ilustracji (w calej pracy sa tylko dwa rysunki) jak rowniez wiekszej liczby
ciekawych przykladow. Trudno zainteresowaé czytelnika takim bardzo technicznym tek-
stem.

Konkluzja.

Moja ocena rozprawy jest wysoka, gdyz rozwigzano w sposob nietrywialny bardzo trudne
i ciekawe kombinatoryczne problemy natury czysto teoretycznej.
Stwierdzam, ze rozprawa magister Urszuli Pastwy spelnia wszystkie ustawowe wymogi

stawiane rozprawom doktorskim.
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