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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Anety Augustynowicz
pt. Prawie pewne wlasnodci asymptotyczne statystyk porzqdiowych

Praca doktorska pani Anety Augustynowicz dotyczy asymptotycznego zachowa-
nia statystyk pozycyjnych Xy, ., przy n — oo pochodzacych z ciggdw zmiennych
losowych o rozkladzie §cidle stacjonarnym. Rozwazane sg przypadki centralnych i
skrajnych statystyk pozycyjnych, tj. takich, ze ilorazy Xy, ../k, zbiegaja do sta-
tej A z przedziatu otwartego (0,1) lub odpowiednio nalezacej do ktdregos 7 jego
koncow. W szezegblnosei rozwazany jest problem asymptotycznej zbieznosci frakeji
;1; i1 La(Xgym — Xy) tych obserwacji sposréd X, ..., X, ktére wpadaja do otocze-
nia. A losowej wartosci Xj,, .. Problemy tego typu, rapoczgtkowane pracg Pakesa i
Steutela (1997), byly rozwazane przez wielu autoréw przy szezegdlnych zatozeniach,
~ e elementy obserwacji byly niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym roz-
kladzie, a zbiér A przedziatem zawierajgcym zero. Zastapienie przedziatu dowolnym
zblorem bovelowskim oraz ciggéw niezalesmych o jednakowym rozkladzie ciggami
stacjonarnymi byto zastugg promotorki rozprawy, a oceniana rozprawa stanowi kon-
tynuacje 1 rozszerzenie wynikéw profesor Dembinskiej.

Praca doktorska oparta jest na 4 artykulach naukowych. Dwa z nich, napisane
wspoélnie z promotorks, zostaly opublikowane w bardzo dobrych czasopismach na-
ukowych Journal of Mathematical Analysis and Applications oraz Insurance: Mathe-
matics and Economics. Pozostate dwa sg indywidualnymi osiggnieciami Kandydatki
1 oczekujg publikacji w Communications in Statistics i Stalistics and Probability Lel-
ters.

Istotng cags¢ rozprawy stanowia wyniki z podstaw teorii prawdopodobienstwa
I proceséw stochastycznych., W szezegélnodei sg to definicje (# uzasadnieniem ich
poprawnosci) warunkowych kwantyli i koficoéw nognika zmiennej losowej wzgledem
wybranego o-ciala oraz opis ich wlasnosci, podane w rozdziale 3. Po jecie warunko-
wej mediany bylo znane juz od lat siedemdziesigtych ubieglego wieku, ale jego roz-
szerzenia na kwantyle dowolnego rzedu byto dzietem promotorki rozprawy. Pojecie
warunkowych koficéw nosnika jest autonomicznym elementem rozprawy. Szczegdlnie
trudnym zadaniem byto pokazanie kluczowego wyniku pracy, ze ciag skrajnych gér-
nych (doluych) statystyk pozycyjnych skonstruowanych na bazie $cidle stacjonarnego



ciggu zmiennych losowych jest zbiezny prawie na pewno do gérnego (odpowiednio
dolnego) warunkowego kwantyla kofca noénika pojedynczej obserwacji wzgledem
o-ciata zbioréw niezmienniczych wzgledem ciagu stacjonarnego. Uzyskanie tego wy-
niku wymagalo subtelnych dodatkowych konstrukeji i rozumowan: pierwotnie do-
wodzono twierdzenia dla specjalnie skonstruowanego ciggu zmiennych losowych na
przestrzeni nieskofczenie wymiarowych wektorow rzeczywistych z miarg stacjonar-
ng i o-ciala zbioréw prawie niezmienniczych wzgledem tej miary. Dla kazdego ciggu
$cidle stacjonarnego na dowolnej przestrzeni probabilistyczne] konstruowano prze-
strzenie clggdw rzeczywistych z odpowiednia miarg stacjonarng i zmienne losowe o
rozkladzie 2z pierwotnego ciagu. Poniewaz skrajne statystyki pozycyjne powstate z te]
konstrukeji dazyty do warunkowego kofica nognika, to réwniez statystyki pozycyjne z
pierwotnego ciggu mialy losows, granicg mierzalng, wzgledem niezmienniczego ciggu.
Ostatnim krokiem bylo pokazanie, ze ta granica jest réwna warunkowemu konicowi
noé$nika prawie na pewno. Podrednim wskazZnikiem trudnodci tego rozumowania jest
fakt, ze w przypadku centralnym twierdzenie o zbieznodci statystyk pozycyjnych do
warunkowego kwantyla w przestrzeni szczegblnej postaci pojawilo si¢ w pracy Dem-
bifiskiej z 2014 roku (p. poz. [16] bibliografii), a zmienna losowa o rozkladzie prawie
identycznym z warunkowym kwantylem w pracy tej samej autorki w 2017 roku (p.
Metrika 80, 319-332).

Praca doktorska zawiera pelne dowody zbiesnoéci centralnych i skrajnych sta-
tystyk pozycyjnych odpowiednio do warunkowego kwantyla i warunkowego konca
noénika dla dowolnych ciggbw &cisle stacjonarnych. Analogiczne konstrukcje 1 rozu-
mowania zostaly przeprowadzone w przypadku wyznaczania asymptotycznego roz-
kiadu frakeji obserwacji wpadajacych do otoczen statystyk pozycyjnych. Godny od-
notowania jest fakt udowodniony w rozprawie, ze w przypadku otoczen skrajnych
statystyk pozycyjnych wyniki istotnie zalezg od wartodci warunkowego konca nosni-
ka. Byé moze kto$ kiedys znajdzie droge na skréty do tych wynikow, ale na razie
nalezy docenié osiggnigcia pani Augustynowicz i jej proniotorki.

Kolejnym istotnym wynikiem rozprawy byto zastapienie klasycznego stacjonar-
nego ciggu zmiennych losowych w problemie szacowania liczby obserwacji wpadaja-
cych w otoczenia skrajnych statystyk pozycyjnych przez ciagl obserwowane w Imo-
mentach losowych generowanych przez proces liczacy zbiegajgcy do nieskonczonodci.
Zadanie to byto motywowane praktycznym problemem statystyki ubezpieczeniowej
(podobnie jak i klasyczne, tyltko jeszcze bardziej) polegajacym na zliczaniu szkdd
bliskich ekstremalnym. Przy réznych zalozeniach na temat asymptotycznego za-
chowania procesu liczacego wyznaczono asymptotyczne wartosci liczby obserwacji
wpadajacych w otoczenia skrajnych statystyk pozycyjnych. Warte zauwazenia s§
tez twierdzenia szacujgce sumaryczng wartoéé zmiennych losowych (szkéd) z oto-
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czen ciggdw skrajnych statystyk pozycyjnych obserwowanych w losowych momen-
tach czasowych.

Godne pochwaty jest pionierskie podejscie do asymptotycznej teorii statystyk
pozycyjnych zaprezentowane w pracy. Problemy te zostaty gruntownie przebadane
w klasycznym przypadku ciggdw zmiennych losowych niezaleznych o jednakowym
rozkladzie. Centralne statystyki pozycyjne zbiegaja woéwczas prawie na pewno do
kwantyli odpowiednich rozkladéw (sa subtelne modyfikacje w przypadku niejedno-
znacznosci kwantyli), a skrajne do konicéw noénika. Powszechnie znane sg tez kla-
sy asymptotycznych rozkladéw odpowiednio unormowanych statystyk pozycyjnych
oraz obszary ich przyciggania. Wiele prac z teorii wartosci ekstremalnych poswie-
cono odstepstwom od klasycznego modelu. Odstepstwa te nie prowadzily jednak do
zmiany asymptotycznych wynikéw, a co najwyzej do ich nieznacznych modyfikacji.
Ograniczenie do zatozenia jedynie Scistej stacjonarnosci doprowadzito do radykal-
nie innych konkluzji. Okazuje sie, ze w tej sytuacji rowniez niezmodyfikowane przez
procedury normalizacji statystyki pozycyjne moga zbiegaé prawie na pewno do nie-
zdegenerowanych zmiennych losowych.

Stabszg strong, teorii statystyk pozycyjnych opartych na ciggach stacjonarnych
stanowi brak nietrywialnych przyktadéw. Zatozenie ergodycznosci dopuszcza wie-
le znanych i uzytecznych modeli stochastycznych, ale prowadzi do klasycznych re-
zultatéw. Poza tym Autorka podala jedynie trzy przyklady pozwalajace otrzymad
losowe granice: cigg identycznych zmiennych losowych, oraz ciggi stacjonarne ergo-
dyczne zmodyfikowane przez dodanie zmiennej losowej lub pomnozenie przez dodat-
nig zmienng losowg. Jedynie ostatni przypadek prowadzi do nietrywialnie zmody-
fikowanego asymptotycznego rozkladu frakeji obserwacji w wybranym sasiedztwic
skrajnych statystyk pozycyjnych. Przykiad ten zostal wykorzystany w rozprawie
do modelowania wielorakich szkéd spowodowanych przez wspdlng przyczyne. Mimo
wszystko, wydaje mi si¢ on zbyt akademicki. Za blizsze praktyki uznalbym nastepu-
jace po nim rozwazania, ktoére na podstawie analizy danych rzeczywistych sugerujg
dobér modelu matematycznego.

Praca doktorska pani mgr Anety Augustynowicz zostata dobrze zredagowana i
zawiera wartosciowe wyniki. Warte podkreslenia jest nowatorskie podejscie do tema-
tyki uprawianej przez wielu matematykéw (p. np., wstep do rozprawy i spis litera-
tury). Moje opisane powyzej uwagi krytyczne wskazuja, ze prace w tej dziedzinie sg
jeszeze na poczatkowym etapie i wiele jeszcze zostato do zrobienia. W moim przeko-
naniu, zostaty spetnione wszystkie formalne i zwyczajowe wymagania dotyczace prac
doktorskich z matematyki. Wnioskuje o dopuszczenie mgr Anety Augustynowicz do
dalszych etapéw przewodu doktorskiego.



