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Recenzja
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Motywacja.

W niniejszej pracy doktorskiej podjeto tematy faczace dwa bliskie, ale jednak odrebne nurty
badan w teorii grafow. Sg to problem H-dekompozycji grafu i problem H-faktora w grafie, a
dokladniej ich relaksacje: problemy maksymalnego krawedziowego lub wierzchotkowego H-
upakowania. Krawedziowe H-upakowanie w graf G to rodzina krawe¢dziowo rozigcznych
podgraféw grafu G, z ktérych kazdy jest izomorficzny z zadanym grafem H. Wierzchotkowe
H-upakowanie to z kolei rodzina wierzchotkowo rozlgcznych podgrafow grafu G,
izomorficznych z H. W przypadkach ,,doskonalych” (a zarazem najbardziej popularnych), tj.
gdy odpowiednia rodzina wykorzystuje wszystkie krawedzie badz wierzchotki grafu G,
mowimy o H-dekompozycji badz H-faktorze. Oba problemy siegajg samych poczatkéw teorii
grafow (juz w 1890 roku Walecki badal dekompozycje grafow pelnych na cykle
hamiltonowskie; z kolei w najprostszym nietrywialnym przypadku tj. gdy H = K,, problem H-
faktora to problem istnienia doskonalego skojarzenia w grafie, rozwazany juz w 1914 roku
przez Koniga) i wcigz sg niezmiennie intensywnie studiowane zaro6wno od strony czysto
teoretycznej (np. w teorii grafow ekstremalnych) jak i od strony zlozonosci obliczeniowe;j.

W przypadkach doskonalych, znana jest pelna klasyfikacja obu probleméw pod wzgledem
zlozonosci obliczeniowej. Dla problemu H-faktora rozwigzanie podali Hell i Kirkpatrick w
roku 1983, dla problemu H-dekompozycji klasyfikacja jest wspdlnym dzietlem kilku grup
badaczy — ostatni wynik konczacy pelng klasyfikacje zostat osiggniety w 2009 roku przez
Brysia i Lonca.

W pierwszej czesci pracy, Pani mgr Nataliyi Petryshyn udalo si¢ zdefiniowaé problem, ktory
jest wspdlnym uogolnieniem zaréwno krawedziowego jak i wierzchotkowego H-upakowania.
Mozna to zrobi¢ wyrdzniajagc zarowno w grafie G jak i w grafie H, pewien podzbior
wierzchotkow nazywany zbiorem korzeni grafu. Zakorzenione H-upakowanie zakorzenionego
grafu G polega na znalezieniu takiego krawedziowego H-upakowania, w ktorym dodatkowo
zbiory korzeni podgrafow wchodzacych w sklad upakowania sa parami rozlacznymi
podzbiorami zbioru korzeni grafu G. Tak wigc, w przypadku gdy wszystkie zbiory korzeni sg
puste, otrzymujemy problem krawedziowego H-upakowania (ewentualnie H-dekompozycji,
gdy upakowanie jest doskonale), zas gdy kazdy ze zbioréw korzeni jest calym zbiorem
wierzchotkow odpowiedniego grafu, otrzymujemy problem wierzcholkowego H-upakowania
(ewentualnie H-faktora, gdy upakowanie jest doskonate). Otwiera to droge dla catego spektrum
przypadkéw posrednich i dodatkowe mozliwosci studiowania dwdch klasycznych probleméw
w innym interesujgcym kontekscie. Autorka glownie koncentruje si¢ na aspekcie zlozonosci
obliczeniowej, cho¢ otrzymuje tez pewne inne wyniki. Uwazam , ze temat podjety w tej czesci
pracy jest ciekawy i wpisuje si¢ niejako w gldwne nurty teorii grafow. Dodatkowo, ze wzgledu
na powigzania z pewnymi innymi problemami kombinatorycznymi, a takze ze wzglgdu na
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potencjalng uzyteczno$¢ przy dowodzeniu twierdzen dla wersji klasycznych (tj.
niezakorzenionych), jego badanie jest w pelni uzasadnione.

W drugiej czeéci pracy rozwazane s3 {2K,, H}-dekompozycje, czyli zbiory krawedziowo
roztgcznych podgrafow z ktorych kazdy jest izomorficzny albo z H albo z 2K,. Zagadnienie
mozna zresztg uogdlni¢ dla dowolnej rodziny graféw H. Poniewaz problem zlozonosci
obliczeniowej jest catkowicie rozstrzygnigty dla jednoelementowych rodzin H, jest to
naturalny kolejny krok w tej tematyce.

ZawartoS$¢ pracy.

Praca doktorska sktada si¢ ze wstepu, dwoch rozdzialdéw glownych oraz bibliografii. Calos¢
liczy 95 stron, bibliografia sktada si¢ z 28 pozycji.

We wstepie najpierw przedstawiony zostal aktualny stan wiedzy dotyczacy zlozonosci
obliczeniowej obu problemow w wersji klasycznej. Z kolei Autorka zdefiniowala problem w
wersji zakorzenionej wyjasniajgc w jakim sensie wersje klasyczne s3 jego dwoma
szczegolnymi (ekstremalnymi) przypadkami. Przedstawila rowniez powigzania z innymi
problemami kombinatorycznymi (np. istnieniem pewnego rodzaju orientacji krawedzi, czy z
doskonatymi podwojnymi pokryciami $ciezkowymi). Wszystko to sklada si¢ na przystepne i
przejrzyste wprowadzenie Czytelnika w tematyke rozprawy. Zastanawiam si¢ tylko nad
ograniczeniem si¢ do omdéwienia stanu wiedzy wylacznie z punktu widzenia zlozonosci
obliczeniowej i pomini¢ciem innych (nierzadko przelomowych) wynikow $cisle zwigzanych z
tematem, chociaz z innej perspektywy.

Rozdziat 1 zawiera wyniki dotyczace zakorzenionych upakowan, dekompozycji i faktorow,
gldownie pod katem zlozonosci obliczeniowej. Najwazniejszym wynikiem jest pelna
klasyfikacja (podsumowana w twierdzeniu 1.3.1) problemu maksymalnego zakorzenionego H-
upakowania dla H przebiegajacego wszystkie gwiazdy wraz ze wszystkimi mozliwymi
wyborami korzeni (czyli wszystkie zakorzenione gwiazdy). Nalezy tu zaznaczy¢, ze chociaz
jest tylko jedna (z doktadnoscig do izomorfizmu) gwiazda dwukrawedziowa, to rézne wybory
korzeni prowadzg do az szesciu nieizomorficznych  zakorzenionych — gwiazd
dwukrawedziowych. Daje to obraz o skali nowych mozliwosci, ktore otwiera rozprawa (czas
pokaze jakie znaczenie zostanie nadane tematowi w spolecznosci kombinatorycznej), jak
réwniez o skali problemow, ktore nalezato pokonaé, aby otrzymac te¢ klasyfikacje. Oprocz tego
wysoko oceniam ciekawe minimaksowe twierdzenie 1.1.6, bedace odpowiednikiem, dla
pewnej dwukrawedziowej zakorzenionej gwiazdy, znanej formuly Berge’a dotyczacej
najliczniejszego skojarzenia w grafie. Wyniki te zostaly opublikowane w renomowanym
specjalistycznym czasopi$mie Journal of Graph Theory (czasopismo to nie tylko znajduje si¢
na liscie JCR, ale rownoczesnie jest jednym z bardziej cenionych czasopism dedykowanych
kombinatoryce). W stosunku do wspomnianej publikacji, rozdzial 1 wzbogacony jest o cenny
dodatek rozstrzygajacy o wielomianowosci problemu zakorzenionego H-upakowania dla
pewnych wybranych niespdjnych graféw H (twierdzenia 1.1.16,1.1.17 1 1.1.18), oraz dyskusj¢
zwigzkow z problemami istnienia specjalnych orientacji krawedzi grafu (wniosek 1.1.8) oraz z
istnieniem w G trasy powiekszajacej (twierdzenie 1.1.9) — zwigzek o tyle istotny w kontekscie
pracy, ze pojecie trasy powickszajacej odegralo przelomowa role w konstrukcji
wielomianowych algorytméw dla problemu najliczniejszego skojarzenia. Rozdzial koniczy si¢
naturalnym problemem otwartym dotyczacym kierunku dalszych badan wraz z opisem jakiego
rozwigzania spodziewa si¢ Autorka.
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Rozdziat 2 dotyczy klasycznych {2K,, H}-dekompozycji z zaznaczeniem ich powigzanh z wersjg
zakorzeniong. Dosy¢ szybko udowodniono (wywnioskowano z nieopublikowanego
manuskryptu Caro [6]) jego wielomianowos$¢ w przypadku gdy A(H) < |E(H)|/2 (wniosek
2.1.3). Kolejny wynik to wielomianowo$¢ problemu w klasie graféw G spetniajacych A(G) <
(|E(G)| +1)/2 (wniosek 2.1.9) poprzedzony serig technicznych lematéw. Z kolei
udowodniono (twierdzenia 2.2.5, 2.2.7 1 2.2.8) zwigzki pomiedzy problemami zakorzenionego
H-upakowania i {2K,, H}-dekompozycji. Mianowicie, dla pewnych klas grafow H,
odpowiednia zlozono$¢ obliczeniowa pierwszego z nich pocigga taka samg zlozono$é
obliczeniowg drugiego. Sa to cenne twierdzenia pokazujace potencjalng uzyteczno$é wynikow
osiggnigtych dla wersji zakorzenionej w dowodzeniu twierdzen dla wersji klasycznych (jest to
tez elegancka klamra spinajgca obie czesci rozprawy). Jako przyklad ich zastosowania,
udowodniono pelng klasyfikacje ztozonosci obliczeniowej problemu {2K,, H}-dekompozyciji
w przypadku gdy H jest podwojng gwiazdg lub tzw. miotlg (twierdzenia 2.3.2 12.3.3). Nie udalo
si¢ niestety osiggng¢ pelnej klasyfikacji w sytuacji ogdlnej. Rozdzial konczy si¢ hipoteza
dotyczacg ztozonosci problemu dla pewnej klasy grafow H, Scisle zwigzanej z zakorzenionymi
malymi gwiazdami rozwazanymi w rozdziale 1, oraz jej czg¢$ciowym potwierdzeniem w
przypadku gdy taki // ma dodatkowo wierzcholek uniwersalny.

Metody

Metody podazajg raczej ,,przetartymi $ciezkami”, ale ich wachlarz jest dosy¢ szeroki. Wyniki
negatywne osigga si¢ poprzez tzw. redukcje ze znanych probleméw NP. Redukcje te wymagaja
odpowiedniego pomystu, aby skonstruowaé ,przejscie” do wilasciwego problemu NP,
wykorzystuja przy tym réznorodne problemy NP takie jak problemy K; ,-dekompozycji czy 3-
EHS wraz z ich wariantami. Wyniki pozytywne osigga si¢ glownie poprzez sprowadzenie
problemu do problemu maksymalnego skojarzenia w odpowiednio skonstruowanym grafie
pomocniczym, a nastepnie poprzez uzycie narzedzi wypracowanych dla problemu skojarzenia
takich jak twierdzenie Berge’a czy twierdzenie Halla. Mimo to dowody wynikéw pozytywnych
nie sg latwiejsze. Wymagajg pomystu na konstrukcj¢ odpowiedniego grafu pomocniczego, zas
wykazanie rOwnowaznosci obu problemow czesto nastepuje w wyniku zmudnej i precyzyjnej
analizy. Podoba mi si¢ rowniez pomyst odpowiedniego uporzagdkowywania wierzcholkow w
dowodach twierdzen 1.1.16 i 1.1.18, znacznie ulatwiajacy nastepujacg potem skomplikowang
analiz¢. W drugiej czesci pracy wyniki pozytywne osiagni¢to poprzez drobiazgowsq analizg
struktury jakg w G indukujg kopie H w {2K,, H}-dekompozycji majacej mozliwie malg ich
liczbe (w konsekwencji zauwazono, ze wystarczy ograniczy¢ si¢ do dekompozycji majacych
co najwyzej jedng kopie H, co rozwigzuje juz problem zltozonosci).

Wszystkie dowody zredagowane sg zrozumiale (niewielkie zastrzezenia mam tylko do
dowodow twierdzen 1.1.16 i 1.1.18 gdzie wkradl si¢ pewien balagan w indeksowaniu
wierzcholkéw — chodzi giéwnie o miejscami nieco mylace uzycie symboli, bez wplywu na
poprawno$¢ merytoryczng), a przy tym kazdy fragment rozumowania jest bardzo szczeg6élowo
(ale nie przesadnie) rozpisany, czesto roOwniez zilustrowany na rysunku. Wszystko to $wiadczy
o bardzo dobrym opanowaniu warsztatu badawczego specyficznego dla tematyki. Nie
znalaztem bledow merytorycznych, jedynie sporadyczne drobne niedoktadnosci:

- strona 37, wiersz 6: aZ — a}
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- strona 40, wiersz -11: b;q powinno chyba zaleze¢ od k; z kolei w wyrazeniu ZLl degpbk

zamiast k lepiej uzy¢ innego oznaczenia, jako ze k w tym fragmencie dowodu przebiega inny
zakres wartosci

- w dowodzie twierdzenia 1.1.16: wieksza konsekwencja w uzywaniu oznaczen do
indeksowania odpowiednich zbiorow ulatwitaby Czytelnikowi $ledzenie dowodu;
przyktadowo zbiory B najpierw sg indeksowane literg ,,i”, a za chwilg literg ,j”” podczas gdy ,.i”
stuzy do indeksowania zakorzenionych gwiazd R. W dalszej cze$ci dowodu zbiory B s3
ponownie indeksowane litera ,,i”, za$ gwiazdy R literg ,.k”.

e(G)
2A(H) + 2|H|
minimalnie nieprecyzyjne - zbioréw E, moze by¢ chyba nieco wigcej, ale rzeczywiscie, w
sensownym zakresie rozmiarow grafow G i H tak jest.

- strona 82, wiersz -5: ,bo zbioréw E, jest mniej niz ( )”. Sformufowanie

Podsumowanie

Podsumowujgc stwierdzam, ze Pani mgr Nataliya Petryshyn przedstawita dobra prace
doktorska, zawierajgca sporo ciekawych, oryginalnych wynikow, i wykazala si¢ znajomoscia
literatury i tematyki. W szerokim stopniu opanowala specyficzny dla tematyki warsztat
badawczy oraz udowodnita umiejetno$é prowadzenia samodzielnych badan naukowych.
Uwazam, ze jej praca doktorska bez zastrzezen spelnia ustawowe i zwyczajowe wymagania
stawiane rozprawom doktorskim i wnioskuj¢ o dopuszczenie mgr Nataliyi Petryshyn do
dalszych etapow przewodu doktorskiego.
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