Synopsis

At the beginning clements of the theory of reproducing kernel Hilbert spaces will he re-
called. It will be shown that existence of the reproducing kernel is equivalent to continuity
of the functionals of point evaluation. The proof that i H is a reproducing kernel Hilbext

space of functions defined on U, then in any set

{feM|flz)=1},zelU

il nop-empty, there is exactly one element with minimal norm, will be given.

The second chapter will he devoted to the Hilbert spaces of square-integrable functions
which are the kernel (in the algebraic sense) of some elliptic operator. It will be shown
that such a space is a reproducing kernel Hilbert space. Then we will prove that the
reproducing kernel of that space depends in a continuous way on a weight of integration,
i.c. on a deformation of an inner product. Convergence of weights only almost everywhere
will be needed. Next we will gencraline Ramadanov theorem, e, we will show that the
reproducing kernel of such a space depends in continuous way on a domain of integration,
ie. on a domam on which owr functions are defined. 1t will be done iy three different
ways for the case an increasing sequence of dowmaing. Moreover suflicient condition for the
case of decreasing sequence of domains will be given.

Particular case of such a Hilbert space is Hilbert space of square-integrable and har-
monic functions. In such a case it will be shown that if only an inverse of a weight of
integration is integrable in some positive power, then the reproducing kernel of the corve-
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sponding weighted Hilbert space exists. Morcover an example of a weight for which there
is no reproducing kernel of such a space will be given.

By the minimal norm property of thie reproducing kermel recalled in the fivst chapter,
we will coneinde that in the set of square-integrable solutions of an elliptic equation, which
take value at some given point egual to ¢, if non-empty, there is exactly oue elanent witls
minimal norm. Moreover such an element depends in continuous way on a weight and
domain of integration in a precisely defined sense.

The third chapter will he devoted to the weighted kernels of Szegd type. We will give
suflicient conditions for a weight of integration in order for the reproducing kernel of the
weighted Szegd space to exist. In particular it will be shown that if an inverse of a weight
of integration is integrable, then there exists the reproducing kernel of the corresponding
weighted Szego space. The case of domains with non-connected boundaries will he also
considered. Moreover we will give an example of a weight for the unit ball for whicl there
is no reproducing kerel of the corresponding space. Using biholomorphisis we will prove
that such weights exist for a large class of domains.

Then we will prove that Szegd kernel depends in a continuous way on a weight of inte-
gration. Pasternak’s theorem on dependence of the orthogonal projector on a deformation
of an inner produect will be used in the proof. Finally it will be shown how weighted Szegd

kernel can be used to prove gencral theorems of complex analysis.
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Streszczenie

u przywotane zostana clomenty teorii prazestrzeni ilberta 2z jadrom repro-

dukujacym. Zostanie pokazane, ze istnienie jadrareprodukujacego jest rownowazne cigglos-

ol funkejonaléw ewaluacji. Dany bedzie dowdd, Ze jodli H jest przestrzenia Hiltherta

jadrem reprodulkujacym funkeji okredlonych na U, wowezas w dowolnym zbiorze
[fem|f(z) =1}z €U

o ile jest niepusty, znajduje sie dokladuie jedeu element o minimalne; normie.

Drugi rozdzial podwiccony zostanie przestrzeniom Hilberta funkeji calkowalnyeh #
kwadraten, ktére sa jadrem {w sensie algebraicznym) pewnego operatora eliptyeznego.
Bedzie pokazane, 7e taka przestrzen jost przesirzenig Hilberta z jadrom reprodukujacym.
Potem pokazemy, ze jadro reprodukujace takiej preestrzeni zalezy w osposéh clagly od
wagl calkowania, {z1. od deformacii foezynu skalarnego. Zhicimesd wag zaledwic prawic
wszedzie bodzie potrzebna. Nastepnie vogdlnimy twierdzenie Ramadanowa, tzn. pokazemy,
ze jadre reprodukujace takie] praestrzeni zalezy w sposéb ciagly od obszaru calkowsnia,
tzn. od dziedziny, na kidrei okreslone sa nasze fonkeie. Zostanie to zrobione na trzy
gposoby dla praypadion vosnacego ciagu obszardw.  Ponadto zostanie podany warunek
wystarczajacy dla praypadku malejacego clpgu ohszardw.

Suezegdlnvm pravpadkiem takiej praestreeni jest przestyrzen funkejl calkowalnych z
kwadratem | harmonicanych. Dia tego praypadku hedzie pokazane, ze jesh tvlko waga

cadkowania jest calkowalna wjakiejs dodainiel potedze, wowezas jadro reprodukujace
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adpewiadajace] wazonej preestrzent Hilberta istnicje. Co wigee) podany beduie praylidad
wagl, dia ktdrej nie istnieje jadro reprodunkujace takiej prazestrzeni.

Korzystajac v wlagnodel minimalnej norrmy jadra reprodukujacego preaywelane] w roz-
dziale drugim. stwierdzimy, ze w zhiorze calkowalnyeh z kwadratem rozwigzan rownania
o ile jest niepusty,

eliptyeznego, ktdre w pewnym zadanym punkeie prayimuja wartosé ¢

;
znajduje sie dokladnie jeden element o minimalnej normie. Co wigeej, ten element zalezy
w sposob ciagly od wagt 1 od obszaru calkowania w scisle okreslonym sensie.

Trzeel rozdzal poswigeony zostanic wazonym jadrom typu Szegd. Damy warunki
wystarezajace na wage calkowania, aby istnialo jadro reprodukujace odpowiadajace] wagzo-
nej przestrzeni. W ogzezegilnodel bedzie pokazane, 2o jodli odwroinost wagi calkowania jest
calkowalna, to istnicje jadro reprodukujace odpowiadajace] wazone] przestreeni Szegd.
Praypadek obszaréw o niespdinych brzegach rownicez hedzie rozwazony. Co wigeej, damy
przyklad wagi dia kuli jednostkowej, dla ktérej nie istuieje jadvo reprodukujace odpowia-
dajacej preestrzent. Uzywaiac bhiiomorfizmdw, pokazeiny, e takie wagl istnieja dla sze-
rolich klas obszardw.

Péinie] bedzie udowodnione, 7e jadro Szepd zalezy w sposob ciagly od wagi callkowania.
Twierdzenie Pasternaka o zaleznosel rzutu ortogonalnego od deformacii ilocsynu skalarnego
zostanie uzyte w dowodzie. Na koniec sostanie pokazane, jak wazone jadro Szegd moze

by¢ uzyte do ndowodnienia ogdlnych twierdzen analizy zespoloncy.

Stowa kluczowe: Praestrzen Hilberta z jadrom reprodukujacym, funkejonal ewalnach,
jadro reprodukujgce, operator eliptyezny, rdwnanie eliptyezne, minimalne rozwiazanie,
jadro Szegd, wagi dopuszezalne, wagl calkowania, zalernost od parametrow, ciagla valez-

nosdt, twierdzenie Ramadanowa, clagia zaleznosé od wagl calkowania.



