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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Tomasza Fukasza Zyndy
“Selected reproducing kernels: admissible weights and dependence
on parameters”

Rozprawa doktorska pana mgr. Tomasza Lukasza Zyndy pod tytutem “Selected reproducing
kernels: admissible weights and dependence on parameters” zostata napisana pod kierunkiem
profesora Zbigniewa Pasternak-Winiarskiego oraz dr. Pawla Wojcickiego jako promotora po-
mocniczego.

Rozprawa doktorska poswiecona jest badaniu jader reprodukujacych dla takich przestrzeni
Hilberta funkcji, jak: przestrzenie z wagami typu Malyszewa (bedace uogélnieniami przestrzeni
Bergmana funkcji harmonicznych) oraz przestrzenie z wagami typu Szégo. W szczegdlnosci
autor zajmuje si¢ badaniem wag dopuszczalnych, dla ktérych dostajemy jadra reprodukujace.
Zajmuje si¢ tez problemem ciaglej zaleznoéci jader reprodukujgcych od wag, a takze od ciggu
obszaréw, na ktérych sg one zdefiniowane.

Autorowi udalo sie uzyskaé w tej dziedzinie szereg ciekawych i waznych rezultatéw, ktére
pozwalajg nam lepiej zrozumieé¢ nature zaleznosci jader reprodukujacych od wag catkowych,
a takze od obszaréw, na ktérych sg okreslone.

Nalezy tez podkreslié, ze cala praca zostala napisana i zredagowana w spos6b przejrzysty,
czytelny i poprawny jezykowo, co bardzo utatwia jej czytanie.

Wyniki prezentowane w rozprawie zostaty opublikowane lub przyjete do publikacji w naste-
pujacych artykutach autora:

(1) Zbigniew Pasternak-Winiarski, Tomasz Lukasz Zynda, Weighted Szegi Kernels, Geo-
metric Methods in Physics XXXV, 2018.

(2) T. L. Zynda, Weighted generalization of the Szégo kernel and how it can be used to prove
general theorems of complex analysis, Geometric Methods in Physics XXXVII, 2019.

(3) T. L. Zynda, On weights which admit reproducing kernel of Szégo type, Journal of Con-
temporary Mathematical Analysis (Armenian Academy of Sciences), 55 (5), 2020.

(4) T. L. Zynda, J. J. Sadowski, P. M, Wéjcicki, S. G. Krantz, Reproducing kernels and
minimal solutions of elliptic equations, Georgian Mathematical Journal (przyjeta do
publikacji, 2022).



Opis pracy

W pierwsze] czgéci rozprawy autor przedstawia ogélne fakty dotyczace jader reprodukujacych
w przestrzeniach Hilberta #H funkeji okreslonych na danym obszarze U. Podane sg tu podsta-
wowe twierdzenia dotyczace jader reprodukujacych, w szczegélnosci twierdzenie 1.1 méwigce,
ze istnienie jadra reprodukujacego jest réwnowazne ciaglodci funkcjonatu punktowej ewaluacji
f = f(2) w kazdym punkcie z € U, oraz Twierdzenia 1.2 i 1.3, pokazujace, ze jadro reproduku-
Jace K przestrzeni Hilberta 4 ma wtasno$ci minimalizujgce na H, tzn. ze funkcja f(.) := K (2,-)
jest minimalnym co do normy w # elementem zbioru {f € H: f(z) = K(z,2)}. Twierdzenia
te sg nastepnie intensywnie wykorzystywane w dalszych czesciach pracy.

W drugiej czesci autor zajmuje si¢ przestrzeniami Hilberta L?2D(U) funkcji klasy L3(U)
bedacych rozwigzaniami réwnaii Du = 0, gdzie D jest operatorem eliptycznym drugiego rzedu
o gtadkich wspétczynnikach. Autor nazywa je przestrzeniami typu Malyszewa. Zauwazmy, ze
w przypadku gdy D jest operatorem Laplace’a otrzymamy klasyczng przestrzen Bergmana
funkeji harmonicznych.

W Twierdzeniu 2.4 autor dowodzi, ze w przypadku, gdy U jest obszarem w R2 z brzegiem
klasy C*, to L?D(U) jest przestrzenig Hilberta z jadrem reprodukujacym. W dowodzie tym
autor wykorzystuje elementy teorii przestrzeni Sobolewa, a doktadniej wlozenie przestrzeni
Sobolewa w odpowiednie przestrzenie Holdera oraz fakt, ze rozwigzania réwnaf eliptycznych
(w sensie stabym) nalezg do odpowiednich przestrzeni Sobolewa. Dzieki temu rozwigzania w
sensie stabym réwna eliptycznych o gtadkich wspétczynnikach staja sie gtadkimi rozwigzaniami
w sensie silnym i funkcjonat punktowe ewaluacji jest dobrze okreslony.

Nastepnie rozwazane sg przestrzenie typu Matyszewa L2D(U, W) z wagg, catkows, u, powstate
w wyniku zastgpienia klasycznych przestrzeni L*(U) przez przestrzenie z waga L2(U, ). Autor
definiuje wagi dopuszczalne y, jako takie, dla ktérych L2D(U, 1) sa przestrzeniami Hilberta
z jadrami reprodukujacymi. W szczegélnosci autor wykazuje, ze dla dowolnego operatora elip-
tycznego dopuszczalnymi sg wagi spelniajagce warunek p > C niemal wszedzie dla pewnego
C > 0. Natomiast w szczegdlnym przypadku funkcji harmonicznych autor podaje w Twierdze-
niu 2.7 szersza klase wag dopuszczalnych.

Jednym z centralnych zagadnieni poruszanych w pracy jest zbadanie ciaglej zaleznosci ja-
der reprodukujacych od wag, a takze od rosnacego lub malejgcego ciagu obszaréw na ktérych
przestrzenie i jadra sg okreslone. Doprowadzito to do uzyskania przez autora waznych i inte-
resujgcych rezultatéw. W pierwszym z tych przypadkéw autor dowodzi w Twierdzeniu 2.9, ze
jadra typu Malyszewa zalezg w sposob ciagly od wag catkowych. Réwniez w przypadku drugiej
zaleznogci autor dowodzi (na dwa sposoby) twierdzenie typu Ramadanowa o ciaglej zaleznodci
jadra od rosnacego ciggu obszaréw (Twierdzenie 2.10), a takze od malejacego ciagu obszardw
(Twierdzenie 2.11). Nastepnie autor wzmacnia teze Twierdzenia 2.10 dowodzgc, ze dla rosng-
cego ciagu obszaréw (Up)nen zbieznych do U, ciag jader Ky, zbiega do jadra Ky nie tylko
lokalnie jednostajnie, ale tez wzgledem normy.

W trzeciej, ostatniej czesci pracy autor zajmuje sie badaniem przestrzeni wagowych Szégo,
czyli domknigciu w L?(8Q, ) przestrzeni funkeji z L?(99, 1), ktére sie przedtuzaja do funkeji
holomorficznych na Q i cigglych na Q. Zajmuje sie tez badaniem jader reprodukujacych (jader
Szégo) na tej przestrzeni. Badanie tego typu jader i przestrzeni wymaga uzycia wielu subtelnych
narzedzi, gléwnie zwigzanych z analizg zespolong funkcji wielu zmiennych.



Podobnie jak w przypadku jader typu Matyszewa zostaly zdefiniowane wagi Szégo dopusz-
czalne, jako takie dla ktérych jadro Szégo istnieje. W szczegdlnodei, w Twierdzeniu 3.5 autor
pokazuje, ze wagi u speliajace warunek |, - i— dS < oo sg Szégo dopuszczalne.

Réwniez, podobnie jak w przypadku jader typu Malyszewa, autor bada zaleznogé jadra Szégo
od wagi i pokazuje w Twierdzeniu 3.15, 7e ta zaleznosé jest ciggla w odpowiedniej topologii.

Uwagi do pracy

Uwagi dotyczace rozprawy doktorskie;:

(1)

(2)

(4)

W Rozdziale I brakuje definicji kluczowego pojecia reproducing kernel Hilbert space.
Mozna sig¢ domyslaé, ze jest to taka przestrzeri Hilberta, dla ktérej istnieje jadro repro-
dukujace, ale to powinno byé explicite napisane — najlepiej w Definicji 1.1, w ktorej
jest juz zdefiniowane jgdro reprodukujace i wtasnoéé reprodukowania.

W Twierdzeniu 2.7 autor podaje, ze w przypadku wazonych przestrzeni Bergmana funk-
cji harmonicznych na €, podobnie jak dla zespolonych wazonych przestrzeni Bergmana
(zobacz [Pasternak1992]), jesli waga u spelnia warunek i #i,ldV < oo dla pewnego
a > 0, to jest ona dopuszczalna.

Autor powtarza w dowodzie tego faktu rozumowanie z pracy [Pasternak1992] zastepu-
jac funkcje holomorficzne funkcjami harmonicznymi, ale zapomina, ze niektére wtasnosci
funkcji holomorficznych i harmonicznych sg rézne. W szczegblnosci w dowodzie wykorzy-
stywana jest w sposob istotny subharmoniczno$é funkeji | £|2/?, 2/p > 0. Rzeczywiscie,
dla funkcji f holomorficznej jest to prawda, ale w przypadku funkcji f harmoniczne;j,
aby funkcja |f|?/P byla subharmoniczna musimy dodatkowo zatozyé, ze 2/p > 1, co
jest réwnowazne zatozeniu, ze a > 1. Wobec tego prawidlowy warunek wystarczajacy
w Twierdzeniu 2.7 na dopuszczalno$é wagi dla wazonych przestrzeni Bergmana funkeji
harmonicznych powinien méwié, ze waga p spetnia warunek I l%dV < oo dla pewnego
a > 1 (anie a > 0).

Przed Twierdzeniem 2.4 brakuje dyskusji i wyttumaczenia dlaczego od tego momentu
w badaniach przestrzeni i jagder typu Matyszewa ograniczamy sie do przypadku, gdy
obszar U jest zawarty w R?, a nie ogélnie w R” i na ile wynik ten mozna przeniesé na
wyzsze wymiary. Podobnie brakuje komentarza, czy wynik ten da sie uogélnié na opera-
tory eliptyczne stopnia wyzszego niz dwa (czyli np. na operatory poliharmoniczne AP ,
gdzie p > 1), szczegélnie, ze np. klasyczna praca Malyszewa [Malyshev1997] obejmuje
tez takie przypadki.

Praca zawiera kilka drobnych pomylek i bledéw typograficznych:

e 10g: Warunek |/m,|| = ||k.|| powinien by¢ zastapiony przez |m,| < ||k.]|.

e 10y: Zamiast o € C powinno byé o > 0.

e 16': Po lewej stronie nieréwnogci zamiast [[u]]&” powinno byé [[u]]%2.

e 207: Przed pierwsza catks nalezy dopisaé jeszcze 2.

e 21°%: Nalezy zmienié¢ “is” na “its”.

e 384: Nalezy zastapi¢ “1.3” przez “Proposition 1.3”.

® 543: Zamiast “By Lemma 2.4” powinno byé “By Lemma 3.1”.

e 68'!: Zamiast “F, = f(2)” powinno byé¢ “E,(f) = f(2)”.

e 703: Nalezy poprawi¢ “opein” na “open”.



Opinia o pracy

Pomimo paru krytycznych uwag moja ogdélna opinia o recenzowanej rozprawie jest jak najbar-
dziej pozytywna. Autor uzyskal w niej wiele waznych i interesujgcych wynikéw dotyczacych
przestrzeni i jader reprodukujacych typu Malyszewa i Szégo, z ktérych najciekawsze moim zda-
niem s rezultaty dotyczace cigglej zaleznosci jader typu Malyszewa i Szégo od wag catkowych,
a takze twierdzenia typu Ramadanowa o ciaglej zaleznosci jader typu Matyszewa od rosng-
cego lub malejgcego ciagu obszaréw. Ich uzyskanie wymagalo umiejetnoéci postugiwania sie
Zaawansowanym aparatem matematycznym z takich dziedzin jak analiza funkcjonalna, analiza
zespolona i réwnania rézniczkowe czgstkowe. -

Dlatego tez uwazam, ze rozprawa doktorska mgr. Tomasza Fukasza Zyndy spelnia ustawowe
1 zwyczajowe wymagania stawiane rozprawom doktorskim i wnioskuje o przyjecie rOZprawy
1 dopuszczenie jej autora do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

Stawomir Michalik
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