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Kwantowe procesy Bessela

Wstep

Przedstawiana rozprawa dotyczy konstrukeji i badania wlasnoéci pewnych proceséw sto-
chastycznych i jako taka miesci sie w obrebie teorii prawdopodobienstwa. Jednakze stosowany
w niej aparat pojeciowy wykracza dos§¢ znaczaco poza ramy teorii prawdopodobienstwa. Ce-
lem niniejszego omoéwienia rozprawy jest przedstawienie zawartych w niej wynikéw w spos6b
zrozumialy przede wszystkim dla matematykow zajmujacych si¢ probabilistyks. Oznacza to,
ze wigkszo$¢ pojeé z zakresu teorii prawdopodobieristwa bedzie uznawana za znane, podczas
gdy wiele poje¢ z zakresu np. niekomutatywnej analizy harmonicznej czy teorii algebr Jordana,
zostanie skrotowo wyjasnione. Wyjasniane pojecia spoza probabilistyki dla oséb dziatajacych
w tych dziedzinach matematyki moga wydawaé sie podstawowe, tym niemniej reakcje wielu
uczestnikéw seminariow i konferencji probabilistycznych, w trakcie ktérych autor niniejszej
rozprawy prezentowal jej wyniki, zdecydowanie wskazuja na zasadnosé ich wyjagniania.

Pierwotnym asumptem do powstania prac wchodzacych w sktad rozprawy byta obserwa-
cja poczyniona przez autora rozprawy w zwigzku z lekturg pracy Philippe Biane’a [4] z 1996
roku, ze tzw. kwantowy proces Bessela, wprowadzony przez Biane’a jako cze$¢ radialna nieko-
mutatywnego ruchu Browna na przestrzeni unitarnych reprezentacji nieprzywiedlnych grupy
Heisenberga, jest w istocie nieznacznie przeskalowanym procesem bi-1-Poissona, ktory zostat
niezaleznie skonstruowany za pomocg proceséw urodzin i $mierci przez Bryca i Wesotowskiego
10 lat poézniej w [19], a wiec procesem stochastycznym z klasy kwadratowych harnesséw (defi-
nicja tej klasy, wprowadzonej w [15], znajduje si¢ w dalszej czesci oméwienia). Ta obserwacja
byta wazna dla habilitanta, poniewaz teoria harnesséw kwadratowych stanowita gtéwny przed-
miot jego zainteresowanl naukowych przed rozpoczeciem badari, ktérych owocem jest niniejsza
rozprawa (patrz nastepujace publikacje po doktoracie, spoza rozprawy habilitacyjnej: [15],
[16], [17], [10]); to wlasnie che¢ zrozumienia konstrukeji Biane’a z [4] i natury jej zwiazkow z
harnessami kwadratowymi zaowocowata pracami [R1}, [R2] i [R3].

Potgrupa wspomnianego wyzej niekomutatywnego ruchu Browna na przestrzeni unitarnych
reprezentacji nieprzywiedlnych grupy Heisenberga to pewna po6lgrupa kontrakcji catkowicie
dodatnich na C*-algebrze grupowej grupy Heisenberga. Omoéwienie rozprawy rozpoczniemy
od krotkiego objasnienia tych poje¢ zwigzanych z pélgrupami kontrakcji na C*-algebrach,
ktore bedg potrzebne do zrozumienia zaréwno oryginalnej konstrukeji Biane’a, jak i wynikow
wchodzacych w sktad rozprawy.

Potgrupy kontrakcji caltkowicie dodatnich na C*-algebrach i ich zwiazek z klasycz-
nymi pélgrupami markowskimi

W nieprzemiennej probabilistyce rozwaza sie pewne analogi klasycznych proceséw Mar-
kowa i zwigzanych z nimi pélgrup. W szczego6lnosci, role odpowiednikéw klasycznych mar-
kowskich polgrup kontrakcji moga petni¢ pétgrupy kontrakeji catkowicie dodatnich na (nie-
przemiennych) C*-algebrach, w szczegélnosci C*-algebrach pochodzacych od lokalnie zwartych
grup (nieabelowych).

Niech A bedzie algebrg z jednoscia nad cialem C. Moéwimy, ze A jest *-algebrg, jesli
wyposazona jest w antyliniowe dziatanie (inwolucje) A 3 a — a* € A, takie, ze (a*)* = a i
(ab)* = b*a” dla wszystkich a,b € A. Jesli dodatkowo A z normg, ||-|| spetniajaca warunki

llabll < flalllioll, llall = lla*]l, ¥ a,b € A,



jest przestrzenia zupeing, to méwimy, ze A jest x-algebrq Banacha. Jesli norma w *-algebrze
Banacha A spelnia warunek ||a*a| = ||a||* dla wszystkich o € A, to A nazywa si¢ C*-algebrg.

Jegli A jest C*-algebra, to dowolny jej element postaci aa* dla pewnego a € A nazywa sie
dodatnim. Jesli A, B sa C*-algebrami, a ¢ : A — B jest odwzorowaniem liniowym, to méwi
sie, ze ¢ jest odwzorowaniem dodatnim, jesli odwzorowuje elementy dodatnie A w dodatnie
elementy 5. Wreszcie, ¢ jest catkowicie dodatnie, jesli dla wszystkich n € N

¢71 : ]\/{n(A) — ]\411(6), ¢n((az,])) = (¢(ai,j))

jest odwzorowaniem dodatnim (dla dowolnej C*-algebry C, M,(C) oznacza C*-algebre macie-
rzy n X n, o elementach pochodzacych z C).

Potgrupy kontrakcji calkowicie dodatnich mozna otrzymaé z nastepujacej konstrukeji.
Niech G bedzie lokalnie zwartq grupg topologiczng, a wiec grupa wyposazong w taka topo-
logie lokalnie zwarta i Hausdorffa, wzgledem ktorej dziatania grupowe sa ciggle. Niech e
bedzie elementem neutralnym w G, a p ustalong (lewostronng) miarg Heara na G (czyli le-
wostronnie niezmiennicza, u(gA) = p(4), g € G, A € B(G), miarg Radona na o-ciele B(G)
zbioréw borelowskich w G - zgodnie ze stynnym twierdzeniem Haara miara ta istnieje dla
dowolnej grupy lokalnie zwartej i jest jedyna z dokladnoscia do dodatniej stalej multiplika-
tywnej). Rozwazmy przestrzer L1(G) = LY(G, i) (wiadomo, ze w istocie L}(G) nie zalezy od
wyboru miary Haara). Jedli f,g € L(G), to splot f i g jest funkcja f * g zdefiniowana jako

fHg(z) = /G £ ()gly)dy. 1)

Wzor

fr(@) =A™ @), 2)
gdzie A jest tzw. funkcjg modularng® G, okresla inwolucje na L' (G). Z produktem splotowym
(1) i inwolucja, (2), przestrzeri L'(G) uzyskuje strukture x-algebra Banacha i nazywana jest
L' grupowgq algebrg grupy G. Algebra L'(G) jest C*-algebrg jedynie w przypadku trywialnej
grupy G. W celu wyjasnienia sposobu uzupetiania L!'(G) do C*-algebry, wprowadzimy teraz
konieczne podstawowe pojecia z teorii reprezentacji grup.

Niech H, bedzie przestrzenig Hilberta. Reprezentacja unitarna grupy G, ktérg bedziemy
oznaczaé (m, Hy), to dowolny ciagly (w sensie silnej topologii operatorowej) homomorfizm =
z grupy G w grupe U(H,) operatoréw unitarnych na H,. Domknieta podprzestrzeds M C H,
nazywamy niezmienniczq dla (m, Hy), jesli m(g)M C M dla wszystkich g € G. Jezeli reprezen-
tacja (m, Hy) nie ma nietrywialnych (tzn. innych niz {0} i H,) podprzestrzeni niezmienniczych,
to nazywamy jg nieprzywieding. Mowimy, ze reprezentacje unitarne (7, H,) i (v, H,) grupy G
sa (unitarnie) rownowazne, jeSli istnieje odwracalny operator unitarny 7' dzialajacy miedzy
H, i H,, taki, ze v(g9) = Tw(g)T~* dla wszystkich g € G. Relacja unitarnej réwnowaznosci
jest relacja réwnowaznosci na zbiorze reprezentacji unitarnych G; zbiér jej klas réwnowaznosci
bedziemy nazywaé obiektem dualnym grupy G (ang. unitery dual). Bedziemy go oznaczaé
przez G, a klase abstrakcji reprezentacji unitarnej 7 przez [r].

W celu zadania struktury C*-algebry na L(G), definiuje sie najpierw ciggly operator 7(f)
na H, poprzez

w(f) = /G f(@)r(g)dg, feL'(G).

'Dla z € G miara p, zdefiniowana jako u.(A) = u(Az) jest miara Haara, wiec z jednoznacznosci istnieje
liczba A(x) > 0 taka, ze e = A(z)p. Funkcjo modularna to odwzorowanie G 3 = — A(z) € (0, 00).



Powyzszg calke nalezy rozumie¢ w stabym sensie, tj.

() v) = /C £(9) (r(g)u vy dg Vv € Hy.

Nastepnie definiuje sie
£l = sup = () s, )-
[7leG
Jest to taka norma na L'(G), e dzialania algebraiczne i inwolucja rozszerzajg sie w sposob
ciggly z L'(G) do uzupetnienia L'(G) wzgledem niej; to uzupelnienie juz jest C*-algebra,
zwana (petng) grupowg C*-algebrg grupy G (oznaczenie: C*(G)).

Rozwazmy zatem lokalnie zwarta grup¢ G i jej grupows C*-algebre C*(G). Interesujaca
nas klasa poigrup kontrakeji catkowicie dodatnich na G otrzymywana jest za pomocy funkcji
typu dodatniego® na G, czyli takich funkcji ¢ € L>®(G), ktore definiujg dodatnie funkcjonaly
liniowe na *-algebrze Banacha L'(G), a wiec takich, ze

/G (F(9) * £(9)) dlg)dg > 0 Vf € L'(Q).

Zatozmy, ze istnieje na G zespolona funkcja 9 o tej wlasnosci®, ze G 3 g — expltih(g)] jest
funkcjg typu dodatniego dla kazdego ¢ € (0,00) oraz ze ¢(e) = 0. Wowczas polgrupa (Qu)1,
zdefiniowana dla f € L}(G) i g € G poprzez

Q1f(g) = exp[ty(9)] £ (9), (3)

jest polgrupg kontrakceji dodatnich na L'(G). Mozna pokazaé (np. [4]), ze (Q;); rozszerza sie
w sposob jednoznaczny do pélgrupy odwzorowan catkowicie dodatnich na C*(G).

Skonstruowane w taki sposéb polgrupy (Q;); sa na rézne sposoby zwigzane z kwantowymi
procesami Markowa (patrz np. [3], [39], [54], czy [52]). Moga one by¢ interesujace takze z
punktu widzenia klasycznej teorii prawdopodobieristwa — migdzy innymi dlatego, ze mozna ich
uzywac do konstruowania klasycznych procesow markowskich, co jest konsekwencjg nastepuja-
cej obserwacji dotyczacej potgrup kontrakeji catkowicie dodatnich na ogélnych, niekoniecznie
zwigzanych z grupami, C*-algebrach.

Niech A bedzie C*-algebra, a B - jej przemienng pod-C*-algebra. Jeden z fundamentalnych
wynikéw w teorii C*-algebr, twierdzenie Gelfanda—Najmarka, orzeka m.in., ze przemiennogé
B implikuje jej izomorficznos¢ z przestrzenia Cp (o(B)) funkeji cigglych na widmie Gelfanda
o(B) C*-algebry B, znikajacych w nieskoriczonosci. Widmo Gelfanda (przestrzen Gelfanda
badz przesirzen ideatéw maksymalnych) przemiennej C*-algebry B to zbiér wszystkich cig-
glych i niezerowych homomorfizméw (lintowych funkcjonatéw multiplikatywnych) m : B — C.
Zbior ten ma stukture lokalnie zwartej przestrzeni Hausdorffa (zwartej, jesli B ma jednos¢) —
standardowa topologia na widmie to stabax topologia.

Jesli (Q¢): jest dowolng (niekoniecznie postaci (3)) polgrupa caltkowicie dodatnich odwzoro-
wan kontrakcyjnych na A i jesli B jest niezmiennicza przy odwzorowaniach (@), to obciecie
(Q:): do B okresla potgrupe (F;); jader markowskich na o(B). Dzieje si¢ tak, poniewas z

2Czosto spotykany wariant pojecia funkcji typu dodatniego to pojecie funkeji dodatnio okreslones. Pojecia
te sg niemal réwnowazne - ciggle funkcje dodatnio okreslone to po prostu funkcje typu dodatniego.
3Czesto mowi sie o takiej funkcji 1, ze jest warunkowo typu dodatniego no G.



dowolng potgrupa (71); operatoréw dodatnich (przeksztalcajacych funkcje dodatnie na dodat-
nie) na Cy(X) (X to pewna przestrzen) mozna stowarzyszy¢ rodzine dodatnich funkcjonatow
liniowych na Cy(X)

Co(X) 2 f=Tif(z), t€[0,00), z € X.

Funkcjonaly te, na mocy twierdzenia Riesza o reprezentacji dla przestrzeni Cp(X), mozna
pisa¢ jako caltki wzgledem F;:

T, (z) = /X F(y) Pu(z, dy).

Jedna z realizacji powyzszego schematu otrzymywania klasycznych proceséw Markowa
polega na rozwazaniu abelowej podgrupy Ga grupy G. Wtedy C*(G4) jest przemienna i
potgrupa (Q;):, stosownie okreslona na C*(G4), daje proces Lévy’ego na grupie dualnej G4.

Konstrukcja Biane’a kwantowego procesu Bessela

Inng realizacje zastosowal Philippe Biane w pracy [4] (notabene konstrukcja procesu Mar-
kowa z [4] jest takze skrétowo opisywana w innych pracach Biane’a, np. [5], [6] czy [7]).

Punktem wyjscia dla Biane’a jest (2d + 1) wymiarowa grupa Heisenberga H, czyli zbior
C? x R 7z dzialaniem grupowym (z,w)(2/,w') = (z + 2/, w + w' +Im (2, z)) - tutaj 2,2’ € CY,
w,w' € R, a (-,-) jest standardowym iloczynem skalarnym na C¢.

Grupa Heisenberga, jest nieabelowa, wigc jej C*-algebra grupowa C*(H) jest nieprzemienna.
Biane w [4] znalazl exzplicite obciecie polgrupy postaci (3) z ¥(z,w) = —iw — (z,2) /2 dla
(z,w) € H (o ktorej wykazal, ze jest warunkowo typu dodatniego), do pewnej przemiennej
pod-C*-algebry C*(H). Szczegélng cechg podejscia zaproponowanego przez Biane’a jest to,
ze przemienna pod-C*-algebra zwigzana jest z pewng para Gelfanda.

Aby zdefiniowaé¢ pojecie pary Gelfanda, zaléozmy, ze K jest zwarta podgrupa lokalnie
zwartej grupy G. Funkcja f : G — C jest bi-K-niezmiennicza, jezeli f(kigks) = f(g) dla
wszystkich k1,ke € K i g € G. Oznaczmy przez Co(G//K) podalgebre splotows bi- K-
niezmienniczych funkcji ciggtych o nosnikach zwartych; analogicznie przez L'(G//K) podalge-
bre funkcji bi- K-niezmienniczych i calkowalnych. Jesli algebra Co(G//K) (lub - réwnowaznie
- LY(G//K)) jest przemienna, to moéwi sie, ze (G, K) jest parg Gelfanda.

Poczawszy od prac Hulanickiego i Ricci [33] oraz Koranyi [38] (por. z uwagami historycz-
nymi w [25]), wiadomo bylo, ze (U(d) x H,U(d)), z dzialaniem grupy unitarnej U(d) na grupie
Heisenberga zadanym przez H 3 (z,w) + (uz,w), u € U(d), jest parg Gelfanda. To oznacza,
ze algebra splotowa L'(U(d) x H//U(d)) funkcji catkowalnych i bi-U(d)-niezmienniczych na
iloczynie potprostym U(d) x H jest przemienna. C*-uzupelnienie C*(U(d) x H//U(d)) alge-
bry LY (U(d) x H//U(d)) jest wtasnie ta przemienna pod-C*-algebra, do ktorej Biane obcigl
rozpatrywang przez siebie poélgrupe kontrakcji.

Jawne obliczenie pélgrupy jader markowskich na widmie Gelfanda C*(U(d) x H//U(d))
bylo mozliwe miedzy innymi dzicki temu, ze widmo to jest dobrze znane (zostato wyznaczone
we wspomnianych wyzej pracach Hulanickiego, Ricci i Koranyi). Aby je opisaé, potrzebujemy
wprowadzi¢ kilka pojec z teorii par Gelfanda.

Dla ¢ € C(G) rozwazmy funkcjonal liniowy x4 : Cc(G) — C zdefiniowany wzorem

Xl f) = /G F(g)b(g~")dg. ()

Funkcjq sferyczng dla pary Gelfanda (G, K) nazywamy dowolng K-bi-niezmienniczg funkcje
0 # ¢ € C(G) taka, ze x4 okreslony w (4) jest multiplikatywnym funkcjonatem liniowym



na Cc(G//K). Przestrzenig dualng do L'(G//K) jest L®°(G//K) i kazdy ciagly funkcjonal
na LY(G//K) jest postaci (4) dla pewnej (jedynej) funkeji ¢ € L®(G//K). 7 kolei dowolny
element ¢ € L*°(G//K) definiuje funkcjonal multiplikatywny na L}(G//K) wtedy i tylko
wtedy, gdy ¢ jest (ograniczong) funkcjg sferyczng. Stad widmo Gelfanda o(LY(G//K)) al-
gebry przemiennej L'(G//K) moze by¢ identyfikowane ze zbiorem ¥ ograniczonych funkcji
sferycznych pary Gelfanda (G, K). Slabax topologia na o(LY(G//K)) przy tej identyfikacji
jest rownowazna z naturalng topologia na X, zadang przez zbieznos¢ jednostajng na zwartych
podzbiorach G.

Funkcje sferyczne dla pary Gelfanda (U(d) x H,U(d)) sa dobrze znane i piszg si¢ za po-
mocyg klasycznych ortogonalnych wielomianéw Laguerre’a oraz klasycznych funkcji Bessela
pierwszego rodzaju. Wiadomo tez, ze widmo Gelfanda o(L}(G//K)) jest homeomorficzne nie
tylko ze zbiorem funkcji sferycznych dla (U(d) x H,U(d)), ale takze z pewnym podzbiorem
plaszczyzny rzeczywistej (z topologia z R?) zwanym wachlarzem (ewentualnie wiatrakiem)
Heisenberga (ang. Heisenberg fan, nazwa pochodzi od Strichartza, zob. [56]). Korzystajac
z tych faktéw i znajdujac obciecie pélgrupy kontrakeji catkowicie dodatnich (3) na C*(H) =
Y(z,w) = —iw —(z,z) /2 do C*(U(d) x H//U(d)), Biane otrzymat jawne wzory na, prawdopo-
dobienistwa przejscia dla klasycznego procesu Markowa (nazwanego przez siebie kwantowym
procesem Bessela), ktérego przestrzenia stanéw jest wspomniany wachlarz Heisenberga.

Opis wynikéw zawartych w rozprawie

Wspolnym celem prac zawartych w opisywane] rozprawie habilitacyjnej jest rozszerzanie
konstrukcji Biane’a. Rozszerzanie to realizowane jest dwojako: w [R1] i [R2] ogélnie polega.
ono na rozwazaniu innych (niz stosowana przez Biane’a) par Gelfanda zbudowanych na gru-
pie Heisenberga i w efekcie daje wielowymiarowe odpowiedniki kwantowego procesu Bessela,
(wielowymiarowe kwantowe procesy Bessela). W [R3] rozszerzenie polega na zastosowaniu
zamiast, jak w [4], pary Gelfanda (U(d) x H,U(d)), pewnej hipergrupy (tzw. hipergrupy Lagu-
erre’a) — dzieki temu otrzymuje si¢ bogatsza rodzine proceséw, o ciaglym zakresie ,parametru”.
Dodatkowo, przedmiotem prac wchodzacych do rozprawy habilitacyjnej sa pewne wlasnosci
kwantowych proceséw Bessela.

Niniejszy opis wynikéw rozprawy podzielony zostal na dwie gtowne czesci (A i B). W
pierwszej z nich, pos$wieconej wielowymiarowym kwantowym procesom Bessela, opisano rezul-
taty otrzymane w pracach [R1] (sekcja Al) i [R2] (sekcje A2 i A3). Czesé B zawiera informacje
na temat wynikéw pracy [R3] i hipergrupowego rozszerzenia konstrukcji Biane’a.

A. Wielowymiarowe kwantowe procesy Bessela

Niech W bedzie zespolong przestrzenia wektorowa wymiaru (zespolonego) n. Rozwazmy
stowarzyszong z W grupe Heisenberga wymiaru 2n + 1, t.j.

H=W xR, zdzataniem (z,w)(?',w') = (z+ 2/, w + v’ +Im (2, 2)), (5)

w ktorym z,2' € W, w,w’ € R, a (-,-) jest iloczynem skalarnym na W.
Teoria reprezentacji grupy Heisenberga jest dobrze znana. Model Bargmanna-Focka ko-
rzysta z przestrzeni Segala-Bargmanna Fy (W) (A € R\ {0}) funkcji holomorficznych 4 na W

takich, ze
i, = ()" [ 1w e (~AlIcI?) m(a) < oo

(m to miara euklidesowa na W). Reprezentacja Bargmanna-Focka 7y grupy H na Fy zadana



jest jako

2
MM%wWMO=wH{AGw—ﬂ%——@ﬂv}wK+2) ()

dla dodatnich A; dodatkowo ktadzie sie my(z,w) = m_»(Z,—w) dla A < 0. Waznym konse-
kwencja twierdzenia Stone-von Neumanna jest to, Ze reprezentacje Bargmanna-Focka my z
A # 0, razem z pewnymi jednowymiarowymi reprezentacjami, zasadniczo (tj. z dokladnoscia
do unitarnej réwnowaznosci) wyczerpuja obiekt dualny grupy Heisenberga H.

Korzystajac z reprezentacji unitarnych nieprzywiedlnych H nietrudno zauwazyé¢, ze funkcja
1 : H — C postaci rozwazanej uprzednio przez Biane’a, tj.

w(z,w):—iw—%(z,z>, zeWweR, (7)
jest funkeja typu warunkowo dodatniego na dowolnej realizacji postaci (5) grupy Heisenberga,
(krotki dowod, korzystajacy z reprezentacji Bargmanna-Focka i wlasnosci jadra reprodukujg-
cego przestrzeni Segala-Bargmanna zamieszczony jest w [R2]). Oznacza to, ze jesli potozymy
dla f € LY(H)

Quf (2, w) = explt(z,w)]f(z,w), 2 € W,uw € R, (8)

jak w (3), to mozemy rozumie¢ (Q;); jako potgrupe kontrakcji dodatnich na C*(H).

Wielowymiarowe odpowiedniki kwantowego procesu Bessela skonstruowane zostaly w pra-
cach [R1] i [R2] jako obciecia tak rozumianej polgrupy (Q:): do przemiennych pod-C*-algebr
C*(H) zwigzanych z innymi niz rozwazana przez Biane’a parami Gelfanda postaci (K x H, K),
gdzie K to pewna podgrupa grupy Aut(H) automorfizméw H. Jak zostato wspomniane, jest
rzecza dobrze znang, ze K = U(n) daje pare Gelfanda, ale okazuje sig, ze istnieje wiele wtasci-
wych podgrup grupy unitarnej, ktére prowadza do par Gelfanda i przemiennych pod-C*-algebr
C*-algebry grupowej grupy Heisenberga.

Al. Wielowymiarowe kwantowe procesy Bessela zwigzane z przestrzenia macierzy
zespolonych symetrycznych

Jedna z nich, pochodzaca od Diba [22], jest punktem wyjscia konstrukeji, ktéra zostanie
omoéwiona w tym rozdziale (szczegétowo opisana jest w [R1]).

Rozwazmy taka realizacje (5) grupy Heisenberga H, w ktoérej role W gra przestrzen
Sym(m, C) symetrycznych macierzy Z € C™*™ za$ iloczynem skalarnym 7,7’ € W jest
tr(ZZ') (tr oznacza §lad, a Z sprzezenie hermitowskie Z). Grupa unitarna U(m) dziala na
grupe Heisenberga H przez automorfizmy:

(U, (Z,w)) = (UZUT w), U eU(m)

(T oznacza transpozycje). W [22] Dib wykazal, ze (U(m) x H,U(m)) jest parg Gelfanda
(jest to rownowazne z tym, ze podalgebra funkcji na H, niezmienniczych wzgledem dziatania
U(m), czyli takich, ze f(Z,w) = f(UZUT,w) dla wszystkich (Z,w) € H i U € U(m), jest
przemienna,).

Poniewaz funkcja ¢ = ¥(Z,w) z (7) (z Z bedacym macierza symetryczng zespolong i
w € R) jest U(m)-niezmiennicza, przemienne C*-uzupelnienie C*(U(m) x H//U(m)) algebry
LYU(m)x H//U(m)) w C*(H) jest niezmiennicze ze wzgledu na pélgrupe (Q¢): z (8) —mozliwe
jest wiec szukanie obciecia (Qy); do C*(U(m) x H//U(m)).



Chociaz Biane w [4] wyznaczyl analogiczne obciecie inng metods, zasugerowal (bez do-
wodu) podejscie, ktore w [R1] i [R2] zostalo rozwiniete w nastepujacy sposob. Jesli (G, K)
jest parg Gelfanda, to przez X(G//K) oznaczmy sferyczny obiekt dualny do (G, K), tzn.
zbidr funkeji sferycznych typu dodatniego, a przez F sferyczng transformate Fouriera, czyli
odwzorowanie F : L1(G//K) — Cy(2(G//K)), zadane przez

/ f(9p(g™Hdg, ¢ € %(G//K).

Korzystajgc z wersji twierdzenia Bochnera dla par Gelfanda (tzw. twierdzenie Bochnera~
Godementa) mozna pokazadé, ze istnieje doktadnie jedna polgrupa (¢:): jader markowskich na
Y(G//K), taka, ze

FQN@G = [ FDwb s

%(G//K)

polgrupe (¢:); mozna odtworzy¢ ze wzoru
b lb@o ) = [ xgalbdy )
2(G//K)

zachodzacego dla wszystkich g € G i ¢ € X(G//K).

Na takim wlasnie podejéciu i na wzorze (9) w szczegblnosci oparte zostato w [R1] po-
szukiwanie obciecia (Qy)¢ do C*(U(m) x H//U(m)). Naturalnie, waznym elementem takich
poszukiwan jest znajomosé sferycznego obiektu dualnego pary Gelfanda (U(m) x H,U(m)).
Zbior funkeji sferycznych dla (U(m) x H,U(m)) zostal w czesci wyznaczony przez Diba w
[22].

Aby opisaé¢ funkcje sferyczne, ktére znalazt Dib, wprowadzimy kilka poj¢é¢ zwigzanych z
tzw. wielomianami strefowymi (ang. zonal polynomials).

Niech k bedzie partycjqg, czyli niech x = (k1, ko, ...), gdzie k1 > ko > ... sg nieujemnymi
liczbami calkowitymi i tylko skoriczona liczba z nich nie jest zerami. Jesli dodatkowo >, k; =
k, to mowi sie, ze K jest partycjg liczby k € N. Liczba niezerowych k; to diugos¢ partycyi
k. Zakladamy, ze partycje sa uporzadkowane leksykograficznie. Jezeli k1 A = (Iy,12,...) sa
dwiema partycjami liczby k o dlugosciach niewiekszych od m oraz k > A (w sensie porzadku
leksykograficznego), to moéwi sie, ze jednomian yf ... yFm ma wyzszg wage niz jednomian
vy

Jesli YV jest symetryczna macierzg rzeczywista, to wielomian strefowy od Y odpowiadajgcy
partycji £ € Part(m) liczby k to pewien symetryczny (niezmienniczy wzgledem jakiejkol-
wiek permutacji indekséw) i jednorodny wielomian C,(Y) stopnia & od wartosci wlasnych
(y1,...,ym) macierzy Y. Scislej, C(Y) jest jedyna symetryczna i jednorodna wielomianows
funkcja wtasng operatora Laplace-Beltrams

Ay—ZJz 2+Z >

i=1 j=1,j%#¢

Yi — "JJ 8%

majaca yf ...ykm jako wyraz o najwyzszej wadze. Mimo, ze nie sa znane w zasadzie zadne
ogblne wzory na wielomiany strefowe, powyzszy opis pozwala wyznacza¢ Ck(Y') za pomocsy
rekursji z dokladnoscia do stalej normujace;j.



Nalezy przy tym podkreslié, ze Ck(Y') jest de facto funkcja jedynie od wartosdci wlasnych
Y1,--.,Ym macierzy Y. Mimo to, przyjeto sie pisa¢ wielomiany strefowe jako funkcje argu-
mentu macierzowego (ogolnie, notacja, ktorej uzywamy w kontekscie wielomianéw strefowych
i ich funkeji, pochodzi z [51]).

Wyznaczone przez Diba funkcje sferyczne dla pary Gelfanda (U(m) x H,U(m)) sa wlasnie
pewnymi funkcjami wielomianow strefowych. Te ostatnie mozna rozumieé jako pewne analogi
jednowymiarowych funkcji potegowych (do ktorych zreszty si¢ sprowadzaja w szczegblnym
przypadku). Nic wiec dziwnego, ze funkcje hipergeometryczne pojedynczych i podwdinych ar-
gumentiw macierzowych definiuje sie jako

ai), ---(ap), Cu(X
pFylar, ... apibr,..., b ZZ( : (bp) k(:' )’
k O " ... qF\-, .
i
o ' . (a1),, - - - (ap),, Cu(X)Ci(Y)
pEg™ (a1, apiby, b XS Y) = %; "'(bfl)n RICK(I)

gdzie ), oznacza sumowanie po wszystkich partycjach x = (k1,ke,...) liczby k, I jest ma-
cierzg jednostkowg wymiaru m x m, a uogdlnione symbole Pochhammera piszg si¢ jako

@, =TI (o~ 5"),

i

za, pomocy zwyczajnych symboli Pochhammera
(@), =ala+1)...(a+i-1), (a)g=1.

Wazng role w okresleniu sferycznego obiektu dualnego X(U(m) x H//U(m)), jak réwniez w
badaniu wlasnosci trajektorii wielowymiarowego kwantowego procesu Bessela wprowadzonego
w [R1], graja nastepujace odpowiedniki wspolczynnikéw dwumianowych (;), zdefiniowane

przez rozwiniecie
Ce(I+Y) C’,\(Y
Tadn ZZ( )G 1o
=0 X

w ktorym wewnetrzna suma przebiega po wszystkich partycjach A liczby [. Miedzy innymi,
uogoblnione wspoétczynniki wielomianowe (10) wystepuja w definicji wielomiandw Laguerre’a
argumentu macierzoweqgo

L) = ("3 1>NC 0 Z«Z( e (1D

Wielowymiarows funkcje gamma, oznaczang I'y,, definiuje sie jako

Iyn(a) = /boetr(—~A)|A[’l“(m+1)/2dA

dla Re(a) > (m—1)/2 - calka jest po przestrzeni macierzy dodatnio okreslonych m x m, etr(-)
oznacza exp(tr(-)), a | - | wyznacznik.



Po wprowadzeniu niezbednych pojeé¢ mozemy wreszcie opisac¢ funkcje sferyczne wyznaczone
w [22] przez Diba. Niech x = (ki,...,kn) bedzie partycja o dlugosci niewigkszej niz m, a
s € R\ {0}. Dib wykazal, ze funkcje

1

b5, 3 2, w) = exp [isw — [s|1Z1*/2| Lu((sIV?), (Zw)eH  (12)

((m+1)/2)Ci(I)
sa funkcjami sferycznymi pary Gelfanda (U(m)x H,U(m)) (V wystepujace w argumencie wie-
lomianu Laguerre’a pochodzi z rozktadu dowolnego Z € Sym(m,C) na produkt Z = UVUT,
w ktorym V € Sym(m,R), a U € U(m)).

Z dowodu przeprowadzonego przez Diba wynika, ze funkcje (12) sg funkcjami sferycz-
nymi pochodzacymi od nieskoniczenie wymiarowych reprezentacji unitarnych grupy Heisen-
berga (tzw. funkcjami sferycznymi pierwszego rodzaju). Tymczasem, jak juz wspomniano
wczedniej, w obiekcie dualnym grupy Heisenberga sg takze reprezentacje jednowymiarowe i z
nimi takze zwiazane sa pewne funkcje sferyczne. Mozna je znalezé u Faraut [26], ktory pisze
je w postaci pewnego szeregu nieskoniczonego. Szereg ten mozna wyrazi¢ za pomocs funkcji
hipergeometrycznych argumentu macierzowego: kladac

O(R; Z,w) = oF1 ™ ((m +1)/2; - R; V?) (13)

gdzie
R = diag(ry,...,mm), 1 =19 > ... > 1y > 0 (niekoniecznie catkowite),

otrzymuje si¢ brakujace u Diba funkcje sferyczne (tzw. funkcje sferyczne drugiego rodzaju)
pary Gelfanda (U(m) x H,U(m)). Wiadomo jednoczesnie, ze (12) i (13) tworza caly zbior
funkcji sferycznych (U(m) x H,U(m)) i ze wszystkie sg typu dodatniego ([1]), co oznacza, ze
wyznaczaja sferyczny obiekt dualny (U (m) x H//U(m)).

W pracy [26] Faraut udowodnit, ze zbiér 3(U(m) x H//U(m)) jest homeomorficzny z
podzbiorem R™*+1

{(s,|slk1,...,|8lkm) : s € R\ {0}, 5 = (k1,..., k) € Part(m)}
U{(0,71,...,rm) i1 2o > .21 >0}, (14)

ktéry ma, sens ¢ nazywaé wielowymiarowym wachlarzem Heisenberga.

Sformulujemy teraz gléwny rezultat pracy [R1], ktory daje jawne wzory na prawdopodo-

bieristwa przejscia klasycznego procesu Markowa na wielowymiarowym wachlarzu Heisenberga
(w ponizszym twierdzeniu x i A sg partycjami nieujemnych liczb catkowitych, odpowiednio &
il)):
Twierdzenie 1 Niech (Q;); oznacza poélgrupe, dang wzorem (8), kontrakeji catkowicie do-
datnich na C*-algebrze grupowej grupy Heisenberga realizowanej jako iloczyn kartezjanski
Sym(m, C) ze zbiorem liczb rzeczywistych. Wtedy (Q:): po obcieciu do C*(U(m) x H//
U(m)) daje polgrupe jader markowskich (¢;); na wielowymiarowym wachlarzu Heisenberga
(14), zadang nastepujacymi wzorami:

1. Jedli x = (s, —sk), s <0it>0orazu=s+1t <0, to

X QS RIER 0D

l=k A

‘Przez analogie do wachlarza Heisenberga bedacego podzbiorem plaszczyzny i zwigzanego z para Gelfanda
(U(d) x H,U(d)), w ktorej grupa H realizowana jest jako C¢ x R.
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(tutaj i dalej, § oznacza miare Diraca).

. Jesli x = (s,—sk), s <0,as+t=0,to

7rm2/‘2t—m(m+1)/2
W) = o 4 D) /D) (m + /DT (/)
X H (ri — ;) etr (—=R/t) Cx (R/t)1a(R) (6o ® Leb®™) (dy),

1<i<j<m
gdzie Leb oznacza miare Lebesgue’a na R, y = (rg,71,...,7m), R = diag(ry,...,rm),
za$
A = {diag(f1,...,7m) : 7 ER, 71 > F > P > 0}

CJedlix=(s,—sk),s<0,at>0iu=s+1t>0,to

X

u) k+m(m+1)/2

g (x,dy) = ;Z/\: (m+1) /2 ACA(I) (1 - %)l (;
min(k,l) ( )’I’L‘

% Z Z m+1 CV(I)(S(u,u/\)(dy)'

. Jedli x = (0, R), to

(x,dy) = Zetr R/t')CA(R/t) Sy ().
0 A )

=

CJesli x = (s,8k),s>0,t>0,au=s5+t>0, to

=S5 (5) ) (- 2) s

Dow6d Twierdzenia 1 opiera sie na wzorze (9) i wymaga miedzy innymi wykazania szeregu

faktéw dotyczacych funkeji specjalnych argumentu macierzowego.

Oznaczmy (X¢)s, z Xy = (¢, Xt(l), . .,Xt(m)), dowolny wielowymiarowy proces Markowa

o prawdopodobienistwach przej$cia opisanych przez Twierdzenie 1 i z dowolnym ustalonym
punktem startu. Opiszemy teraz stownie typowa trajektorie procesu (X;);. Latwo widzied,
ze jego pierwsza wspolirzedna porusza sie ruchem jednostajnym w prawo. Mniej oczywi-
sta konstatacja, w [R1] udowodniong przez odwolanie si¢ do teorii harnesséw kwadratowych,
jest stwierdzenie, ze trajektorie procesu (X;); odwiedzaja partycje kolejnych liczb natural-
nych. Do bardziej szczegotowego opisu dynamiki (X;); niezbedna jest znajomosé wiasnosci
wspotczynnikéw dwumianowych danych przez (10). Jesli proces startuje z pewnego punktu

,...,0) z ujemnym a, to poczatkowo porusza sie wzdluz prostej {(¢,0,...,0 : ¢t € R},

a nastepnie, po pewnym losowym czasie, wybiera jedyna partycje liczby 1, tj. (1,0,...,0),
i zaczyna poruszaé sie wzdluz linii {(¢,—¢,0,...,0) : ¢ € R}. Robi tak, dopdki nie sko-
czy albo na prosta {(t,—t,—%,0,...,0) : t € R} (co oznacza wyboér partycji (1,1,0,...,0)
liczby 2), albo na {(¢,—2t,0,.. 0) t € R} (to z kolei oznacza wybér partycji (2,0,...,0)
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liczby 2). W pierwszym przypadku, po nastepnym skoku (X;); wyladuje na prostej sto-
warzyszonej albo z (2,1,0,...), albo na (1,1,1,0,...,0); w drugim przypadku, skaczac z
{(t,~2t,0,...,0) : t € R} proces wyladuje na prostej stowarzyszonej albo z (3,0,...,0), albo
z (2,1,0,...,0).

Po wykonaniu nieskoniczenie wielu skokow, proces wstepuje do losowego punktu ze zbioru
{(0,71,...,7m) : 71 > 19 > ... > rmy > 0} i natychmiast go opuszcza, skaczac na losowo
wybrang lini¢ {(¢, k1t, kat, ..., kmt) : t € R}. Porusza sie nastepnie wzdtuz tej linii, a potem
wykonuje kolejny skok na losowg prosta {(t, kit, ..., ki—1t, (ki — 1)t kip1t, ..., kmt) : t € R}.
Po skoriczonej liczbie skokéw ,w dot”, proces dociera na prosta {(¢,0,...,0) : t € R}, na ktorej
pozostaje na zawsze (poruszajac si¢ wzdluz niej jednostajnie w prawo).

Jak wspomniano wyzej, teoria harnessow kwadratowych okazala sie uzyteczna w badaniu
wlasnosci wielowymiarowego kwantowego procesu Bessela skonstruowanego w [R1]. Zdefiniu-
jemy teraz harnessy kwadratowe i sformutujemy inny wynik z [R1], méwiacy, ze nieznacznie
przeskalowana suma wspélrzednych procesu (X;); jest w istocie kwadratowym harnessem ($ci-
dlej, szczegdlnym jego przypadkiem, tzw. procesem bi-1-Poissona).

Harnessy (niekoniecznie kwadratowe) to procesy stochastyczne wprowadzone przez Ham-
mersleya [32] w kontekscie modelowania dlugozakresowych réznic w orientacjach w strukturze
krystalicznej metali. Harnessy mozna definiowaé¢ jako catkowalne procesy (X;);>o takie, ze

E [Xt| ]:s,u] = at,s,qu + bt,s,uXu; VO<s<t<u, (15)

gdzie Fs = o {X, : 7 € [0,s] U [u,00)} jest naturalng filtracjq przeszto-prazyszta (Xy)i, a agsu
i btsy 53 pewnymi deterministycznymi funkcjami zalezacymi jedynie od momentéw czasu
s, t,u. Jedli zalozyé, ze

EX, =0, EX,X; = min(s,t), V s,¢ > 0,

to tatwo widag, ze ay s = (t—5)/(u—8), a by su = (u—1t)/(u—s). Harnessy tworzg rozsadnie
obszerng klase procesow (patrz [42]); w szczegolnosci wszystkie calkowalne procesy Lévy’ego
sa harnessami wzgledem swoich naturalnych filtracji przeszto-przysztych.

Realizujac pomyst modelowania relacji drugiego rzedu w sposéb analogiczny do (15), w
[A7] (w spisie literatury pozycja [15]) zdefiniowano kwadratowe harnessy jako catkowalne z
kwadratem harnessy, ktorych drugie momenty warunkowe [ [X EI fs,u] sg pewnymi funkcjami
kwadratowymi zmiennych losowych X i X, tzn.

E [thl ]:s,u] = At,s,uX_gz + Bt,s,quXu + Ct,s,uX?L + Dt,s,qu + Et,s,uXu + E,s,m (16)

gdzie Aygu,.- -, Fisu to pewne funkcje (deterministyczne) momentéw czasowych s,t,u. To
co wydaje sie zaskakujace (a udowodnione zostalo w [A7]), to fakt, ze pomimo pozornie
duzej swobody w wyborze deterministycznych wspolczynnikéow (16), przy pewnych tagodnych
zalozeniach technicznych istnieje pie¢ parametréow 0,6 € R, o, 7 > 0 oraz v < 1424/07 takich,
ze (16) mozna wyrazié réwnowaznie w postaci formuty na wariancj¢ warunkows

Var X617 = o (1
(uXs — 8Xy)? (Xu — X,)? (X — Xs)(uXs — sXy)
wosr T wosp LY (u— 5)? >

Dlatego ma sens moéwi¢ o harnessach kwadratowych zaleznych od parametrow n,0,0,7 1 7.
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W rodzinie harnesséw kwadratowych znajdujg sie tak fundamentalnie wazne procesy teorii
prawdopodobieristwa jak procesy Wienera, Poissona, gamma, czy ujemnie dwumianowy. Mniej
powszechnie znanymi cztonkami tej rodziny sa klasyczne wersje pewnych wolnych proceséw
Lévy’ego [18, Theorem 4.3|, klasyczne wersje g-ruchu Browna [18, Theorem 4.1], czy procesy
Markowa skonstruowane z miar ortogonalizujacych wielomiany Askey-Wilsona [20].

Zamieszczony w [R1] dowdd ponizszego Twierdzenia 2 korzysta z pewnej reprezentacji
procesu bi-1-Poissona, wykazanej w [A8] (w spisie literatury pozycja [16]) oraz, podobnie jak
dowod Twierdzenia 1, z pewnych rachunkéw na funkcjach specjalnych argumentu macierzo-

wego.

Twierdzenie 2 Jesli (X;); = ((t,X;l),...,Xt(m)))t jest startujagcym z punktu (a,0,...,0)
(z ustalonym a < 0) procesem Markowa z prawdopodobieristwami przejécia danymi przez
polgrupe (¢¢): z Twierdzenia 1, to proces

am(m+ D\ (I @ am(m+1)
ne (FR) (Sl

i=1

jest kwadratowym harnessem z parametrami ¢ =7 =0, v = 1 oraz

0 2a _ 2
“V mm+1)y = Cam(m+1)

A2. Wielowymiarowe kwantowe procesy Bessela zwiazane z prostymi zespolonymi
algebrami Jordana

Benson, Jenkins i Ratcliff [1] podali pelng liste wszystkich par Gelfanda postaci (K< H, K),
gdzie K to pewna podgrupa grupy automorfizméw grupy Heisenberga H (realizowanej jako
H = C"™ x R). Skorzystali w tym celu z klasyfikacji Kaca [36] podgrup grupy unitarnej U(n)
dzialajacych bez krotnosci na pierécienn wielomianéw nad C". Dla autora niniejszej rozprawy
naturalnym i ciekawym zagadnieniem byto rozszerzenie konstrukcji kwantowego procesu Be-
ssela na podalgebry komutatywne C*(H) pochodzace od innych niz omawiane w poprzednim
rozdziale par Gelfanda. Kluczowym warunkiem dla powodzenia takiego rozszerzenia wydaje
si¢ by¢ istnienie w miare jawnych wzoréw na zwigzane z rozwazanymi parami Gelfanda funkcje
sferyczne. Pewien ogdélny algorytm ich wyznaczania jest znany (zostal podany przez Bensona,
Jenkinsa i Ratcliff w [2]), lecz, niestety, wydaje sie on byé niezwykle trudny do efektywnego
zrealizowania w konkretnych przypadkach (w zasadzie wszystkich, poza klasycznym przypad-
kiem pary Gelfanda, ktora rozpatrywat Biane w [4]).

Tym niemniej, dzieki istnieniu w niektérych przypadkach z listy par Gelfanda podanej w
[1] dodatkowej struktury geometryczno-algebraicznej, okazuje si¢ mozliwe nie tylko podanie
wzoréw na funkcje sferyczne (Dib [23]), ale takze przeprowadzenie calej konstrukeji odpowied-
niego kwantowego procesu Bessela, czemu po$wieciliémy prace [R2].

Ta dodatkowa struktura to struktura algebry Jordana i odpowiadajacego jej stozka sy-
metrycznego. Korzystajac z teorii tych obiektéw matematycznych, Dib [23] odkryl wzory
na funkcje sferyczne dla klasy par Gelfanda, w ktoérych grupa Heisenberga jest realizowana
jako produkt prostej zespolonej algebry Jordana z R. W [R2] uzylismy tych wzoréw oraz
wielu rezultatéw z analizy harmonicznej na stozkach symetrycznych, wytozonych w klasycznej
monografii Faraut i Koranyi [27], w celu podania jednolitej konstrukeji rodziny kwantowych
procesow Bessela, ktéra zawiera w sobie, jako przypadki szczegélne, zaréwno proces Biane'a,
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jak i ten opisany w [R1]. Poniewaz zasadniczo istnieje pie¢ typéw prostych zespolonych algebr
Jordana (kazda z nich jest kompleksyfikacja odpowiedniej rzeczywistej euklidesowej algebry
Jordana), w [R2] skonstruowalismy w istocie pie¢ réznych klas kwantowych proceséw Bessela
(warto jednak podkregli¢, ze uczyniliémy to za pomocy jednej konstrukeji, dziatajacej dla
wszystkich prostych zespolonych algebr Jordana, bez odwolywania sie do ich klasyfikacji).

Konstrukcje t¢ opiszemy w tej czesci omowienia rozprawy. Zaczniemy od skrétowego za-
rysowania podstawowych pojeé i wynikéw z teorii algebr Jordana i stozkéw symetrycznych.
Dla Czytelnika, ktéry styka si¢ z prezentowang, teorig po raz pierwszy, moze by¢ wygodne, by
my$leé o euklidesowe] algebrze Jordana jako o pewnym naturalnym uogélnieniu przestrzeni
symetrycznych macierzy rzeczywistych, w ktérym to przypadku odpowiadajacy jej stozek sy-
metryczny to stozek macierzowy symetrycznych macierzy dodatnio okreélonych.

Niech V bedzie rzeczywistg algebrg Jordana, tj. rzeczywisty przestrzenia wektorows, wypo-
sazong w dwuliniowe dziatanie przemienne (z,y) — Ty speliajace warunek® z2(zy) = z(z?y).
Algebra Jordana jest prosta, jezeli nie ma nietrywialnych idealéw. Rzeczywista algebra Jor-
dana V jest euklidesowa jesli istnieje na niej iloczyn skalarny (,-), ktory speinia (zy,z) =
(y,zz) dla wszystkich z,y,z € V. Kazda euklidesowa algebra Jordana ma multiplikatywny
element jednostkowy (bedziemy go oznaczaé przez e).

Archetypowym przykladem algebry Jordana jest przestrzen Sym(m,R) symetrycznych ma-
cierzy rzeczywistych m x m, z mnozeniem zy = (z oy + y o z)/2 (tutaj symbol o oznacza
zwyczajne mnozenie macierzy) i elementem identycznosciowym e bedgcym macierzg jednost-
kowsg m-wymiarowsa.

Niezerowy element ¢ € V jest idempotentem, jezeli ¢> = c. Idempotent z kolei jest pry-
mitywny, jesli nie mozna go zapisa¢ w postaci sumy dwoch idempotentéw. Idempotenty cp i
co sg ortogonalne, gdy cico = 0. Ramka Jordana to maksymalny zbi6ér prymitywnych idem-
potentéw ortogonalnych. Kazda ramka Jordana w prostej algebrze Jordana V' ma jednakows
liczbe elementow, zwana rzedem V (oznaczenie: r). Twierdzenie spektralne dla algebr Jordana
orzeka, ze dla kazdego x € V istnieja ramka Jordana ci, ..., ¢, i liczby rzeczywiste Ay, ..., Ap,
zwane wartosciams wtasnymi x, takie, ze x = Ajc; + ... + Ac,. Wartodci wlasne wraz ze
swoimi krotnosciami s jednoznacznie wyznaczone przez z. Slad tr z elementu z € V' to suma
wartosci wlasnych z, za§ wyznacznik det z to ich iloczyn. W przypadku V = Sym(m,R) tak
zdefiniowane pojecia $ladu i wyznacznika pokrywaja sie ze zwyczajnymi (macierzowymi).

Bedziemy odtad zaktadac¢, ze V jest prosta euklidesows algebra Jordana wymiaru n i rzedu
r, z iloczynem skalarnym (z,y) = tr(zy), z,y € V.

Jegli ¢ jest idempotentem prymitywnym, to jedynymi wartoéciami wlasnymi operatora
mnozenia L(c) przez ¢, L(c)x = cz, sa 1, 1/21 0. Co wigcej, V jest sumg prosta odpowied-
nich przestrzeni wtasnych V(c, 1), V{c,1/2) i V(c,0) (to tzw. rozktad Peirce’a V). Jezeli
{c1,...,¢} jest ramka Jordana, to operatory L(c;) komutujg, a wiec mozna je wspolnie zdia-
gonalizowaé i ma sens rozwazaé nastepujace podprzestrzenie V:

Vii :V(Ci,l) :RCZ’, VLJ = V(Ci,l/Q)ﬂV(Cj,l/z).
Przestrzen V rozklada sie w postaci ortogonalnej sumy prostej Vi; dla ¢ < j. Wymiary
podprzestrzeni Vi; dla ¢ < j sa jednakowe; ich wspélna warto$¢ nazywa si¢ statq Peirce’a
(bedziemy oznaczaé ja przez d). Wiadomo, ze istnieje nastepujacy zwigzek pomiedzy stalymi
strukturalnymi V', a wiec wymiarem n, rzedem r i stalg Peirce’a d:

n:r+gr(r—1).

5 Algebry Jordana w ogdlnosci nie s aczne i warunek ten stuzy jako pewien substytut tacznosci.
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Podprzestrzenie V*) = V(e; + ...+ ¢, 1) (1 < k <) sa podalgebrami V i

v c..cv =V
Niech P, oznacza rzut ortogonalny na V&), det™ — wyznacznik w algebrze V¥ a
Ap(z) = det™®) (Poz) .
Wowczas dla s = (s1, ..., s,) € C" mozemy zdefiniowaé uwogdlniong funkcje potegowq
Aglz) = A(x)1 72 Ag(2)%27% L. A (2)%r.

Przez Q oznaczaé¢ bedziemy wnetrze zbioru kwadratéw z? z x € V, a przez G(Q2) grupe
automorfizmow . Wiadomo, ze §2 jest otwartym stozkiem wypuklym w V; dodatkowo, stozek
Q jest samodualny, tj.

Q={yeV:(zy) >0VzreQ\{0}},

oraz G(§) dziala tranzytywnie na Q (innymi stowy 2 jest jednorodny). Te wlasnosci czynia
Q stozkiem symetrycznym. W przypadku V = Sym(m,R), Q jest zbiorem II,,(R) macierzy
m X m symetrycznych i dodatnio okreslonych.

Jezeli §2 jest pewnym stozkiem symetrycznym, to mozna skonstruowacé euklidesows algebre
Jordana takg, ze wnetrze jej zbioru kwadratéw pokrywa sie z ). Zasadniczo istnieje wzajem-
nie jednoznaczna odpowiednio$é pomiedzy prostymi algebrami Jordana a nieprzywiedlnymi
stozkami symetrycznymi (stozek nieprzywiediny to taki, ktory nie jest sumg prostg dwéch lub
wiekszej liczby stozkow symetrycznych).

Proste euklidesowe algebry Jordana zostaly sklasyfikowane przez Jordana, von Neumanna
i Wignera. Klasyfikacje algebr mozna w swietle powyzszych uwag sformutowaé rownowaznie w
terminach odpowiadajacych im stozkéw symetrycznych. Z dokladnoscig do izomorfizmu stozki
te tworzg pie¢ rodzin. Sa cztery rodziny klasyczne; trzy z nich to stozki macierzowe II,,(R),
I1,,(C) i I1,,,(H) macierzy m x m, dodatnio okreslonych, ktére sa, odpowiednio, rzeczywiste
symetryczne, zespolone hermitowskie lub kwaternionowe hermitowskie. Czwartg klasyczng
rodzing stanowi rodzina stozkéw Lorentza Ay = {x € R : 2? — 2% — ... —2? > 0,21 > 0}
O pozostatym stozku II3(Q) moéwi sie, ze jest wyjgthowy — to 27-wymiarowy stozek macierzy
3 x 3 nad algebra O Cayleya, ktérej elementami sg oktoniony.

Wraz 7 rzeczywistymi algebrami Jordana V/, konieczne byto w [R2] rozwazanie prostych
zespolonych algebr Jordana W, bedacych w istocie kompleksyfikacjami W = V + iV algebr
rzeczywistych V. Istnieje zatem pie¢ rodzin prostych zespolonych algebr Jordana i wszyst-
kie one sa wypisane w tabeli 1 wraz ze swoimi formami rzeczywistymi V, stowarzyszonymi
stozkami symetrycznymi €2 i statymi strukturalnymi.

% Q vt n=dimc(V®Y) d r
Sym(m,R) II,(R) Sym(m, C) m(m+1)/2 1 m
Herm(m,C) I1,,(C) M (m,C) m? 2 m
Herm(m,H) II,,(H)  Skew(2m,C) m(2m — 1) 4 m
Herm(3,0) II3(0) Herm(3,0)®C 27 8 3

R! A C! l [—2 2

Tablica 1: Proste euklidesowe algebry Jordana i ich kompleksyfikacje
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W tabeli 1, M(m,C) i Skew(m,C) oznaczaja przestrzenie, odpowiednio, zespolonych i
zespolonych skosno-symetrycznych macierzy m x m; wyjatkowa prosta zespolona algebra Jor-
dana Herm(3,0) ® C jest kompleksyfikacja tzw. algebry Alberta Herm(3,0).

Niech od teraz W oznacza dowolng prosts zespolong algebre Jordana rzedu r, wymiaru
(zespolonego) m i ze staly Peirce’a d, bedaca kompleksyfikacja rzeczywistej algebry Jordana
V,a H = W x R niech bedzie grupa Heisenberga zdefiniowana tak, jak na poczatku czesci
A. Niech K bedzie domknieta podgrupa grupy unitarnej U(W). Ogélny, tzn. dotyczacy
dowolnych zespolonych przestrzeni euklidesowych W, wynik Carcano [21] orzeka, iz (K x H, K)
jest para Gelfanda wtedy i tylko wtedy, gdy dzialanie K na przestrzen P(W) wielomianow
holomorficznych na W nie ma krotnosci, czyli gdy rozklad P(W) na podprzestrzenie K-
niezmiennicze jest rozktadem bez krotnosci. Z teorii algebr Jordana wywnioskowaé¢ mozna
postacie podgrup K prowadzace do par Gelfanda w przypadku prostych zespolonych algebr
Jordana W — zostaly one zebrane w Tabeli 2

w K
Sym(m,C) U(m)
M(m,C) U(m) x U(m)
Skew(2m, C) U(2m)
Herm(3, Q)¢ EgxT
o SO(l) x T

Tablica 2: Proste zespolone algebry Jordana W i grupy K dajace pary Gelfanda (K x H, K)

(wystepujaca w Tabeli 2 grupa Ey to grupa Liego jednej z pieciu wyjatkowych algebr Liego
z klasyfikacji Cartana—XKillinga prostych zespolonych algebr Liego). Odtad K dla ustalonej
algebry W bedzie oznaczalo taka podgrupe U(W), dla ktorej (K x H, K) jest parg Gelfanda
(z H=W xR).

Z teorii algebr Jordana wydedukowaé¢ mozna takze postaé zbioru indeksujgcego impliko-
wany przez wspomniany rezultat Carcano bezkrotnosciowy rozklad P (W) ma podprzestrzenie
K -niezmiennicze. Okazuje sie, ze jest to zbior wszystkich partycji m = (my,...,m,),zm; € N
im1 > ...>m, >0, dlugosci nieprzekraczajacej rzad r algebry W. W sformutowaniu twier-
dzen udowodnionych w [R2] pewng role odgrywaé¢ beda takze wymiary dy, podprzestrzeni
K-niezmienniczych.

Bardzo wazna role, zaréwno ogoblnie w teorii algebr Jordana i stozkéw symetrycznych, jak i
w wiekszosci rozumowan, ktére przeprowadzilismy w [R2], odgrywaja indeksowane partycjami
tzw. wielomiany sferyczne, zdefiniowane jako catki

B (z) = / A (kz)dE,

(catkowanie jest po przecieciu grupy ortogonalnej euklidesowej formy rzeczywistej V alge-
bry W ze spojng skltadowa jednosci w grupie automorfizméw stozka €2 stowarzyszonego z V,
wzgledem znormalizowanej miary Haara). Wielomian sferyczny ®p, z m = (myq,...,m,) jest
jednorodnym wielomianem stopnia |m|, gdzie

lm| =mq+...+m,.

O waznosci wielomianéw sferycznych moga $wiadczyé rowniez ich Sciste zwigzki z innymi ro-
dzinami wielomianéw, ktére pojawiaja sie¢ w roznych dziatach matematyki. I tak, wielomiany
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sferyczne zwigzane z V = Herm(m, C) sa, z doktadnoscia do statych normujacych, tzw. funk-
cjami Schura (np. [41]); nieznaczne przeskalowanie wielomianéw zwigzanych z V = Sym(m, R)
daje wielomiany strefowe, opisane dosé¢ szczegblowo we wcezedniejszej czedcl niniejszego omo-
wienia i grajace bardzo wazng role w wielowymiarowej statystyce matematycznej (patrz np.
[61]). W przypadku stozka Lorentza wielomiany sferyczne wyrazajg sie w terminach klasycz-
nych ortogonalnych wielomiandw ultrasferycznych. Ogdlnie, to jest w przypadku dowolnej eu-
klidesowej algebry Jordana, zwigzane z nig wielomiany @, (2) traktowane jako (symetryczne)
funkcje wartoéci wlasnych z, to pewne szczegblne przypadki tzw. wielomiandw Jacka ([41]),
wystepujacych m.in. w kombinatoryce i teorii macierzy losowych.
Za pomoca rozwiniecia

Prlet+a)= Y. <’i‘> By ()

k| <|m|

(w ktérym ZIkISImI oznacza sumowanie po wszystkich partycjach k takich, ze |k| < |ml])
definiuje sie uogdlnione wspétczynniki dwumianowe, rozszerzajace analogiczng definicje wpro-
wadzong w czesci Al. Definiuje sie takze uogdlnione wielomiany Laguerre’a zwigzane z danym
stozkiem symetrycznym (badz, rownowaznie, z dang algebra Jordana):

Ln@) =0 3 () -

[k|<|m|

dla v > (r —1)d/2 i z € V — wystepujacy powyzej uogdlniony symbol Pochhammera dla
dowolnego s € C" i m € N" moze by¢ wyliczany za pomoca klasycznych symboli Pochhammera,

zgodnie ze wzorem
r - d
®)m=]] (51 — (i — 1)§> . (17)
my

i=1

Odkryte przez Diba [23] funkcje sferyczne pierwszego rodzaju dla par Gelfanda zwigzanych

z realizacjami grupy Heisenberga H = W xR, w ktorych przestrzeniami W sa proste zespolone
algebry Jordana, dane sg wzorem

1 . 4[| 2|2 .
(p(,LL, m; Z,'(U) = (n/r)m exp (’LM'LU - l/ ”|2 ” ) %/7('/1[I'U2)7

w ktorym p € R\{0}, m jest partycja (dlugosci niewiekszej od rzedu r algebry W), (z,w) € H,
a v jest pewnym elementem formy rzeczywistej V' algebry W, pochodzacym z tzw. rozkladu
polarnego, ktéry uogoélnia diagonalizacje elementu Sym(m,R) przez macierz ortogonalng.
W pracy Faraut i Wakayama [29] mozna znalezé z kolei nastepujaca formule na odpowia-
dajace parom Gelfanda (K x H, K) (z H = W x R) funkcje sferyczne drugiego rodzaju:
dx

plrimw) =3 S D ()
k>0 \\

symbol Zkzo oznacza sumowanie po wszystkich partycjach k o dlugosciach nie przekracza-
jacych rzedu 7, (2,w) € H (nalezy jednakze zwrdcié uwage, ze ¢(7;z,w) nie zalezy od w),
a .
T:ZTic’ia n>...>71n>0, 7R (18)
i=1
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W [R2], korzystajac z pewnych faktow dotyczacych wprowadzonych w [28] wielomianow
Meixnera-Pollaczka wielu zmiennych oraz wyniku Ferrari Rufino [30] taczacego funkcje sfe-
ryczne par Gelfanda z wartosciami wlasnymi pewnych operatoréw rézniczkowych, wykazali-
$my, %e widmo Gelfanda C*(K x H//K) jest izomorficzne z podzbiorem R™*!

S(r) = {(, p, o) - # 0, (ma, ..., my) - partycja diugosei < r}
u{(0,m,...,7m):m1>...>7 >0, 1, € R},

ktory mozna nazywaé wachlarzem Heisenberga pary Gelfanda (K x H, K).

Zasadniczym wynikiem [R2] jest jednolita konstrukcja rodziny wielowymiarowych rozsze-
rzeni odkrytego przez Biane’a kwantowego procesu Bessela: dla kazdej prostej algebry Jordana
W skonstruowaliémy klasyczny proces Markowa, ktérego przestrzenia standéw jest wachlarz
Heisenberga ¥/(r) pary Gelfanda (K x H,K). W ponizszym twierdzeniu ¢y, ..., ¢, jest usta-
long ramka Jordana w V.

Twierdzenie 2 Obciecie polgrupy (Qy): danej wzorem (8) do podalgebry C*(K x H//K)
daje nastepujaca pélgrupe (g;); jader markowskich na wachlarzu Heisenberga ¥'(r) ¢ R+

1. Jeslix=(k,—kk)zk<0,at>0ipu=rk+t<0,to
m) d A Iml=1kl g [k[+n
q(x,dy) = Z (k) ‘d“f‘ (1 - E> (E) O, pm) (dY)
Im|>[k|

(powyzsze sumowanie odbywa si¢ po wszystkich partycjach m takich, ze |m| > |k]).

2. Jezeli x = (k,—kk) z k <0,at=—k, to

"l (D(1 4 d/2))"
qi Xad = T . -

W) = T T+ G~ D2+ 7d77)

X H (Cl,j - ai)d Ir, . (a) (50 & Leb®r) (dy)
1<i<g<r ’

exp (—tr(a/t)) Pi(a/t)

gdzie y = (ao,a1,...,ar) € ¥'(r), a = 37;_, ajc;, natomiast

Ryy =14 bicj:b €Rby>...>b >0
j=1

3. Dlax=(k,—kk)zk <0ip=r+t>0zachodzi

n N Im k\ /m
Qt(X, dy) = Z dm (—ll;‘) e+ (1 - %)I | Z %5(;@#!1’1)((1}’))
m>0 n

gdzie ostatnie sumowanie jest po partycjach n kolejnych liczb calkowitych od 0 do
min([k|, [m]).

4. Jezeli x = (0,71,...,7), to

dm —tr(r/t
(6, dy) = 3 i Pun(r/1)e” 08y (AY)
m>0 v/ /m

z T jak w (18).
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5. Jedli x = (k, kk) jest takie,ze k > 0,2t >0ipu=r+t>0,to

et = 52 (1) (2)7 (1) s

[m|<|k|

Szczegolnym przypadkiem Twierdzenia 2 jest Twierdzenie 1 (tam W = Sym(m,C); za-
uwazmy, ze Twierdzenie 1 jest sformulowane w terminach wielomianéw strefowych, ktére sg
przeskalowanymi wielomianami sferycznymi).

A3. Wielowymiarowy kwantowy proces Bessela zwiazany z dziataniem U(m)x U (p)
na przestrzen prostokatnych macierzy zespolonych m x p

Maszyneria wprowadzona w czesci A2 pozwolita dodatkowo na efektywne wyznaczenie
polgrupy kwantowego procesu Bessela w pewnym przypadku, w ktorym przestrzen W wyste-
pujaca w grupie Heisenberga H = W x R nie ma struktury algebry Jordana.

W [R2] rozwazaliémy mianowicie przestrzen W = M (m, p;C) zespolonych macierzy pro-
stokatnych m x p (m < p) oraz grupe Heisenberga H realizowana jako H = M (m,p;C) x R
z dzialaniem grupowym jak w (5) (przy zalozeniu, ze z,2’ € M(m,p;C)) i iloczynem ska-
larnym (z, 2’} = tr(z2") (2* to sprzezenie hermitowskie z). Mozna wykaza¢, korzystajac ze
wspomnianego wczesniej wyniku Carcano, ze grupa K, ktéra w tym przypadku daje pare
Gelfanda® (K x H, K), jest U(m) x U(p), dzialajaca na W przeksztalceniami

W 3z uzv*, uwelU(m),veU(p).

Mimo, ze M (m,p;C) z mnozeniem (z,2’) — zz"™ nie jest algebra Jordana (jest za to ar-
chetypowym przyktadem tzw. wukiadu trdjkowego Jordana, ang. Jordan triple system, patrz
[50]), wiele obiektéw matematycznych potrzebnych do konstrukcji obcigcia potgrupy (Q:) z
C*(H) do C*(K x H//K) daje sie wyrazi¢ w terminach wielomianéw sferycznych zwiaza-
nych z algebrg Jordana V' = Herm(m,C). W [R2] udowodnilismy twierdzenie, bedace od-
powiednikiem uprzednio omawianego Twierdzenia 2, w ktorym podaliSmy wzory opisujace
potgrupe jader markowskich na wachlarzu Heisenberga ¥/(m) pary Gelfanda (K x H,K) z
H = M(m,p;C) x R.

B. Kwantowe procesy Bessela zwigzane z hipergrupami Laguerre’a

Jak juz wspomniano, konstrukcja kwantowego procesu Bessela przeprowadzona przez Biane’a
w [4] polega na znalezieniu odpowiednio rozumianej czesci radialnej pewnego niekomutatyw-
nego ruchu Browna i opiera sie na parze Gelfanda zwiazanej z grupg Heisenberga, ktéra reali-
zowana jest jako iloczyn kartezjanski C* x R. Nie jest wiec raczej zaskakujacym, ze parametr
d, o wartosciach naturalnych, wystepuje we wzorach opisujacych pélgrupe jader markowskich
skonstruowanego w ten sposéb procesu. Doéé tatwo jednak sprawdzi¢, ze wzory te same w
sobie poprawnie definiuja proces Markowa takze w przypadku, gdy d pochodzi z pewnego
nadzbioru N, a mianowicie, gdy d € (0, 00).

Sytuacja jest wiec podobna, jak zauwazono w [R3], do tej z klasycznym procesem Be-
ssela. Klasyczny proces Bessela (wymiaru, powiedzmy, §) jest procesem dyfuzji o wartosciach
rzeczywistych, z generatorem infinitezymalnym

1d*> 4§-14d
2422 ' 2 da
5Jest to kolejna para Gelfanda ze wspomnianej na poczatku czesci A2 listy pochodzacej z pracy [1] Bensona,
Jenkinsa i Ratcliff.
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Wiadomo, ze proces Bessela jest dobrze okreslony dla kazdej rzeczywistej wartosci §. Wiadomo
takze, ze proces Bessela catkowitego wymiaru § > 2 stanowi cze$é radialng J-wymiarowego
ruchu Browna, tzn. mozna go réwnowaznie zdefiniowaé poprzez wziecie odlegtosci euklideso-
wej d-wymiarowego ruchu Browna od poczatku uktadu wspoétrzednych. Podobienstwo miedzy
kwantowym a klasycznym procesem Bessela polega zatem na tym, ze w obydwu przypadkach
rozwazanie czesci radialnej stosownego ruchu Browna prowadzi do proceséw Bessela (kla-
sycznych i kwantowych), opisywanych przez pewne parametry calkowitoliczbowe, ktére nie
wyczerpuja pelnego dopuszczalnego (,ciaglego”) zakresu parametrow.

W tej czesci omodwienia rozprawy opisane zostanie pewne rozszerzenie (przeprowadzone
szczegolowo w [R3]) konstrukcji Biane’a z |4, w ktorym wspomniany wyzej naturalny para-
metr d pochodzacy od wymiaru grupy Heisenberga przyjmowaé bedzie dowolne (niekoniecznie
naturalne) wartosci wieksze badz rowne 1.

Kluczows idea stojaca za prezentowanym rozszerzeniem jest uzycie pewnej hipergrupy;
wlagénie od zwieztego wprowadzenia podstawowych pojeé z teorii hipergrup rozpoczniemy opis
wynikoéw z pracy [R3].

Hipergrupa (X, *) to lokalnie zwarta przestrzern Hausdorffa X razem z dwuliniowym i
lacznym dzialaniem * (zwanym splotem) na przestrzeni M,(X) ograniczonych regularnych
miar borelowskich na X, spelniajace nastepujace warunki:

1. odwzorowanie (u,v) +— p* v jest stabo* ciagle;

2. dla dowolnych z,y € X, splot rozkladéw jednopunktowych ¢, * &, jest pewng miarg
probabilistyczng na X, o noséniku zwartym;

3. odwzorowanie (z,y) — supp(dy * d,) z X x X w przestrzen niepustych zwartych pod-
zbioréw X jest funkcja ciggly wzgledem tzw. topologii Michaela (definicje tej topologii
mozna znalezé¢ w [8]);

4. istnieje element neutralny e € X, spelniajacy 0. *6; = 0y *0, = , dla wszystkich z € X;

5. istnieje ciagly automorfizm inwolucyjny x — Z na X taki, ze d;z * 05 = (Jy * 62)7 (jesli

p € My(X), to = definiuje sie przez warunek p~(A4) = p(A) dla dowolnych zbioréw
borelowskich A C X) oraz x = § wtedy i tylko wtedy, gdy e € supp(dz * 6y).

Przykladem hipergrupy jest kazda grupa lokalnie zwarta; splot zdefiniowany jest wowczas
poprzez Oy * 0, = dgy, zas inwolucja poprzez T = z~! (grupowy element odwrotny do x).

Struktura hipergrupowa umozliwia zdefiniowanie i uzywanie analogéw fundamentalnych
obiektéw znanych z analizy harmonicznej uprawianej na grupach lokalnie zwartych. Definiuje
sie na przyklad miary Haara, hipergrupowe transformaty Fouriera czy dodatnig okreslonosé
funkcji. W szczegblnosci, w analogii do lokalnie zwartych grup abelowych, w przypadku ko-
mutatywnych (tj. takich, ze * jest dzialaniem przemiennym) hipergrup rozwaza si¢ przestrzen
dualng X" do (X, ) okreslong jako

X" = {x e C(X) i x £0, x(@+7) = x@)xW) Yo,y € X }

i bedaca lokalnie zwarta, przestrzenia Hausdorffa wzgledem topologii zbieznosci jednostajnej
na zbiorach zwartych.

Warto jednak zauwazyé, ze istnieje wiele zaskakujacych réznic miedzy hipergrupami a
grupowymi algebrami miar, ktére czynia analize na hipergrupach znacznie mniej naturalng
od analizy na grupach lokalnie zwartych.
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Hipergrupa, ktorej uzyto w pracy [R3] do rozszerzenia konstrukcji Biane’a, jest hipergrupa
Laguerre’a, zdefiniowana nastepujaco. Niech K = R, xR. Na M®(K) wprowadza sig splot #q,
zalezny od parametru, « > 0 przez zadanie, aby caltka z dowolnej funkcji f € Cp(K) wzgledem
O(z,s) *a O(y,) dla dowolnych (z, ), (y,t) € K i o > 0 wynosita

27
/ / Va2 + 92 + 2zyrcosf, s+t + zyrsin 0) r(1 —r3)* tdrdd, (19)

za$ dla o =

1 27
2
Okazuje sie, ze K, = (K,*4) z a > 0 jest hipergrupa komutatywna, zwang hipergrupg La-

guerre’a rzedu «. Inwolucja w K, dana jest przez (z,s) — (x,—s), a elementem neutralnym
jest (0,0). Mozna pokazac, ze przestrzen dualna K2 hipergrupy Laguerre’a jest izomorficzna,

ze zbiorem

f (\/:132 + y? +2xycos€,s+t+xysin9) dé.

K= {(0,p) eR*: >0} U U {(r,k|7]) : T € R\ {0}},
kEZ 4
ktéry jest pewng formsg wachlarza Heisenberga.
Ustalmy teraz dowolne (niekoniecznie naturalne) d > 1. Gléwnym wynikiem pracy [R3]
jest jawna konstrukcja potgrupy jader markowskich na przestrzeni dualnej K ; do hipergrupy

Laguerre’a rzedu d—1, identyfikowanej z podzbiorem plaszczyzny rzeczywistej K. Konstrukcja
wykorzystuje narzedzia analizy harmonicznej na hipergrupach komutatywnych oraz rozmaite
wzory dotyczace wielomiandéw Laguerre’a i funkcji Bessela. Otrzymana poélgrupa zadana jest

nastepujacymi wzorami:

1. Jesli x = (s,kls]), s<0,au=s+t <0, to

& T+ dtk o uy ik
%(x,dy) T Fd+l~c)(l—k)'( ) (1-3) @)

2. Jesli x = (s,k|s]) zs<0,at=—s, to

a1 = e (2) ()" ot o)

dla y = (yo,41) € K.

3. Jezeli x = (s,kls|), s<0,au=s+t>0, to

e, dy) = 3 TEEED (VI oy ),

' 3
P I'(d+ k)I! t
4. Jesli x = (0,y1) zy1 >0, to
© 4 1
(x,dy) = Z T (—) exp (“7) 5(t,lt)(d}’)-
=0
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5. Jezeli x = (s,k|s]) zs>0,au=s5+1, to

ot =3 (1) (2 (- 9) i

=0

W przypadku d € N potgrupa (q;); zasadniczo pokrywa, si¢ z p6igrupa kwantowego pro-
cesu Bessela odkryts przez Biane’a w [4] (Scislej, pomiedzy polgrupami wystepuje drobne
przesunigcie w parametrze wynikajace z faktu, ze Biane uzywal innej niz K, ale oczywiscie
homeomorficznej z K, wersji wachlarza Heisenberga). Wydaje sie przy tym, ze oryginalny
dowdd Biane’a, korzystajacy z metod probabilistyki niekomutatywnej, nie przenosi sie bezpo-
srednio na przypadki d ¢ N.

Stosunkowo latwo jest sprawdzi¢, ze powyzej podane wzory na (¢ ), definiuja poprawnie
polgrupe jader markowskich dla wszystkich dodatnich d (a nie tylko dla d € [1, ), jak wynika
z hipergrupowej konstrukeji przeprowadzonej w [R3]). Konstrukcje procesu odpowiadajacego
poéltgrupie (g:); z d € (0,00) mozna przeprowadzié, nasladujac wyniki z pracy Bryca i We-
sotowskiego [19], za pomoca pewnych proceséw urodzin i §mierci. Wiadomo, ze konstrukeji
przeprowadzonej w [R3] nie da sie bezposrednio rozszerzyc na d € (0, oo) ze wzgledu na nieusu-
walne ograniczenie w zakresie parametru « definiujacego hipergrupe Laguerre’a K, (mozna
sprawdzi¢, ze waga wystepujaca w (19) jest catkowalna jedynie dla « > 0, co wynika z ograni-
czenia w slynnym wzorze Watsona, ktéry daje pewng calkows reprezentacje produktu dwéch
wielomianoéw Laguerre’a). (Po opublikowaniu pracy [R3| na stronie internetowej czasopisma,
habilitant zauwazyt, ze wkradta sie do niej pomytka, polegajaca na stosowaniu niejednolitej
konwencji dotyczacej parametru d i mogaca skutkowaé utrudnieniem lektury fragmentu [R3]
po$wieconemu powyzszemu zagadnieniu — poprawiong wersje artykutu [R3] mozna znalezé¢ w
serwisie arXiv.)

W ramach badania analogii miedzy kwantowym a klasycznym procesem Bessela, w [R3]
pokazano réwniez, w jaki sposéb rozszerzyé konstrukcje polgrupy klasycznego procesu Be-
ssela, rozumiane] jako cze$é radialna po6lgrupy klasycznego ruchu Browna (czyli obciecie tej
poélgrupy do podalgebry zwigzanej z parg Gelfanda oparta na grupie izometrii euklidesowych
SO(R%) x R%), aby obejmowala takze procesy Bessela niecatkowitych wymiaréw. Rozszerzenie
to wykorzystuje tzw. hipergrupe Bessela-Kingmana, ktéra zasadniczo zostala odkryta przez
Kingmana w [37].

5. Omédwienie pozostalych osiagnieé¢ naukowo-badawczych

Publikacje przed doktoratem, spoza rozprawy doktorskiej

A1l W.Matysiak, A characterization of sign-symmetric Liowville-type distribulions, Probab.
Math. Statist. 20 (2000), no. 1, Acta Univ. Wratislav. No. 2246, 121-125, (w spisie

literatury pozycja [43]).
A2 W. Matysiak, P.J. Szablowski, Some inequalities for characteristic functions, Proceedings

of the Seminar on Stability Problems for Stochastic Models, Part I (Nateczow, 1999), J.
Math. Sci. (New York) 105 (2001), no. 6, 2594-2598, (w spisie literatury pozycja [47]).

Praca [Al] zawiera charakteryzacje wektorow majacych tzw. znakowo-symetryczne roz-
ktady typu Liouville’a, wprowadzone w [31], poprzez postaé rozktadéow pewnych ilorazow skla-
dowych tych wektorow. Charakteryzacja ta uogélnia rezultaty Szablowskiego z [57].
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W [A2] udowodniono (rozwigzujac pewne nieréwnosci rézniczkowe) dwie nieréwnosei dla
funkcji charakterystycznych, odkryte przez Rossberga i Laue (patrz [40]). Wykazano takze,
ze w istocie nieréwnodci Rossberga i Laue stanowia pierwsze dwa elementy nieskonczonej
rodziny nieréwnodci dla funkcji charakterystycznych, ktére z kolei wyprowadza sie z pewnej
nieskonczonej rodziny nieréwnosci rézniczkowych.

Publikacje wchodzace w sklad rozprawy doktorskiej

A3 W. Matysiak, P.J. Szablowski, A few remarks on Bryc’s paper on random fields with linear
regressions, Ann. Probab. 30 (2002), no. 3, 1486-1491, (w spisie literatury pozycja [48]).

A4 W. Bryc, W. Matysiak, P.J. Szabtowski, Probabilistic aspects of Al-Salam—Chihara poly-
nomials, Proc. Amer. Math. Soc. 133 (2005), no. 4, 1127-1134 (electronic), (w spisie

literatury pozycja [14]).

Bryc [13] badal stacjonarne jednowymiarowe pola losowe z czasem dyskretnymi oraz z
liniowymi regresjami i kwadratowymi drugimi momentami warunkowymi, czyli takie catko-
walne z kwadratem procesy stochastyczne (Xg)rez, dla ktoérych dla wszystkich catkowitych
k

E[Xkl'"7Xk—-2,Xk~17Xk+17X/€+2)"'] = L(Xk—lan:-f—l)a
E[X2|. . Xee2, Xm1, Xit1, Xet2,---] = Q(Xk—1, Xpt1),

gdzie L(z,y) = a(z + y) + b, a,b € R, jest pewnym wielomianem symetrycznym pierwszego
stopnia, zas Q(x,y) = A(z? + y?) + Bry + C + D(z + y) jest symetrycznym wielomianem
kwadratowym. Celem jego badan byla identyfikacja rozkladéw jednowymiarowych proceséw
(Xk)r w zaleznosci od parametréw wielomianow L i Q. W pracy [A3] wykazaliSmy zbed-
nos¢ przyjetego w [13] zatozenia o Lo-stacjonarnosci (Xp) 1 istotnie ostabiliSmy zatozenia na
wspolczynniki korelacji (Xi). Podaliémy takze alternatywny, martyngatowy dowdd jednego
z twierdzen Bryca.

W [A4] odpowiedzielismy na jedno z pytan otwartych zawartych w [13], dotyczace istnienia
procesow (X})g dla pewnych wartosci parametréw wielomianéw L i (). Okazuje sie, ze analiza
tych proceséw prowadzi do problemu wyznaczania wszystkich miar probabilistycznych p, dla
ktérych

/ Ho(zlg)u(de) = 5" Ha(ylg), n=1,2,. .., (20)

gdzie p,y,q € R to pewne ustalone parametry, a (Hp)» jest rodzing ortogonalnych cigglych
wielomiandw q-Hermite’a, spelniajacych rekursje trojcztonows

Hni1(xlq) = xHn(zlq) — [n]gHn-1(zlq),
[n], jest tzw. g-liczba m, [n]y = L+ g+ ...+ ¢ 1. W [A4] pokazalismy, ze jesli miara p =
p(dz|p, y) spelnia (20), to ortogonalizuje ona tzw. wielomiany Al-Salam~Chihara. Dzigki temu
moglismy wykluczy¢ istnienie pol losowych w przypadku parametréw spelniajacych zalozenia
problemu otwartego w [13] (poza pewnym dyskretnym zbiorem). Dodatkowo, w [A4] obliczone

zostaly wyznaczniki macierzy Hankela, ktorej elementami sg momenty miar spelniajacych
(20) oraz macierzy Hankela, ktérej elementami s pewne kombinacje liniowe wielomianéw

g-Hermite’a.

Publikacje po doktoracie spoza rozprawy habilitacyjnej
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A5 A. Jezierska, W.P. Olszewski, J. Pietruszkiewicz, W. Olszewski, W. Matysiak, T. Motyl,
Activated Leukocyte Cell Adhesion Molecule (ALCAM) is associated with suppression of
breast cancer cells invasion, Medical Science Monitor, 2006; 12(7): BR245-256, (w spisie

literatury pozycja [34]).

A6 A. Jezierska, W. Matysiak, T. Motyl, ALCAM/CD166 protects breast cancer cells against
apoptosis and autophagy, Medical Science Monitor, 2006; 12(8): BR263-273, (w spisie

literatury pozycja [35]).

AT W. Bryc, W. Matysiak, J. Wesolowski, Quadratic harnesses, g-commutations, and ortho-
gonal martingale polynomials, Trans. Amer. Math. Soc. 359 (2007), no. 11, 5449-5483,

(w spisie literatury pozycja [15]).

A8 W. Bryc, W. Matysiak, J. Wesotowski, The bi-Poisson process: a quadratic harness, Ann.
Probab. 36 (2008), no. 2, 623-646, (w spisie literatury pozycja [16]).

A9 W. Matysiak, P.J. Szabtowski, Generalized stationary random fields with linear regressions
— an operator approach, Trans. Amer. Math. Soc. 360 (2008), no. 7, 3909-3919;
(czesciowo zwigzana z wynikami rozprawy doktorskiej; w spisie literatury pozycja [49]).

A10 W. Bryc, W. Matysiak, J. Wesotowski, Free quadratic harness, Stochastic Process. Appl.
121 (2011), no. 3, 657-671, (w spisie literatury pozycja [17]).

A11 K Drozdzewicz, W. Matysiak, Moments and g-commutators of noncommutative random
vectors, Infin. Dimens. Anal. Quantum Probab. Relat. Top. 14 (2011), no. 4, 629-645,

(w spisie literatury pozycja [24]).

A12 W. Bryc, W. Matysiak, Wilson’s 6 — j§ laws and stitched Markov processes, Theory of
Probability & Its Applications, 60 (2016), Issue 2, 225245, (w spisie literatury pozycja

[10]).

Wiekszoé¢ prac z dorobku habilitanta, ktére napisane zostaly po doktoracie a nie weszty
do rozprawy habilitacyjnej dotyczy tematyki harnesséw kwadratowych. Ta klasa procesow
stochastycznych zostala juz zdefiniowana w oméwieniu rozprawy, we fragmencie dotyczacym
pracy [Al]. Cytowana tam praca [A7] daje podstawy teoretyczne harnessow kwadratowych.
Wspomniana juz parametryzacja tej klasy proceséw stochastycznych za pomocs pieciu para-
metrow 1,8 € R, 0,7 > 01 7y, prowadzi w naturalny sposéb do pytania o istnienie harnesséw
dla danych wartosci parametréow, a takze o ich konstrukcje oraz wlasnosci. W [A7] pokaza-
liSmy za pomocg wielomianéw martyngalowych stowarzyszonych z harnessem kwadratowym,
ktory ma skoriczone momenty wszystkich rzedéw, ze pytanie o istnienie procesu dla ustalonych
n, 8, o, T 1 v to pytanie o rozwigzania réwnania y-komutacyjnego

X, Y]y = 1+ 7% + 0y® + Ox + 1y,
gdzie X i y to pewne macierze nieskoniczone, a y-komutator to
X, Y]y = Xy — yyx.

Powyzsze réwnania postuzyly nam do udowodnienia, ze harnessy kwadratowe catkowalne w
dowolnych potegach majg ortogonalne wielomiany martyngatowe oraz do wyprowadzenia row-
nan na wspoélczynniki rekursji tréjcztonowych tych wielomianéw ortogonalnych. Réwnania na
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wspotczynniki rekursji udalo nam sie w [A7] rozwiagza¢ w kilku przypadkach, co pozwolito
na jawne znalezienie ortogonalnych wielomianéw martyngatowych odpowiednich harnessow
kwadratowych. Co ciekawe, w niektérych przypadkach rekursie tréjcztonowe udato sie nam
znalezé za pomoca pewnego rachunku na operatorach mnozenia i y-rézniczkowania oraz pew-
nego zabiegu formalnego, majacego swoj odpowiednik w tzw. umbral calculus ([53]).

Operatorowe techniki z [AT7] pozwolily w szczeg6lnosei na jawne wyznaczenie formul troj-
czlonowych w przypadku ¢ = 7 = 0, w ktorym ortogonalne wieclomiany martyngatowe okazaly
sie by¢ wielomianami Al-Salama-Chihary. W pracy [A8] kontynuowalismy badania nad tym
przypadkiem i skonstruowalidémy proces Markowa, bedacy harnessem kwadratowym z parame-
trami ¢ = 7 = 0, majacym wlasnie wielomiany Al-Salama—Chihary jako ortogonalne wielo-
miany martyngatowe (i, co za tym idzie, miary je ortogonalizujace jako rozklady jednowymia-
rowe). Przeprowadzona konstrukcja sklada sie z kilku krokéw. Po pierwsze, znalezlismy w [A8]
szescioparametrows rodzine wielomianéw ortogonalnych, ortogonalizowanych przez rozklady
warunkowe szukanego procesu. Nastepnie sprawdziliSmy, ze rozklady warunkowe i jednowy-
miarowe sa zgodne, czyli sprawdzili§my, Ze spelnione s rownania Chapmana-Kotmogorowa.
Wymagatlo to pokazania pewnych tozsamosci na tzw. connection coefficients dla znalezionych
wielomianéw ortogonalnych. Sprawdzenie, ze skonstruowany niniejszym proces Markowa jest
harnessem kwadratowym bylo mozliwe dzieki zastosowaniu technik operatorowych z [A7].

Podobny, cho¢ oczywiscie rézniacy si¢ wieloma szczegdlami plan zastosowalismy w pracy
[A10], w ktorej skonstruowalismy rodzing tzw. wolnych harnesséw kwadratowych, z parame-
trami spelniajacymi zaleznosé

¥ = —0T.

Tym razem ortogonalne wielomiany martyngatowe okazaly sie byé wielomianami Bernsteina-
Szégo, o rekursjach tréjcztonowych bedacych skonczenie zaburzonymi rekursjami o statych
wspoélczynnikach. Konstrukcja wolnych harnesséw kwadratowych wymagala m.in. staran-
nej analizy ich rozkladéw jednowymiarowych, dokonanej za pomocs transformaty Cauchy-
Stieltjesa. Warto zauwazy¢, ze rezultaty [A10] rozszerzajg jeden z wynikow pracy [20], w
ktorej uzyto wielomianéw Askey-Wilsona do konstrukeji kwadratowych harnessow dla szero-
kiego zakresu parametréw 7, 6, o, 71 7.

Inne podejscie reprezentuje praca [A12], w ktorej punktem wyjscia do konstrukeji nowych
harnesséw kwadratowych (z maksymalng wartoscig parametru «y) jest pewna rodzina rozkla-
déw wprowadzona przez Wilsona [58]. Podobnie jak w [12], w [A12] harnessy powstaja przez
zszywanie par pewnych warunkowo niezaleznych proceséw Markowa w jeden proces, z uzyciem
technicznych narzedzi z [11].

Teraz oméwione zostang prace spoza tematyki harnessow kwadratowych. Praca [A9] sta-
nowi kontynuacje i istotne poglebienie jednego z watkéw rozprawy doktorskiej habilitanta, a
dotyczy ciagéw zmiennych losowych (X )rez catkowalnych z kwadratem, speliajacych

O
E[ Xkl . Xe—2, X1, Xpet, Xpgo, .- o] = Z bi(Xp—j + Xitj)
j=1

dla kazdego k € Z i pewnego ciagu liczbowego (by,),. Aparat matematyczny stosowany w [A9]
obejmuje teorie macierzy nieskornczonych Laurenta i Toeplitza’ oraz teori¢ algebr Banacha.

"Majac dany ciag liczb zespolonych (an)nez mozna rozwazaé zwigzana z nim macierz Laurenta, czyli po-
dwojnie nieskoiiczong maciers [Gm—n)m,nez. Macierz Toeplitza generowana przez ciag (an)n to nieskoriczona
macierz [ —m)m,nen-
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Stosujac ten aparat, udowodnilismy w [A9], ze rozwazane ciagi (X)kez istnieja, jezeli symbol®
J 1 » y 3 2 € 5.
podwdjnie nieskoriczonej macierzy Laurenta, ktorej (7, j)-ty wyraz to

=bji—j, gdy i # 7,
L gdy i =J,

jest funkcja dodatnig i jezeli obraz istotny (ang. essential range) tego symbolu nie zawiera
zera. Pokazalismy takze, ze przy takich warunkach ciag (Xy)r jest L2-stacjonarny. Korzy-
stajac ze stynnego twierdzenia Wienera udowodnili$my réwniez, ze dodatnio$¢ symbolu i jego
przynaleznos$é do algebry Wienera implikujg, ze jednostronne regresje ciagu (Xy)i tez sy li-
niowe, tj.

B Xk .., Xe—2, Xp1] = Zﬁka—j
7=1

dla kazdego k € 7Z oraz pewnych rzeczywistych wspotczynnikow (£, )nen.

Praca [A11], ktorej wspotautorem byl magistrant habilitanta K.Drozdzewicz, wprowadza
pewna metode wyznaczania momentow mieszanych wektoréw losowych (rozumianych nieko-
niecznie w klasycznym, komutatywnym sensie) z momentéw pierwszego rzedu oraz relacji
g-komutacyjnych zachodzacych pomiedzy tzw. operatorami anihilacji, kreacji i zachowania.
Podobna metoda, ale dzialajaca jedynie w przypadku zwyklych relacji komutacyjnych, znana
byta wczesniej w literaturze [55]. Uszasadnienie teoretyczne metody wprowadzonej w [All]
polega przede wszystkim na wykorzystaniu relacji ¢-komutacyjnych do przedstawienia mo-
mentéw lgcznych rozwazanych wektoréow losowych w tzw. postaci g-normalnie uporzadkowa-
nej. Praca [All] zawiera takze przyklady zastosowania opisywanej metody - glownym jest
charakteryzacja wektoréw g-gaussowskich (zdefiniowanych przez Bozejke 1 Speichera w [9]).

Prace [A5] i [A6] sa pracami z zakresu medycyny (badania nad rakiem piersi) — w ich
przypadku wklad habilitanta polegal na przeprowadzeniu standardowej analizy statystycznej
danych biomedycznych.

6. Referaty wygloszone na konferencjach naukowych

e (30.V-3.V1.2016), ,Wokét kwantowego procesu Bessela”, XIV Konferencja z Probabili-
styki, Bedlewo (referat proszony).

e (7-12.1X.2015) ,,0 pewnych zastosowaniach analizy harmonicznej na parach Gelfanda do
konstrukcji proceséw Markowa”, 6. Forum Matematykow Polskich, Warszawa, (referat

proszony).
e (4-9.V.2015) ,Zonal polynomials and a multidimensional quantum Bessel process”, Pro-

bability and Analysis, Bedlewo.

e (6-9.V1.2013) ,Racah polynomials and stitched Markov processes” (plakat), The First
German-Polish Joint Conference on Probability and Mathematical Statistics, Toruil.

e (24-29.111.2013) ,,Quadratic harnesses - another link between stochastic processes and or-
thogonal polynomials”, 12th International Symposium on Orthogonal Polynomials, Spe-
cial Functions and Applications, honoring Professor Ahmed Fitouhi, Sousse, Tunezja.

8Klasyczne twierdzenie Toeplitza orzeka, ze macierz Laurenta zwigzana z ciagiem (a,. ). indukuje ograni-
czony operator na [2(Z) wtedy i tylko wtedy, gdy elementy tego ciagu sa wspélczynnikami Fouriera pewnej
funkeji z L*°(T), zwanej symbolem tej macierzy Laurenta.
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(28.05-01.V1.2012) ,,Wielomiany Racaha i zszywane procesy Markowa”, XII Konferencja
z Probabilistyki, Bedlewo.

(25.09-1.X.2011) ,,Moments and g-commutators of noncommutative random vectors” (pla-
kat), 14th Workshop: Non-commutative harmonic analysis, Bedlewo.

(12-15.VI1.2010) ,,Free Quadratic Harness”, Workshop ,,Orthogonal Polynomials, Appli-
cations in statistics and stochastic processes”, Warwick, Wielka Brytania.

(19-23.V.2008) ,Wolny harness kwadratowy”, X Konferencja z Probabilistyki, Bedlewo.

(22-29.VII1.2007) ,Quadratic harnesses — a class of stochastic processes with linear-
quadratic conditional structure”, 56th Session of the International Statistical Institute,

Lizbona, Portugalia.

(12-17.V.2003) ,,Random sequences with linear regressions”, XXIII International Seminar
on Stability Problems for Stochastic Models, Pampeluna, Hiszpania.

(19-23.VII1.2002) ,Identification of distributions of Bryc’s random fields”, XXIV Euro-
pean Meeting of Statisticians, Praga, Czechy.

(3-7.X11.2001) ,Identyfikacja rozkiadow ciggdw losowych z liniowymi regresjams ¢ kwa-
dratowymi warunkowymi wariancjami”, XXVII Konferencja Statystyka Matematyczna,

Wisia.

(28.1-3.11.2001) ,,Random sequences with linear regressions”, XXI International Seminar
on Stability Problems for Stochastic Models, Eger, Wegry.

. Wybrane referaty na seminariach

(X.2013) Uniwersytet Warszawski, Wydzial Fizyki, Seminarium Katedry Metod Mate-
matycznych Fizyki, tytul referatu: Kwantowe procesy Bessela.

(16.1V.2010) Politechnika Wroctawska, Wydzial Matematyki, Seminarium ,Teoria poél-
grup Markowa, i operatoréw Schrodingera”, tytul referatu: ,Kwadratowe harnessy, q-ko-
mutacje © wielomiany ortogonalne”.

(15.V.2006) University of Cincinnati, Cincinnati, USA, Probability Seminar, tytul refe-
ratu: ,Random sequences with linear regressions - an operator approach”.

(30.X1.2005) University of Cincinnati, Cincinnati, USA, Probability Seminar, tytul re-
feratu: , Random sequences with linear regressions”.

(9.XI1.2004) Uniwersytet Wroctawski, Instytut Matematyczny, Seminarium ,Dyskretna
analiza, harmoniczna”, tytul referatu: , Procesy stochastyczne z liniowymi regresjams ¢
kwadratowymi warunkowymsi wariancjems”.

(25.X1.2004) Instytut Matematyczny PAN, Seminarium , Statystyka matematyczna i inne
zastosowania probabilistyczne”, tytul referatu: , Kilka vwag o kwadratowych harnessach”.

. Wyjazdy w ramach wspoélpracy naukowej
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e 24 VIII-8.IX.2004, University of Cincinnati, Cincinnati, USA.

9. Udzial w krajowych i miedzynarodowych projektach badawczych

o Miedzy probabilistykq klasyczng a niekomutatywng: kwadratowe harnessy i charaktery-
zacge, 2013-2016, grant NCN o numerze 2012/05/B/ST1/00554, charakter udziatu ha-

bilitanta w projekcie: gléwny wykonawca.

e 17 grantéw Politechniki Warszawskiej w latach 2000-2016 (w tym jako 12 kierownik,
pozostale jako wykonawca).

10. Nagrody i wyréznienia
1. Brazowy medal za dtugoletnig stuzbe, 2016.

2. Nagroda za zajecie 111 miejsca w plebiscycie Ztota Kreda w kategorii Wyktadowca na,
Wydziale Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki Warszawskiej w roku akade-
mickim 2010/11.

3. Nagroda Rektora Politechniki Warszawskiej z Uczelnianego Funduszu Nagrod za wyroz-
niajgcy postawe w pracy i osiagniecia w dziatalnosci na rzecz Uczelni, 2008.

4. Nagroda Rektora Politechniki Warszawskiej (zespolowa stopnia II) za osiagniecia na-
ukowe w roku 2008.

5. Nagroda Rektora Politechniki Warszawskiej (zespotowa stopnia I) za osiggniecia na-
ukowe w roku 2007.

6. Nagroda Rektora Politechniki Warszawskiej (zespotowa stopnia II) za osiggniecia na-
ukowe w latach 2005-2006.

10. Wskazniki stuzace do oceny dorobku naukowego

e sumaryczny impact factor wedtug listy JCR zgodnie z rokiem opublikowania’: 9.35
(Do wyznaczenia wskaznikow dla prac [R2], [R3] i [A12] wykorzystano dane z roku 2015.)

e liczba cytowan wedtug bazy Web of Science

~ liczba cytowan'?: 59

— liczba cytowan bez autocytowan'!: 51

e indeks Hirscha'?: 5

®Podana liczba nie uwzglednia prac [A5] i [A6] — sumaryczny impact factor z uwzglednieniem tych prac
wynosi 12.54.

Podana liczba nie uwzglednia prac [A5] i [A6] — liczba cytowan z uwzglednieniem tych prac wynosi 112,

"'Podana liczba nie uwzglednia prac [A5] i [A6] ~ liczba cytowan bez autocytowan z uwzglednieniem tych
prac wynosi 104.

Indeks Hirscha zaréwno z uwzglednieniem prac [A5] i [A6], jak i bez nich, wynosi 5.
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