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Omdwienie celu noukowego ww. prac i osiggnietych wynikdw:
O kratach wypukloséci i ztozonosci problemu Birkhoffa-Mal’ceva

1. WsTEP

Gléwnym obiektem badah w przedstawionej rozprawie sa kraty dwéch rodzajéw: kraty wypuklosci oraz Q-
kraty. Te dwa typy krat sg zwigzane poérednio i bezposrednio z problemem Birkhoffa-Mal’ceva. Podstawo-
wym celem prac, ktore skladaja sie na rozprawe jest kontynuacja badan krat wypuklosci oraz potwierdzenie
strukturalnej ztozonosci Q-krat, czyli potwierdzenie trudnoscei w uzyskaniu pelnego i zadowalajacego rozwig-
zania problemu Birkhoffa-Mal’ceva. Inne wyniki uzyskane w tych pieciu pracach dotycza gléwnie badania
krat podklas (aksjomatyzowalnych wzglednie) i beda w narracji niniejszego autoreferatu przedstawione jako
drugoplanowe.

Systemem algebraicznym nazywamy niepusty zbiér razem z rodzing operacji i relacji na nim zdefiniowanych.
Bedzie to algebra, jedli dopuscimy tylko operacje, za$ system relacyjny, gdy dopudcimy tylko relacje. Rozwa-
zamy tylko klasy zamknicte ze wagledu na izomorficzne kopie. Klase systemdw algebraiczuych tego samego
typu zamknieta ze wzgledu na branie podsysteméw, produktéw prostych oraz ultraproduktébw nazywamy
quasirozmaitodcig. Oczywiscie, kazda rozmaitoéé jest quasirozmaitoscia. Mozemy takze powiedzied, ze quasi-
rozmaitodé to klasa definiowalna przez quasirdwnodcei (pewnego rodzaju implikacje), podobnie jak rozmaitodé
to klasa definiowalna przez réwnodci. Zbiér Lq(K) wszystkich quasirozimaitosci zawartych w danej quasiro-
zmaito$ci K uporzadkowany przez relacje inkluzji tworzy krate zupelna nazywana kratg quasirozmaitosci.

W 1966 r. A.L Mal'cev w [50] sformulowal nastepujace pytanie:
Pytanie 1.1. Ktdre kraty mogqg byé reprezentowane jako kraty quasirozmaito$ci?

Podobny problem zostal takze podany przez G. Birkhoffa w [14] w 1945 r. Od konica lat 90-tych zaczgto uzy-
waé nazwy problem Birkhoffa-Mal’ceva. Jest to jeden z najstarszych i najtrudniejszych probleméw otwartych
w teorii krat.

Kraty izomorficzne z kratami quasirozmaito$ci nazywa si¢ Q-kratami. Pytanie 1.1 mozna wiec sformulowaé
krétko: ktore kraty sg Q-kratami? W ksigzce V.A. Gorbunova [29, Chapter 5] oraz pracy przegladowej
M. Adamsa, K. Adarichevej, W. Dziobiaka i A. Kravchenki [1] opisano rézne rezultaty otrzymane dla Q-krat
w zwigzku z poszukiwaniem odpowiedzi na to pytanie. Warto tez spojrzeé na imponujace listy bibliograficzne
wnieszezone w tych Zrédlach. G. Gritzer w Epilogu do wydania z 2008 r. swojej ksiazki Universal Algebra.
Second Fdition wymienia pieé¢ gléwnych kierunkéw rozwoju algebry uniwersalnej w ciggu czterdziestu lat,
ktére uplynely od pierwszego wydania. Pierwszym z nich jest teoria quasirozmaitodci, a w niej jako sile
napedzajacyg badania G. Gritzer podaje problem Birkhoffa-Mal’ceva.

W nastepnym rozdziale przedstawinmy pewne historyczne pozytywne rozwiazania problemu Birkhoffa-Mal’ce-
va dla wybranych klas krat oraz przedstawimy motywacje do badania krat wypuklosci w tym kontekscie.
Nastgpnie, w kolejnych rozdzialach, skupimy sie na nastepujacych aspektach: kraty wypuklodei (prace [H1]-
(H3]), zlozonosé problemu Birkhoffa~Mal'ceva (praca [H5]) oraz kraty klas wzglednie aksjomatyzowalnych
(praca [H4]).

W pracach [H1] 1 [H2] opisano kraty, ktére zanurzajg sie w kraty wypuklodci dla pewnych klas zbioréw
uporzadkowanych (sg to wladciwe podklasy klasy tzw. N-wolnych podzbioréw uporzadkowanych). M.in.
znaleziono syntaktyczng charakteryzacje klas takich krat, ktéra pokazala, ze sa to rozmaitodei lub (dla skon-
czonych krat) pseudorozmaitodci krat. W pracy [H3| badano klase krat (izomorficznych z kratami) wypuk-
losci dla zbioréw uporzadkowanych, ktére sa lasamni, 1 réwniez dokladnie je scharakteryzowano. Oczywiscie,
uwzgledniajac Twierdzenie Birkhoffa (HSP), nie mogly to by¢ rozmaitosci, ale sa to klasy definiowalne przez
skoficzony zbidr zdan pierwszego rzedu.

Praca [H5] po$wiecona jest badaniom wlasnosci algebraicznych i obliczeniowych krat podklas wzglednych.
Badanie Q-krat pod katem ich algorytmicznej zlozonosci zainicjowal A.M. Nurakunov w [55] (zob. tez
Twierdzenie 4.3 w rozdziale 4. niniejszej rozprawy). Jego wyniki pokazujy, ze istnieja Q-kraty L, dla ktérych
problem, czy dana krata skofczona zanurza sie w L jest algorytmicznie nierozwigzywalny. Potwierdza to, ze
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problem Birkhoffa~Mal’ceva w swoim ogdlnym sformulowaniu jest strukturainie zlozony bardziej niz dotych-
czas sadzono. Gléwnym celem pracy [H5] bylo zbadanie zwigzkéw migdzy dwoma miarami skomplikowania,
krat podquasirozmaitodci wzglednych, w tym takze Q-krat: znana wezedniej Q-uniwersalnoscia (wprowadzo-
ng przez M. V. Sapira [77], zob. tez Definicja 4.1) a nierckurencyjnoscia (wiasnodciq Nurakunova wyrazona,
w Twierdzeniu 4.3). W [H4] i [H5] uprodcily$my metody stosowane przez A. M. Nurakunova w [55] i opra-
cowaly$my bardziej uniwersalng metode dowodu, opierajaca si¢ na reprezentacji krat podquasirozmaitoéci
wzglednych za pomocy krat podsysteméw. W szezegblnosel, w [H5] otraymaly$my, ze klasa K(o) wszyst-
kich systeméw algebraicznych ustalonego typu o jest @-uniwersalna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje w niej
podklasa K taka, ze problem, czy dana krata skofnczona zanurza sig¢ w krate Lg(K) podquasirozmaitodci
wzglednych jest algorytmicznie nierozwiazywalny, zob. Twierdzenie 4.10.

W pracy [H4] badano rézne kraty podklas dla prerozmaitoéci, czyli klas zamknietych ze wzgledu na branie
podsysteméw i produktéw prostych. W szcezego6lnosci, dzieki wypracowanym tam metodom, znaleziono krétki
i bezposredni dowdd znanego twierdzenia V.A. Gorbunova i V.I. Tumanova [31, Theorem 2.3}, ze krata
podzbioréw algebraicznych dowolnej kraty algebraicznej jest Q-kratg.

Narracja jest prowadzona z ograniczeniem technicznych definicji, zeby uczynié rozprawg wygodniejsza do
czytania. Wszystkie potrzebne pojecia mozna znalezé w rozdziale 6. autoreferatu (str. 16-19).

2. POLDYSTRYBUTYWNOSE, GEOMETRIE WYPUKLE I Q-KRATY

Kazda Q-krata jest sumowo pdldysirybutywna (V.1 Igoshin [38] lub V. A. Gorbunov [26]) to znaczy spehia
nastepujaca quasiréwnodé:
Vayz aVy=zVz—azVy=zV(yAz).

Kraty sumowo pdtdystrybutywne odgrywaja wazng role w teorii krat, jej dokladne oméwienie mozna znalezé
w ksigzce R. Freese’a, J. Jezka i J.B. Nationa [23] lub, z najéwiezszych Zrédel, w rozdzialach napisanych
przez K. Adarichevg i J. B. Nationa [9] do drugiego tomu Lattice Theory: Special Topics and Applications
(ed. G. Gritzer i F. Wehrung).

Wiadomo jednak réwniez, ze Q-kraty sg kratami atomowymi (w kazdym przedziale [0, a], gdzie a > 0, istnieje
atom) i dualnie algebraicznymi (krata z dualnym porzadkiem jest algebraiczna), co oznacza, Ze nie kazda
krata sumowo pétdystrybutywna jest Q-krata. W 1980 r. V. A. Gorbunov i V.1. Tumanov [31] pokazali, ze
quasirozmaitosé SDY wszystkich krat sumowo példystrybutywnych jest generowana przez klase wszystkich
Q-krat. Z jednej strony mozemy wige zawezié poszukiwanie @-krat do quasirozmaitosci SDV, a z drugiej -
wyniki osiggniete dla Q-krat byly waznym Zrédiem inspiracji w badaniach krat sumowo pétdystrybutywnych
[7].
W 1979 r. V. A. Gorbunov i D.M. Smirnov [30] postawili pytanie: Czy kazda skoriczona krate sumowo
példystrybutyuma jest Q-kratg? Negatywne]j odpowiedzi udzielil w 1987 r. W. Dziobiak [21] dzigki znalezieniu
nastepujgcego ograniczenia na liczbe atoméw w Q-kracie: Suma dowolnych n atomdw w Q-kracie zawiera
co najwyzej 2" — 1 atomdw. Nalezy tutaj nadmienié, ze pytanie Gorbunova i Smirnova nie bylo dalekie od
pozytywnej odpowiedzi. Wiadomo byto bowiem, ze:

(1) Kazda skofczona krata sumowo példystrybutywna zanurza sig w pewna Q-krate (wyklad Gorbunova

z 1985 r. cytowany w [21]; pelny dowdd [7, Remark 2.10]);
(2) Kazda skoficzona krata dystrybutywna jest @-krata (V.I. Tumanov [91]).

Warunek Dziobiaka zostal nastepnie wykorzystany przez K. Adaricheva i V. A. Gorbunova do zdefiniowania
operatora domknigcia réunodciowego, ktdry okazal sig byé jednym z najwazniejszych narzedzi w badaniu
Q-krat. W 1989 r. Adaricheva i Gorbunov [6] wykorzystali ten operator do rozwiazania problemu Birkhoffa—
Mal’ceva w klasie wszystkich krat wypuklosci (o tym napiszemy wiecej w nastepnym rozdziale). Z kolei w
dwdch pracach z 1993 r. (dla krat skoficzonych [4]) 1 1997 r. (ogélnie [5]) Adaricheva, Dziobiak i Gorbunov
rozwigzali problem Birkhoffa~Mal’ceva w klasie wszystkich algebraicznych krat atomistycznych (kazdy ele-
ment jest sumg atoméw), takze wykorzystujac ten operator. Dokladniej, otrzymali nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.1. [29, Theorem 5.3.17|, [5] Atomistyczna krata algebraiczna L jest Q-kratg wiedy i tylko
wiedy, gdy jest izomorficzna z kratg Sp(A) dla kraty algebraicznej A spelniajqcej pewne dodatkowe warunki.



Przez Sp(L) oznaczamy krate algebraicznych podzbioréw w kracie zupelnej L. Podzbiér X w kracie zupelnej
L jest algebraiczny, jesli X jest zamkniety ze wzgledu na kresy dolne dla kazdego swojego podzbioru oraz
zamknigty ze wzgledu na kresy gérne dla kazdego swojego podzbioru, ktdry jest laficuchem (kresy wyznaczane
sa w L). Podzbidr algebraiczny w kracie algebraicznej jest kratg algebraiczng. W 1980 r. Gorbunov i Tumanov
[31} pokazali, ze dla dowolnej kraty algebraicznej A kraty postaci Sp(A) sa Q-kratami. Co wiecej, kraty
postaci Sp(A) sa (obok krat wypuklo$ci) podstawowym przykladem krat domkniecia dla geometrii wypuklych,
ktore omoéwimy teraz dokladniej.

Definicja 2.2. Pare (X, C), gdzie X jest zbiorem, zaé C: P(X) — P(X) jest operatorem na X, nazywamy
geometrig wypukly, jedli spelnione sg nastepujace warunki, dla dowolnych A C B C X:

(1) Ac C(A);

(2) C(C(4)) = C(A);

(3) C(4) € C(B).

(4) a € C{AU{bH\C(A) i a # b pociagaja, %e b ¢ C(AU {a}), dla dowolnych a, b € X.

Par¢ (X, C) spelniajgca warunki (1)-(3) powyzsze] definicji nazywamy przestrzenig domknigcie. Warunek
(4) to wlasnoéé anty-wymiany, ktora w naturalny sposéb uogélnia pojecie wypuklosci w przestrzeniach
afinicznych.

Skoficzone geometrie wypukle byly wnikliwie badane przez wielu autoréw (podsumowanie mozna znalezé
np. u P. H. Edelmana i R. E. Jamisona [22] oraz B. Korte'a, L. Lovasza 1 R. Schradera [43]) 1 wigze si¢ to
z ich zastosowaniami w kombinatoryce, a takze z tym, Ze sg to struktury dualne do matroidéw (uogdlnienia
przestrzeni wektorowych i pojecia liniowej niezaleznosci). Nieskoriczone geometrie wypukle zaczeto badaé
systematycznie w pracy Adarichevej, Gorbunova i Tumanova [7] i od tego czasu ukazalo si¢ wiele publikacji
dotyczacych tego zagadnienia (ostatnio Adaricheva i Nation zebrali rézne wyniki w [9]).

Przestrzen domknigcia (X, C) jest algebraiczna, jesli C(A) = Y{C(F) | F C A skoficzony} dla kazdeg}o AC
X. Z kolei (X, C) jest atomistyczna, jesli C({2}) = {«}. Zbidér A C X jest domknicty, jesli C(A) =

Niech (X, C) oznacza zbiér wszystkich domknietych podzbioréw w przestrzeni domkniecia (X, C). Ze wzgle-
du na relacje inkluzji, tworzy on krate zupelng, w ktérej

NAi=N4; VA=c(Ja)

i€l iel i€l i€l
dla dowolnej rodziny {A; € L(X,C) | i € I}. Kraty postaci L(X, C) nazywamy kratami domkniecia prze-
strzeni domkniecia (X, C).

Istnieja silne zwigzki pomiedzy kratami domkniecia geometrii wypuklych i kratami sumowo pdéldystrybu-
tywnymi. Przede wszystkim, kazda krata domknigcia skoficzonej geometrii wypuktej jest sumowo pétdystry-
butywna a kazda krata sumowo pdldystrybutywna zanurza sie w krate domkniecia pewnej atomistycznej
geometrii wypuklej [7, Theorem 3.26]. Co wiece]

Twierdzenie 2.3. [29, Corollary 4.3.6] Quasirozmaitosé SDY wszystkich krat sumowo példystrybulywnych
jest generowana przez klase krat domknied skoviczonych atomistycznych geometrii wypuklych.

Atomistyczne Q-kraty sa kratami domknigcia atomistycznych geometrii wypuklych i dostarczaja wielu waz-
nych przykladéw w tej teorii. Ogodluie, kazda Q-krata zanurza si¢ w krate Sp(A) dla pewnej kraty algebra-
icznej A, co pokazali Gorbunov i Tumanov [33], a wigc zanurza sie w krate domkniecia pewnej geometrii
wypuklej. Q-kraty sg wiec bardzo waznym lacznikiem pomiedzy kratami z SDY a kratami domkniecia geo-
metrii wypuklych. Wyniki otrzymane dla Q-krat przyczynily sie istotnie do rozwoju obu kierunkdéw badan
w teorii krat oraz Sledzenia zwiazkéw migdzy nimi.

Nie kazda krata domkniecia geometrii wypuklej jest jednak Q-krata, co pozwolilo rozszerzyé poszukiwania
tych ostatnich na kraty, ktére czesto nie maja bezposredniego zwigzku z quasirozmaitosciami. Moga to byé np.
kraty wypukloei [6] lub kraty réznego rodzaju podpdtkrat [4, 5] lub tez kraty czedciowych podporzadkdw
czesciowego porzadku [81]. Te poszukiwania zakonezyly sig sukcesem. Nadal jednak nie wiadomo, kidre
podkraty krat domknied badanych geometrii wypuklych sq¢ Q-kratami. Na poczatek zaczeto wige badaé | jak
w ogdle wygladaja podkraty takich krat domknieé. W przypadku krat wypuklosci badania zapoczatkowane
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zostaly przez M. V. Semenovg i F. Wehrunga w [82]-[84], a nastepnie byly kontynmuowane przez Semenova i
habilitantke w [H1]-[H3].

3. KRATY WYPUKLOSCI

Niech (P, <) bedzie zbiorem cze¢éciowo uporzadkowanym. Zbiér A C P jest porzgdkowo-wypukly (a krétko:
wypukly), jesli dla dowolnych z, y € A z tego, e & < z < y wynika, ze z € A. Dla danego A C P,
przez Co(A) oznaczamy powloke wypukly zbioru A, czyli najmniejszy wypukly podzbidér P zawierajgcy zbidr
A. W ten sposéb otrzymujemy operator domkniecia na P i przestrzen (P, Co) jest przykladem geometrii
wypukiej. Przez Co(P) oznaczamy odpowiadajaca jej krate domknigcia IL(P, Co), czyli krate podzbioréw
wypuklych zbioru czedciowo uporzadkowanego P. Tego typu kraty nazywamy kratami wypuklosci. Jesli
bedziemy rozwazaé pewna klasg zbioréw czesciowo uporzadkowanych P to przez Co(P) bedziemy oznaczad
klase krat wypukiosci wszystkich zbioréw z P (zamknieta ze wzgledu na izomorfizmy).

Kraty wypuklodei zostaly scharakteryzowane w 1985 r. przez G. Birkhoffa i M. K. Bennett [15] przez pewne
warunki giéwnie natury geometrycznej:

Twierdzenie 8.1. [15, Theorem 23] Krata L jest izomorficzna z kratg Co(P) dla pewnego zbioru czedciowo
uporzgdkowanego (P, <) wtedy i tylko wtedy, gdy L jest kratq zupelng, atomistyczng, sumowo-pétdystrybu-
lywng, speinia warunek Altwegga i ma rzqed Carathéodory’ego réuny 2.

Spelnianie warunku Altwegga przez krate oznacza, Ze nie wystepuja w niej pewnego rodzaju zygeaki niepa-
rzystej dtugosci zdefiniowane na atomach. Z kolei kazda krata atomistyczna (L, <) rzedu Carathéodory’ego
2 jest bi-atomowa, czyli dla kazdego atomu a € L, jesli a < bV ¢ dla pewnych elementéw b, ¢ € L, to mozna
znalezé w L atomy V' < bic < ¢ takie, zea <V V.

Jak wiec widaé kraty wypuklodei byly naturalng klasa do poszukiwania Q-krat. W 1989 r. Adaricheva 1
Gorbunov [6] zdefiniowali operator domknigcia réwnosciowego jako uogdlnienie na dowolng krate, funkcji
dzialajgcej na kracie quasirozmaitoéci Lq(K), ktéra podquasirozmaitoéci M C K przyporzadkowuje genero-
wang przez nia (wzgledna) podrozmaitosé, czyli H{M)NK. Co wazne, na kazdej Q-kracie mozna zdefiniowaé
taki operator domkniecia réwnoéciowego. Nastepnie Adaricheva i Gorbunov wykorzystali ten operator do
wskazania, ktére kraty wypuklosci sa Q-kratami, czyli do rozwigzania problemu Birkhoffa-Mal’ceva w klasie
wszystkich krat wypuklosci. Otrzymali nastepujacy wynik.
Twierdzenie 3.2. [6, Theorem 4.1] Niech P bedzie zbiorem czedciowo uporzedkowanym. Nastepujgce wa-
runki s¢ rdwnowazne:
(i) Co(P) jest Q-kraty;
(i) P jest co najwyzej przeliczalny i nie zawiera podzbioréw czesciowo uporzedkowanych postaci: 4 (los-
cuch cateroelementowy), 22 (produkt dwdch laricuchdw dwuelementowych), Ps, P, ani zbioréw do
nich dualnych.

Py P,
RYSUNEK 1. Zbiory czeéciowo uporzadkowane Ps i P,
Pozostal jednak nie rozwiazany problem: ktdre z krat zanurzalnych w kraty wypuklosei sg Q-kratami. W [7]
znalazio sie wige nastepujace pytanie, na poczgtek sformulowane w ograniczonym zakresie:

Pytanie 3.3. [7, Problem 3 (ii)] Jak wygledajy podklasy krat skoriczonych z SDY zanurzalnych w skoriczone
kraty wypukiosci zbiordw czedciowo uporzgdkowanych?

To pytanie zainspirowalo badania M. V. Semenovej i F. Wehrunga. W [82] podali oni pelng (syntaktyczna)
charakteryzacje krat zanurzalnych w kraty wypuklosci zbioréw czeéciowo uporzgdkowanych. Okazalo sie, ze



klasa ta jest skofczenie bazowalna rozmaitosécig krat, znaleziono takze jej baze réwnoéciows. W szczegdl-
noéci, otrzymano, ze nie kazda skoriczona krata sumowo pdldystrybutywna zanurza sig w skoriczong krate
wypuktosci. Charakteryzacje podobnego rodzaju znaleziono w kolejnych dwdch pracach [83] i [84] dla krat
zanurzaluych w kraty wypuklosei zbioréw cze$ciowo uporzadkowanych o ograniczonej skoiiczone] wysokosci
oraz rozlgcznych sum zbioréw liniowo uporzadkowanych. Wyniki te byly dosyé zaskakujace, bo o ile fatwo
bylo wywnioskowaé, ze badane klasy sa quasirozmaitosciami, to nie byl znany wczeéniej zaden bezposdredni
dowéd na to, ze klasy te sg zamkniete ze wzgledu na branie obrazéw homomorficznych.

3.1. Kraty zanurzalne w pewne kraty wypukloséci. M. V. Semenova i F. Wehrung opisali kraty za-
nurzalne w kraty wypukloéci w przypadku ogélnych zbioréw czesciowo uporzadkowanych, stgd naturalnym
jest studiowanie takich krat dla szczegélnych zbiordw czeéciowo uporzadkowanych. W prezentowanej roz-
prawie nasza, uwage skierowaly$my na pewne wilasciwe podklasy tzw. 2biordw N-wolnych. Wszystkie zbiory
czedciowo uporzadkowane wymienione w podpunkeie (i) Twierdzenia 3.2 sa wiadnie zbiorami N-wolnymi.

W pracy [H1] podano syntaktyczng charakteryzacje krat zanmurzalnych w kraty wypuktosci drzew i lasdw.
Lasem nazywamy zbiér czeéciowo uporzadkowany (P, <), w ktérym zbiér dolny |z = {p € P|p <Qx} jest
laficuchem dla kazdego z € P. Réwnowaznie, zbidr czesciowo uporzadkowany (P, <) jest lasem, jesli zadne
dwa elementy nieporéwnywalne w P nie majg wspolnego ograniczenia gérnego w (P, <). Las spdjny nazywa-
my drzewem. Sposréd zbioréw rozwazanych w Twierdzeniu 3.2 w podpunkcie (ii) tylko 22 nie jest drzewem.
Niech T oznacza klase wszystkich zbioréw uporzadkowanych, ktére sa drzewami, za§ J klase wszystkich
zbioréw uporzadkowanych, ktére sa lasami. Oczywiscie T ¢ F.

Klasa systeméw zanurzalnych w systemy z pewnej klasy K, to po prostu klasa systeméw izomorficznych z
podsystemami systeméw z K, tradycyjnie oznaczana przez S(K). M. Semenova i F. Wehrung w [82] pokazali,
ze wprowadzone przez nich trzy réwnoéci (8), (U), (B) stanowia baze réwnosciows rozmaitosci S(Co(P)) dla
klasy P wszystkich zbioréw czesciowo uporzadkowanych.

Naszym celem bylo opisanie klas S(Ce(7)), S(Co(F)) oraz S(Co(8)), gdzie S jest wlasciwg podklasa klasy
czesciowo uporzadkowanych zbioréw N-wolnych, ktéra zawiera klase Fpiy, wszystkich skoriczonych laséw, a
takze podanie prostszej bazy dla S(Co(Ly)), gdzie L, oznacza klasg wszystkich roziacznych sum zbioréw
liniowo uporzadkowanych. Gléwne wyniki zawarte s w rozdziale 9. pracy [H1] oraz w rozdzialach 10. i 11.
pracy [H2].
Twierdzenie 3.4 (H1, Theorem 9.1). Niech L bedzie kratqg. Nastepujgce warunki sg réwnowazne:

o istnieje drzewo T' takie, Ze L zanurza sig w Co(T);

o istnieje las I taki, e L 2anurza sig w Co(F);

o L spelnia 8 réwnodei: (S), (U), (B), (T2), (T3), (T4), (T) oraz (Z).

Dodatkowo, zamurzenie z Twierdzenia 3.4 zachowuje 0y, (element najmniejszy) oraz 1y, (element najwiekszy),
jesli w L wystepuja te elementy. Réwnosci (T3), (T3), (T4), (T) oraz (Z) zostaly znalezione przeze mnie i
M. Semenovg.
Z Twierdzenia 3.4 i jego dowodu wyplywaja nastepujace wnioski:
Whniosek 3.5. (HI, Section 9)
e S(Co(T)) = $(Co(9));
e S(Co(7)) jest skoficzenie bazowalng rozmaitoscia;
e skoficzona krata I nalezy do S(Co(7)) wtedy i tylko wtedy, gdy zanurza sie w krate Co(7T) dla
skonczonego drzewa 17
e S(Co(7))rin jest pseudorozmaitoscia (klasy zamknieta ze wzgledu na obrazy homomorficzne, pod-
systemy 1 produkty proste skonczonej liczby systemdw).

Najtrudniejszg, czeécia dowodu Twierdzenia 3.4 jest konstrukeja lasu F (pierwszych 30 stron pracy), takiego
ze dowolna krata L spelniajaca naszych 8 réwnoéci zanurza si¢ w jego krate wypuklodci Co(F) (techniczne
lematy w rozdzialach 7.1 8. [H1]). Wykorzystujemy m.in. krate fileréw Fil(L) uporzadkowang przez odwrotng,
inkluzje, z kanonicznym zanurzeniem I w Fil(L), zadanym przez a 1 a. Wiadomo, ze kraty L i Fil(L)
spelniaja te same réwnoéci np. G. Gritzer [36, Lemma 8, Section 1.4]. Na specjalnie dobranych ciggach
elementéw sumowo nierozkladalnych kraty Fil(L) wprowadzamy relacje czeSciowego porzagdku, otrzymujac
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drzewa. W ostatnim kroku, pokazujemy, ze krata Fil(L) zanurza si¢ w rozlaczng sume takich drzew (a jesl
dodamy nowy element najmniejszy, to otrzymamy zanurzenie w drzewo).

Warto podkreslié, ze podezas budowy zbioru czeéciowo uporzadkowanego z konkretnej klasy, za kazdym
razem bardzo istotng role odgrywajg jej wilasnosci, wiec konstrukeje z [H1, H2] oraz z [82, 83, 84] sg niezalezne
od siebie.

Wykorzystujac metody z dowodu Twierdzenia 3.4 pokazujemy takze (Rozdzial 10. w [H1]), ze dla ustalonego
n € Z% i klasy F,, wszystkich laséw dlugosci (wysokoéci) co najwyzej n, klasa S(Co(F,)) jest skofczenie
bazowalna rozmaitoscig (podajemy takze zbiér réwnodcei, ktére sg spelnione w tej klasie) i S(Co(Fy,)) =
S(Co(F)) N S(Co(Py)), gdzie P, jest klasa wszystkich zbioréw czeéciowo uporzadkowanych dlugodci co
najwyzej n. Klasa S(Co(F,,))rm jest pseudorozmaitodei.

Réwnodel (Ta), (T3), (T4), (T) oraz (Z), ktére wprowadzilyémy w Twierdzeniu 3.4 sg dosyé skomplikowane.
Przytocze tylko jedna z nich (Z), zeby pokazaé idee wazne w dowodzie:

sAy V) =\/ {w/\ ((y/\ ((y, Ay vV 2)) Vy“)) \/z') A2 \/yl-)]

i<2

v/ {x/\ (y’v (z/\ ((zi/\(y'\/z')) V 21 z))) /\(y’Vzi)}

<2

VVEAG VNG V)]V AW V) AE Y Z)],
<2 <2

gdzie dla zmiennych v, yo,y1, 2, 20, 21

v =yAyoVu); 2 =zn(2V z).

W dowodzie wykorzystujemy sumowo-nierozkladalng interpretacie (Z), ktdéra oznaczamy przez (Z>) i ktérej
znaczenie geometryczne jest przedstawione na Rysunku 2.

bo b b1
b1y O O OO
bo b ) bo b by

a D a C c
g o/
Co c C1

O O O O O C1-i O C1—4 O
€o ¢ Cy Co c &

Przypadek (i) Przypadek (ii) Przypadek (iii) Przypadek (iv)

RYSUNEK 2. Znaczenie (Z%)

Krawedzie na Rysunku 2 pokazuja uporzadkowanie zbioru czesciowo uporzadkowanego (P, <) (lub zbioru do
niego dualnego). Na przyklad, z lewej czedei Rysunku 2 mozna miedzy innymi odcezytad, ze zachodzi relacja
¢ < a <b (z dokladnodcia do wziecia porzadku dualnego do <), skad dostajemy, ze w L zachodzi nier6wnosé
{a} < {b} V {c}. Pozioma krawedz np. ¢y — ¢ — ¢; oznacza, ze zachodzi ¢g < ¢ D lub ¢ D e D .



Przy pewnych dodatkowych warunkach nalozonych na krate L, pokazuje sie, Ze spelnianie przez I, réwnosci
(Z) jest réwnowazne spelianiu (Z>) (warunek ten jest duzo wygodniejszy, chociazby z powodu interpretacji
geometrycznej) i ze dla dowolnego lasu I® krata Co(F) spelnia réwnosé (Z).
Waznym rezultatemn jest takze Twierdzenie 3.6, ktére upraszcza baze réwnoSciowg rozmaitosci krat zanu-
rzalnych w kraty wypuklosci rozigcznych sum zbioréw liniowo uporzadkowanych znaleziong w [82, Theorem
8.2].
Twierdzenie 3.6 (H1, Theorem 13.3). Niech L bedzie kratg. Nastepujgee warunki sq réwnowazne:

o L spelnia 8 réwnodei: (B), (Bo), (HS);

e istnicje 2bidr czedciowo uporzgdkowany C, ktdry jest rozlgezng sumg zbiordw liniowo uporzgdkowa-

nych taki, ze L zanurza sie w Co(C).

Dodatkowo, dla skoriczones kraty L mozna wybraé skoviczony zbior C.

Niech £ oznacza klase zbioréw liniowo uporzadkowanych. Oczywiscie zachodzi L C T CFiL Cc L, C T, a
takze SP(Co(L)) = S(Co(Ly)) i jest to wladciwa podrozmaitosé S(Co(T)).

Rozmaitodei krat rozwazane w pracy [H1] sa generowane przez skonczone kraty z tych rozmaitodci, wigc
jako wniosek z Twierdzenia J.C.C. McKinsey’a [52, Theorem 3] dostajemy, ze teorie réwnosciowe w tych
rozmaitoéciach sg rozstrzygalne (inaczej: problem siéw dla krat wolnych jest rozstrzygalny).

Naturalnym rozszerzeniem klasy J jest klasa zbioréw czeéciowo uporzadkowanych N-wolnych (lub szere-
gowo-réwnoleglych), ktéra w pracy [H1] oznaczono przez —N. Nastepnym etapem bylo wiec badanie klasy
S(Co(~N)) i sprawdzenie, czy takze jest to rozmaitoéé krat [H1, Problem 2]. Problem ten byl takze sugero-
wany przez F. Wehrunga w naszych rozmowach.

Zbiér czefciowo uporzadkowany (P, <) jest N-wolny, jesli nie zawiera (czeSciowo uporzgdkowanego) pod-
zbioru izomorficznego ze zbiorem przedstawionym na Rysunku 3 z dodatkowym warunkiem, ze ag < by (by
jest nastepnikiem ag), np. I. Rival [67]. Podobne zbiory byly badane przez B. Leclerca i B. Monjardeta w
[46], oraz M. Pouzeta i N. Zaguia [65]. W pracy [H2] badaly$my klase S(Co(8)), gdzie przypomnijmy 8 jest
wladciwg podklasg klasy cze$ciowo uporzadkowanych zbioréw N-wolnych i zawiera klase Jpy, wszystkich
skoficzonych laséw. O zbiorach z klasy 8 bedziemy méwié, ze przypominajy gwiazdy.

bl a1

bo ag

Rysunek 3. Czesciowo uporzadkowany zbiér N

Definicja 3.7 (H2, Definition 3.1). Ciag (ay, ..., an), n < w, elementéw z P jest Sciezkq [pomiedzy ap @ ay,),
jesli spelnione sg nastepujace warunki:

(1) a; 5 a; dla réznych 4,5 < n;

(2) a; < aip1 b a; > a4, dla kazdego @ < ny
Powiemy, ze w §ciezce {ag, . .., an), gdzie n = 2, zachodzi zmiana znaku w a; dla 0 <4 < n, jedli a;—1, @41 <
a; lub a;o1, a441 > a4
Definicja 3.8 (112, Definition 3.2). Zbiér czedciowo uporzadkowany (P, 9) przypomina drzewo, jesli ma
nastepujace wlasnoéci:

(1) jesli @ 9 b w P, to istnieje Sciezka {(ag,...,an) pomigdzy a = ag i b = a, taka, %e a; < a;41 dla

kazdego i < n;

(2) jesli a,b € P, to istnieje co najwyzej jedna Sciezka pomiedzy a i b.
Zbibr czedciowo uporzadkowany (P, <) przypomina gwiczde, jesli (P, <) przypomina drzewo i kazda $ciezka
w (P, <) ma co najwyzej jedng zmiang znaku.
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Podsumowujac, zbiér czeéciowo uporzadkowany przypomina gwiazde wtedy i tylko wtedy, gdy przypomina
drzewo i jest N-wolny. Klasa § jest zatem wlaéciwg podklasa, wszystkich zbioréw przypominajacych drzewa.

Badania tej wlasnie klasy (oprécz Twierdzenia 3.2) mozna umotywowaé na dwa sposoby. Po pierwsze, czescio-
wo uporzadkowane zbiory N-wolne odgrywaja znaczaca role w kombinatoryce, opisang m.in. przez I. Rivala
[67]. Po drugie, czeéciowo uporzadkowane zbiory przypominajace drzewa pojawiaja sie w dowodzie gtéwnego
wyniku u M. Semenovej 1 F. Wehrunga [82, Theorem 7.7]. Cze$ciowo uporzadkowany zbidér P, ktéry konstru-
uja, zeby zanurzyé krate L spelniajaca réwnodci (8), (U), (B) w odpowiednig krate wypuklodci, jest wlagnie
zbiorem przypominajacym drzewo. W takim zbiorze P na kazdej éciezce znak moze sie zmieniaé dowolng
liczbe razy. Chcialy$my zbadaé do jakiego stopnia klasa S(Co(8)) rézni si¢ od rozmaitosci S(Co(P)), gdzie
P jest klasg wszystkich zbioréw czesciowo uporzgdkowanych. Oczywiscie, kazda roslgezna suma skoniczonych
drzew jest zbiorem z 8, czyll w szczegdlnodei Fryy C 8.

Gléwne rezultaty znajduja sie w rozdziatach 10. 1 11. pracy [H2].

Twierdzenie 3.9 (H2, Theorem 10.2). Niech L bedzie kratg skoviczong. Nastgpujgce warunki sq réuwnowaine:
o istnieje (skoriczony) zbidr czedciowo uporzedkowany P przypominajgcy gwiazde, taki, Ze L zanurza
sie w Co(P);
o L spelnia 7 réwnodcei: (S), (U), (B), (IF1), (F2), (T) oraz (Z).

Otrzymujemy wiec, ze klasa S(Co(8))ri, jest pseudorozmaitoscig krat. Réwnoéé (Ts) [(T4), odpowiednio]
z [H1] implikuje réwnosé (F1) [(F2), odpowiednio]. Klasy S(Co(8,,))rin takie sa pseudorozmaitodciami dla
kazdego m € Z*, gdzie przez 8, oznaczamy klase zbioréw z 8§ dlugosci co najwyzej m.

Podsumowujac, w pracach [H1] 1 [H2] opisano klasy krat zanurzalnych w kraty wypuklodci dla pewnych
naturalnych klas zbiordéw czesciowo uporzgdkowanych, wiadciwych podklas klasy —-N. Z tego opisu wyni-
ka, ze klasy takich krat tworza rozmaitosci (lub, w przypadku krat skoficzonych, pseudorozmaitodei) krat.
Sa to przykiady rozmaitosci krat z geometrycanym opisem badanych nastepnie przez L. Santocanale’a i
F. Wehrunga w [78].

3.2. Kraty wypuklodci laséw. Jak juz wspominano, kraty (izomorficzne z kratami) wypuklodei zostaly
opisane przez G. Birkhoffa i M. K. Bennett w [15] za pomocy nieskoficzonego zbioru wlasnodei kratowych.
Z ich opisu wynika, ze klasa Co(P) jest aksjomatyzowalna w jezyku logiki pierwszego rzedu wewnatrz klasy
wszystkich krat gérnie ciaglych, ale zbiér aksjomatéw jest nieskofczony. Wykorzystujge metody z prac
M. Semenovej i F. Wehrunga oraz prac [H1] i [H2], mozna Twierdzenie 3.1 przeformulowaé nastepujaco

Whiosek 3.10. Krata L jest izomorficzna z kratg Co(P) dla zbioru czedciowo uporzgdkowanego (P, <) wtedy
i tylko wtedy, gdy L jest zupelng, gérnie ciggl, atomistyczng kratq, ktéra spelnia réwnodé (S) i warunek
Altwegga.

Krata zupelna L jest gérnie ciggla, jesli

a A \/TZ = \/(a/\mi),

€l el
dla dowolnego a € L i dowolnego skierowanego w goére zbioru {z; | i € I} € L. Kazda krata wypuklosci jest
gérnie ciaggla.

Mozna zauwazyd, ze istnieje nieskoniczony zbidr ¥ zdan pierwszego rzedu taki, ze dla dowolnej kraty L, krata
ta spelnia warunek Altwegga wtedy i tylko wtedy, gdy L |= 2. Prayjrzyjmy si¢ dokladniej temu warunkowi.

Niech L bedzie kratg atomistyczng i niech pg # p1 bedg atomami w L. Bedziemy pisaé pg ~ py jesli istniegje
atom py € L\{pg, p1}, taki ze py(0) < Po(1) V Po(2) dla pewnej permutacji o € 83.

Definicja 3.11. [15] Niech L bedzie kratg atomistyczna. L spelnia warunek Altwegga, jesli nie istnieje ciag
atoméw (po, p1, ..., Pon) W L, w ktérym: 1 < n < w, p; ~ pi4q dla kazdego i < 2n, ps A (ps-1 Vpiy1) = 0 dla
kazdego 0 < i < 2n oraz pay—1 = py, Pan = P1.

Z Wniosku 3.10 widaé, Ze nastepujacy problem decyzyiny: dla danej skoriczonej kraty L stwierdzié, czy jest
ona tzomorficzne z pewng kratg wypukioscei, jest w klasie NP. Nie udalo nam sig pokazaé, ze jest w klasie
P, mimo réznych préb. Mozliwe, ze jest to problem NP-zupelny, co jest warte dalszych badan.
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W pracy [H3] scharakteryzowaly$my kraty z klas Co(F), Co(L,) oraz Co(L). Te klasy okazaly sie by¢
skoficzenie aksjomatyzowalne wewnatrz klasy wszystkich krat gérnie ciaglych, w przeciwienistwie do klasy

Co(P).
Twierdzenie 3.12 (H3, Theorem 8.3). Nastepujgee warunki s¢ réwnowazne dla kraty L:

(1) L € Co(9);
(2) L jest zupelna, atomistyczna, gérnie ciggla oraz L = (8), (U), (B), (T2), (Ts), (D), (G).

Warunki (D) i (G) sa pewnymi zdaniami uniwersalnymi [H3, Section 5].

Twierdzenie 3.18 (H3, Theorem 10.4). Nastepujgce warunki sg réwnowazne dla kraty L:

(1) L € Co(Ly);
(2) L jest zupelng, atomistyczng, gornie ciggla kratq spelniajgeg (S), (B), (Bo) i (Dg).

Warunek (Do) jest zdaniem uniwersalnym, ktére pocigga za soba zaréwno warunek (D) jak i (G). Jako
wniosek otrzymujemy:
Twierdzenie 3.14 (H3, Theorem 10.5). Nastepujgee warunki s¢ réwnowazne dla kraty L:
(1) L € Co(L);
(2) albo L = 22 albo L jest zupelng, atomistyczng, gérnie ciggla, prosto nierozkiadalng kratq spelniajgeq
dodatkowo (S), (B), (Bo) i (Do).

Warunek I = 22 oznacza, ze L = Co(2), gdzie 2 to tancuch dwuelementowy. W Twierdzeniu 3.13 mozna
pomingé warunki, ze L = 22 oraz, ze L jest prosto nierozkiadalna, poniewaz Co(L) = P(Co(L)}).
Podsumowujac, otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Whiosek 3.15 (H3, Corollaries 8.6 1 10.6). Nastepujgce klasy krat skoriczonych sq skoriczenie aksjomatyzo-
walne wewngtrz klasy krat skonczonych:

L4 Co(g)Fin;

e Co(Fp)rin dla 0 < n < w;

L4 CO(’CU)Fin;

¢ Co(L)pin.

Badania krat z klas Co(P,,) oraz Co(T"), gdzie T™ jest klasa n-arnych drzew byly kontynuowane przez
Ts. Batueva w [13]. Wyniki, ktére znalazly si¢ w pracy [H3] byly przedstawione na konferencji ROGICS’08
Relations, Orders and Graphs in Computer Science przez M. Semenova i spotkaly sie z zainteresowaniem
stuchaczy.

4. Zro%oN0S¢ PROBLEMU BIRKHOFFA-MAL'CEVA

Badanie @-krat jest trudne, poniewaz wyjatkowo czesto sg to obiekty bardzo zlozone. Jedng z miar takiej
zlozonosci jest Q-uniwersalnoéé wprowadzona przez M. V. Sapira [77] dla quasirozmaitoéci K algebr skon-
czonego typu. Quasirozmaitoéé K jest Q-uniwersalna, jesli dla dowolnej quasirozmaitodci K’ skoiiczonego
typu, Lq(K’) € HS(Lq(K)). To pojecie zostato nogdlnione przez Gorbunova w nastepujacy sposéb.

Definicja 4.1. [29, Section 5.4.5] Klasa K C K (o) jest Q-uniwersalna, jedli dla dowolnej quasirozmaitoéci
K’ C K(0') skoficzonej sygnatury o', Lq(K’) € HS (Lq(K)).

W powyizszej definicji nie zaklada sig, ze klasa K C K (o) jest quasirozmaitodcig. Zatem krata Lg(K) moze
nie by¢ Q-krata (ogdlng definicje Lq(¥X) podajemy w podrozdziale 6.1). Natomiast krata Lq(Q(K)) jest Q-
kratg (przez Q(K) oznaczamy najmniejsza quasirozmaitosé zawierajacy klasg K). Zwigzek pomiedzy obiema
kratami jest nastepujacy:

Fakt 4.2. Redukt kraty Lq(K) ze wzgledu na operacje A jest obrazem homomorficznym A-reduktu kraty
Lq(Q(K)).

Dowdéd. Zdefiniujmy odwzorowanie ¢: Lq(Q(XK)) — Lq(K), ¢(N) = NNK. Oczywiscie jest to homomorfizm
ze wzgledu na operacje M. To, ze ¢ jest na wynika z obserwacji, ze K’ C K jest K-quasirozmaitoscia (czyli
K’ € Lq(K)) wtedy 1 tylko wtedy, gdy K’ = Q(K') N K. O
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Dla kazdej Q-uniwersalnej klasy K krata Lq(K) jest mocy continuum i zanurza si¢ w nig krata wolna o prze-
liczalnej liczbie generatoréw. Wiele waznych klas systeméw algebraicznych okazalo si¢ by¢ @Q-uniwersalnymi
(dluga lista w [1, Section 5]). Duza czeéé z nich pochodzi z badan kategoryjnej uniwersalnosci systeméw
algebraicznych prowadzonych od poczatku lat 60-tych przez matematykéw z Uniwersytetu Karola w Pradze
[66]. Jest tak, gdyz M. E. Adams i W. Dziobiak w [3] udowodnili, Ze quasirozmaitoéé, kiéra jest finile-lo-finile
uniwersalna (w sensie teorii kategorii) jest takze Q-uniwersalna. Og6lnie, sprawdzanie Q-uniwersalnosei nie
jest proste. W literaturze sg 3 réine zbiory warunkéw wystarczajacych ustalajacych @-uniwersalnosé (zob.
M. E. Adams i W. Dziobiak [2], M. V. Sapir [77], V. A. Gorbunov [27]).

W 2012 r. A. M. Nurakunov [55] udowodnil nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 4.3. [55, Theorem 1] Niech sygnatura o zawiera przynajmniej jeden co najmniej unarny
symbol funkeyjny. Wiedy istnieje quasirozmaito$é K C K(o) taka, ze 2bidr wszystkich skoriczonych podkrat
w kracie Lq(K) nie jest zbiorem rekurencyjnym.

Rezultat ten oznacza, Ze nie istnieje algorytm, ktéry pozwala rozstrzygnaé, czy dana krata skoficzona zanurza
sie w krate Lq(K), gdzie K jest quasirozmaitoécig z powyzszego twierdzenia.

Otrzymujemy wiec nows miare skomplikowania @-krat. A. M. Nurakunov przeprowadzil swéj dowéd dla pew-
nej quasirozmaitosci algebr monounarnych. Wiadomo, ze quasirozmaito$é wszystkich algebr monounarnych
Jjest Q-uniwersalna (V. A. Gorbunov [28]).

Gléwnym celem pracy [H5] bylo zbadanie zwigzkéw miedzy tymi dwoma wlasnodciami: Q-uniwersalnoscia
a nierekurencyjnoécig (wiasnodeiq Nurakunovae) dla réznych krat K-quasirozmaitodei, w tym dla Q-krat.
Gléwne wyniki uzyskane w [H5) mozna w skrécie przedstawié nastepujaco. Dla klasy K C K{a), istnieja
pary krat postaci Lq(Q(K)) i Lq(K) takie, ze:

(1) La(Q(K)) jest Q-kratay;

(2) Lg(K) jest krata K-quasirozmaitosci;

(3) A-reduks kraty Lq(K) jest obrazem homomorficznym A-reduktu kraty Lq(Q(K)) (Fakt 4.2);

(4) problem, czy dana krata skoficzona zanurza si¢ w krate Lq(K) jest algorytmicznie nierozwigzywalny

(Twierdzenie 4.11).

Co wiecej w [H5] pokazano, ze powyzsze pary istniejg wtedy i tylko wtedy, gdy klasa K (o) jest Q-uniwersalna
{(Twierdzenie 4.10). Nalezy dodaé, co udowodnita M. Schwidefsky w [79], Ze powyzsze pary istnieja w kazde]
quasirozmaitoéci, ktdra jest Q-uniwersalna dzieki warunkom wystarczajgcym sformulowanym przez Adamsa
i Dziobiaka w [2]. Nalezy réwniez dodaé, ze w wielu przypadkach obie kraty Lq(Q(K)) i Lq(K) sa identyczne,
gdyz Q(K) = K (Theorems 5.3 i 5.4 w [H5]) lub tez Lq(K) jest obrazem homomorficznym Lq(Q(K)) [79].

Juz w pracy [H4] pokazaly$my, ze istnieja quasirozmaitosci jednoelementowych systeméw relacyjnych o
(nieskonczonej) przeliczalnej sygnaturze, dla ktérych kraty (quasi)rozmaitosci wzglednych lub (finitarnych)
prerozmaitodci maja zbiory typéw izomorfizmu podkrat skonczonych, ktére nie sa rekurencyjne (a takze nie
sy rekurencyjnie przeliczalne) (H4, Theorem 9.3). Te quasirozmaitodci sg takze Q-uniwersalne. W [H5] otrzy-
malyémy wyniki podobne do Twierdzenia 4.3 dla quasirozmaitosci graféw, grupoidéw rézniczkowych oraz
systeméw algebraicznych z nieskoficzong sygnatura skladajaca sie tylko z symboli stalych (tylko z symboli
relacyjnych unarnych). Wszystkie te klasy sa Q-uniwersalne (dla graféw [89], dla grupoidéw rézniczkowych
[44]). W [H4] 1 [H5] opracowaly$my bardziej uniwersalng i prostsza metode weryfikacji wlasnodci Nurakunova
w poréwnaniu do [55]. Zaprezentuje nasz sposéb weryfikacji na przykladzie quasirozmaitosci graféw.

Grafern nazywamy system relacyjny § = (G; E), gdzie G jest niepustym zbiorem, za§ F relacja binarng na
G. Przez C oznaczymy quasirozmaito$é graféw zdefiniowans, przez nastepujace quasiréwnodci:

Vay B(z,z) ~— x=1y;

Vryz Elz,z) & E(y,z) — z=1y;

Vreyz E(z,z) & E(z,y) — z=y.

Do pokazania, ze nie istnieje algorytm, ktéry rozstrzyga, czy dana krata skoniczona zanurza sie¢ w Lq(K) dla
pewnej podklasy K w C, kluczowe jest nastepujace twierdzenie o reprezentacji:
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0

Rysungk 4. Krata K,

Stwierdzenie 4.4 (Hb5, Proposition 3.7). Niech L,, bedzie skoriczong nietrywialng kratq dla kazdego n < w.
Istnieje klasa K C C, dla ktdrej zachodzi Lq(K) = [T, .., Sub(Ly).

Sub(Ly,,) jest kratg zupelng wszystkich podpdéikrat reduktu poéikratowego (ze wzgledu na operacje kresu
dolnego) kraty L,. W dowodzie wykorzystujemy wlasnoéci klas cykli skierowanych skonczonej diugoéci oraz
quasirozmaitoéci przez nie generowanych, opisane w Rozdziale 3. pracy [H5], w szczegélnosci Stwierdzenie
4.5 o reprezentacji przez kraty kongruencji.
Niech n > 1 bedzie liczba naturalng, przez €, oznaczymy graf ({0,...,n ~ 1}; E) taki, 2ze dla dowolnych
i, j <mn, (i,7) € F wtedy 1 tylko wtedy, gdy j = ¢ + 1(modn). Przez C1 oznaczamy graf trywialny, czyli
C1 = ({0};{(0,0)}). Graf €, nazywamy cyklem skierowanym diugosci n. Oczywiscie, C,, € C dla kazdego
n > 0.
Stwierdzenie 4.5 (H5, Proposition 3.5). Niech {p1,...,pn} bedzie dowolnym zbiorem liczb pierwszych, za$
L - kratg skoviczong o n -+ 1 elementach. Witedy istnieje zbidr X C fP({l, e ,n}), do ktdrego nalezq: zbior
pusty @ 2bior {1,...,n}, i kidry jest zamkniety ze wzgledu na sumy podzbiordw, taki e

(’L) L= COIIQ(K) (:‘;C;

(ii) La(K) = La(H(€x) N Q(K)) = Sub(L),
gdzie k =pi-...-pp i K ={Cx | X € X}.

Przez Congk) § oznaczamy krate kongruencji wzglednych grafu G, dla ktérych graf ilorazowy nalezy do
Q(K). Dokladne omdwienie pojecia kongruencji dla systemdw algebraicznych znajduje si¢ w podrozdziale
6.3. autoreferatu. Przez [X]| oznaczamy najmniejsza wspdlna wielokrotnodé elementéw ze zbioru X (dla
zbioru pustego przyjmujemy [&] = 1).

W dowodzie gléwnego rezultatu (Twierdzenie 4.7) opieramy sie na nastgpujgcym lemacie, ktéry jest zmody-
fikowana przez nas wersjg [55, Lemma 3].

Lemat 4.6 (H5, Lemma 3.15; H4, Lemma 9.2). Niech L bedzie nieskoriczonym zbiorem rekurencyjnym
podprosto nierozkladalnych krat skoriczonych o co najmmniej 8 elementach, z kiorych Zadne dwie nie zanurzajg
sie w siebie. Niech K bedzie kratg i niech zbidr Lo C L NS(K) bedzie taki, ze K <, [[{L| L € Lo}.
(i) Jesli zbidr Ly jest rekurencyjnie przeliczalny ale nie rekurencyjny, to zbidr wszystkich skoriczonych
podkrat K jest rekurencyjnie przeliczalny ale nie rekurencyjiny.
(ii) Jesli zbidr Ly nie jest rekurencyjnie przeliczalny, to zbidr wszystkich skoriczonych podkrat K nie jest
rekurencyjnie przeliczalny.

Twierdzenie 4.7 (H5, Theorem 3.16). Istnieje klasa K C C, dla kidrej 2bidr lypow izomorfizmu klasy
podkrat skoriczonych Lq(X) jest rekurencyjnie przeliczelny ale nie rekurencyjiny.

Dowdd. Niech X C w\{0,1,2} bedzie zbiorem rekurencyjnie przeliczalnym, ale nie rekurencyjnym. Stosu-
jemy Stwierdzenie 4.4 do klasy {K, | n € X}, gdzie K, jest jak na rysunku 4 i otrzymujemy, Ze istnieje
podklasa K C C, dla ktérej

Lq(K) = J] Sub(iy).

néXx
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Wtedy zbiér £ = {Sub(K,) | n > 2} zawiera kraty spelniajace zalozenia Lematu 4.6, co zostalo pokazane
w [55, Lemma 17-18]. Dla zbioru £ = {Sub(K,) | n € X}, Lo € £NS(Lg(K)) i na mocy Lematu 4.6(i)
krata Lq(K) posiada zgdane wlasnosci. O

Jedli w dowodzie wykorzystamy zbiér X, ktéry nie jest rekurencyjnie przeliczalny, to otrzymamy

Twierdzenie 4.8 (H5, Theorem 3.17). Istnieje klasa K C C, dla kidrej zbidr lypdw izomorfizmu klasy
podkrat skoviczonych La(K) nie jest rekurencyjnie przeliczalny.

Podobnie wygladajg dowody dla pozostalych quasirozmaitosci rozwazanych w pracach [H5] i [H4). Warto
podkredli¢, ze dowdd Nurakunova nie moze byé wykorzystany dla grupoidéw rézniczkowych, poniewas jest
w nim istotne zalozenie, ze rozwazana algebra nie jest idempotentna. Jako wniosek otrzymujemy, ze klasa
wszystkich systeméw K (o) ustalonej sygnatury o jest @Q-uniwersalna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje klasa
K C K(o), dla ktérej zbiér wszystkich [typow izomorfizmu] skoficzonych podkrat kraty Lq(K) nie jest
rekurencyjny (Twierdzenie 4.10).

W dowodzie tego twierdzenia opieramy sie na nastepujgcym znanym wyniku dotyczacym Q-uniwersalnych
quasirozmaitosci.

Twierdzenie 4.9. [20, Proposition 4.4] Klasa K(o) wszystkich systemdw sygnatury o jest Q-uniwersalna
wiedy 1 tylko wtedy, gdy zachodzi jeden z ponizszych przypadkdw.
(i) o zawiera przynajmniej jeden co najmniej unarny symbol funkcyiny.
(i1) o zawiera przynajmmniej jeden co najmmiej binarny symbol relacyiny.
(iit) o jest co najmniej przeliczalna.
Twierdzenie 4.10 (H5, Theorem 6.3). Nastgpujgce warunki sq réwnowazne dla sygnatury o.
(i) Klasa K(o) wszystkich systeméw sygnatury o jest Q-uniwersalna.
(1) Lq(K(o)) jest nieskoriczona.
(ii) Lq(K(c)) jest mocy 2%, gdzie k = max{|o|,w}.
() Istnicje klasa X C K(o), dla ktdrej 2bidr typéw izomorfizmu klasy skoriczonych podkrat Lq(K) nie
Jest rekurencyjnie przeliczalny.
(v) Istnieje klasa K C XK(0), dla kidrej zbidr typéw izomorfizmu klasy skoriczonych podkrat Lg(K) jest
rekurencyjnie przeliczalny, ale nie jest rekurencyjny.
Zauwazmy, ze uzywajac w dowodzie Twierdzenia 4.7 rdéznych zbioréw Xy i Xy otrzymamy rézne klasy Ky i
K;. Stad otrzymujemy
Twierdzenie 4.11 (H5, Theorem 7.1). Niech o bedzie sygnaturg takq, ze K(o) jest Q-uniwersalna.
(1) Istnieje przeliczalnie wiele klas K C K(o), dla ktérych zbidr typdw izomorfizmu klasy podkrat skoti-
czonych Lq(K) jest rekurencyjnie przeliczalny, ole nie rekurencyjny.
(it) Istnieje nieprzeliczalnie (continuum) wiele klas K C K(o), dla ktérych zbicr typdw izomorfizmu klasy
podkrat skoticzonych Lq(K) nie jest rekurencyjnie przeliczalny.

Obecnie pracujemy nad kolejng publikacja:

[B1] A. Basheeva, A. Nurakunov, M. Schwidefsky, A. Zamojska-Dzienio, Lattices of subclasses. III, 2017.
Badamy w niej zwigzki miedzy @Q-uniwersalnoécia i wlasnoécig Nurakunova dla quasirozmaitodci a nie-
rozstrzygalnodcig problemu, czy skofczony system nalezy do te] quasirozmaitosdcei, a takze z nieistnieniem
niezaleznej bazy quasiréwnosciowej. Jest to naturalna kontynuacja badan nad zlozonoécig krat podquasiro-
zmaitodci z [H4| i [H5].

5. KRATY PODKLAS
Jak juz widzielidémy, badanie krat podklas ma dlugg historie. Dotyczy to krat rozmaitodci, quasirozmaitosci
i pseudorozmaitosci (te ostatnie m.in. przez P. Agliano i J. B. Nationa w [11]). Jak do tej pory mmniej nwagi
poswiecano kratom innych klas aksjomatyzowalnych w jezyku logiki pierwszego rzedu.
W 2007 roku D. E. Pal’chunov udowodnil, ze kazda co najwyzej przeliczalna krata zupelna jest krata pod-

klas wzglednie aksjomatyzowalnych [59, Theorem 8)]. Jednoczesnie sformulowal pytanie czy jest to rezultat
prawdziwy dla dowolnych krat zupelnych.
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Pytanie 5.1. [59, Problem 1] Czy kazda krata zupeina jest kratq klas wzglednie aksjomatyzowalnych?

W pracy [H4] udzielilySmy pozytywnej odpowiedzi na Pytanie 5.1. Warto podkredli¢, ze Pal’chunov uzywal
metod analizy konceptdw formalnych 1 jego dowdd wymaga dobrej znajomodci tej teorii, jest dlugi i nie
pozwala pominaé zalozenia o przeliczalnosci rozwazanej kraty, ale sygnatura sklada sig¢ tylko z jednego
binarnego symbolu relacyjnego. Zaprezentowany przez nas dowdd jest krétki i bezposredni, ale uzywamy
sygnatury relacyjnej nieskonczonej. Dodatkowo, pytanie Pal’chunova zainspirowalo nas do badania réznych
krat podklas dla prerozmaitoéci, w szczegdlnodei krat (wzglednych) podrozmaitosci Lv(K), krat (wzglednych)
podquasirozmaitoéci Lg(K), krat podprerozmaitosci Lp(K) i krat finitarnych podprerozmaitodci Lp® (K) dla
prerozmaitoéci K. Przez finitarng prerozmaito$é rozumiemy klase zamkniets ze wzgledu na podsystemy i
produkty proste skoficzonej liczby systemdbw.

5.1. Systemy relacyjne jednoelementowe. Przez T(o) oznaczamy rozmaitosé o-systemédw zdefiniowa-
nych przez réwnosé Vay x = y. Tu widaé dobrze wazng réznice miedzy algebrami i systemami relacyjnymi.
Zauwazmy, ze w przypadku algebr system jednoelementowy jest algebra trywialng, ale jedli w sygnaturze wy-
stepuja symbole relacyjne, to klasa T(co) jest nietrywialna. Dzigki swej prostocie, jednoelementowe systemy
relacyjne sa bardzo przydatne przy dowodzeniu réznych wynikéw w teorii quasirozmaitodci, wiele ogéinych
rezultatéw zostalo osiagnietych najpierw dla takich systemdw.

W rozdziale 4. w [H4] opisujemy dokiadniej interesujace nas jednoelementowe systemy relacyjne. Ogélny
kontekst jest nastepujacy: o = {p; |1 € I} jest pewng sygnaturag skladajaca sie tylko z unarnych symboli
relacyjnych. Dla kazdego zbioru K C I przez Ag oznaczamy system z T(o) taki, ze Ax = Vr p;(x) wtedy i
tylko wtedy, gdy i € K, czyli T(o) sklada si¢ z izomorficznych kopii systeméw Ay, K C I.

Wezmy pewna przestrzen domkniecia (X, C) i wprowadZmy sygnature
a(X)={ps |z € X}.
Niech $(X, C) sklada sie [w ogdlnym przypadku, nieskofczonych] implikacji postaci

vz /\ po(x) — pp(z), ACX, be C(A).
aCA
B. Banaschewski i H. Herrlich w [12] pokazali, ze klasa jest prerozmaitoscig wiedy i tylko wtedy, gdy mo-
ze byé zdefiniowana przez nieskoficzone implikacje. Otrzymujemy stad, ze Mod(E(X,C)) 1 K(X,C) =
Mod(%(X,C)) N T(c(X)) sa prerozmaitosciami. Prerozmaitosé K (X, C) sklada si¢ z izomorficznych ko-
pii systeméw postaci Ag dla B € L(X, C). Jedli przestrzen domknigcia (X, C) jest algebraiczna i bedziemy
rozpatrywaé skoficzone podzbiory A € X w implikacjach 2(X, C), to otrzymamy quasirozmaito$é A(X, C).

5.2. Reprezentacja przez kraty podklas. Stwierdzenie 5.2 ([H4, Proposition 5.1]) pozwala rozwigzaé
problem Pal’chunova oraz odgrywa podstawows role przy badaniu krat podklas wzglednych w prerozmaito-
ciach. Wynik ten byl wezeéniej znany (Gorbunov [27, Example 4.9]), jednak nasz dowdd wykorzystujacy
jednoelementowe systemy relacyjne opisane powyzej, jest krétki, bezposredni i elegancki. Przez L2 oznacza-
my krate dualng do kraty L, za$ przez Sub.(L) krate wszystkich podpdikrat dolnych w L, zupelnych ze
wzgledu na operacje A.
Stwierdzenie 5.2 (H4, Proposition 5.1). Niech L bedzie kratq zupelng. Wtedy istniejg: sygnatura o skia-
dajgea sie tylko z unarnych symboli relacyjnych orax prerozmaitoéé X C T(o), dla ktérych zachodzi, ze
L2 2 Lv(K) i Sub(L) = Lp(K).
Dowdd. W dowodzie Stwierdzenia 5.2 kluczowe jest zdefiniowanie izomorfizméw odpowiednich krat. Po-
niewaz L jest krats zupelns, to istnieje przestrzef domknigcia (X, C) taka, ze L & L(X,C) (zalézmy, ze
izomorfizim krat okreslony jest przez ). Niech 0 = 0(X) i K = K(X, (). Wtedy K jest prerozmaitodcig i
odwzorowanie

w: L(X,C) - Iv(K); B— {ApeT(o)| Fel(X,C)iBCF},
jest dualnym izomorfizmem krat.
Otrzymujemy réwniez, ze przeksztalcenie

@' Sube(L) — Lp(K); B {Ayw) € T(o) | be B},



jest izomorfizmem krat. 0
Dla prerozinaitodei finitarnych otrzymujemy nastepujgcy rezultat.

Stwierdzenie 5.3 (H4, Proposition 5.2). Dla dowolnej pdlkraty (S,A,1) z jedynkq, istniejg: sygnatura
o skladajgca sie tylko z unarnych symboli relacyjnych oraz finitarna prerozmaito$é¢ K C T{co) takie, Ze
Sub($) = Lp“(K).

Podobne wyniki mozna otrzymaé dla sygnatury skladajacej sie z jednego symbolu relacji unarnej i stalych,
a takze dla sygnatury skladajacej sie tylko ze stalych (nasze wyniki z pracy przegladowej [58]).

Wykorzystujac podobne metody, jak w dowodzie Stwierdzenia 5.2 otrzymujemy m.in. wazny rezultat, ze
krata podzbioréw algebraicznych dowolnej kraty algebraicznej jest @-kratg. Mimo, ze byl on znany juz
wezesniej (V. A. Gorbunov i V.I. Tumanov [31, Theorem 2.3]) to zaprezentowany przez nas w [H4] nowy
dowdd jest krétki i bezposredni.

Stwierdzenie 5.4 (H4, Proposition 5.10). Niech L bedzie kratg algebraicang. Wiedy istniejg: sygnatura o
skladajaca si¢ tylko z symboli relacyjnych unarnych oraz quasirozmaitosé K C T(o) takie, e L9 = LV(K),
Sp(L) = Lq(K), Sub.(L) & Lp(K) oraz Sub(L) & Lp* (K).

Otrzymane rezultaty pozwolily na dalsze badanie whasnoéci krat podklas wzglednych prerozmaitosci i poréw-
nanie ich z wlasnosciami krat podquasirozmaitosci. Przypomnijmy, ze kraty podquasirozmaitosci sg sumowo
példystrybutywne oraz dualnie algebraiczne [29, Theorem 5.1.12, Proposition 5.1.1]. Wykorzystujac powyz-
sze twierdzenia o reprezentacji pokazalySmy w Przykladach 5.12 1 5.13 w [H4], Ze kraty postaci Lq(K) i
Lp(K) dla prerozmaitoéci K nie sg ani sumowo pétdystrybutywne ani nawet dolnie ciggte (czyli tym bar-
dziej nie sa dualnie algebraiczne), a wiec istniejg takie prerozmaitosci K, ze zadna z krat postaci: Lq(K),
Lp(K), Lp¥(K) nie zanurza si¢ w Q-krate. Mozna takie zauwazyé, ze nie istnieje nietrywialna réwnosé
kratowa, ktéra bylaby spelniona przez wszystkie kraty prerozmaitosci.

A co najwazniejsze, odpowiedz na pytanie Pal’chunova takze wynika ze Stwierdzenia 5.2. Warto w tym miej-
scu podkreslié, ze rezultaty Pal’chunova byly szeroko dyskutowane w gronie uczestnikéw seminarium z Teorii
Modeli kierowanego przez Ju. L. Ershova i E. A. Palyutina w Instytucie Sobolewa Rosyjskiej Akademii Nauk
w Nowosybirsku. Takze nasze wyniki referowalam na tym seminarium podczas mojego pobytu w Nowosy-
birsku i zostaly one bardzo dobrze przyjete. Uznano je za jeden z najwazniejszych rezultatéw uzyskanych w
2012 r. w Instytucie Sobolewa http://a-server.math.nsc.ru/IM/Nauka/rez2012podr.htmnl (po rosyjsku).

Definicja 5.5. [59, Definition 26] Niech K bedzie klasg systeméw sygnatury o i niech A bedzie zbiorem
zdafl pierwszego rzedu tej samej sygnatury. Klasa K’ jest aksjomatyzowalnae w K wzgledem A, jesli K/ =
K N Mod(X) dla pewnego zbioru & C A.

Zgodnie z przytoczong definicjg otrzymujemy, ze klasa K C K(o) jest aksjomatyzowalna wtedy i tylko
wtedy, gdy jest aksjomatyzowalna w K(o) wzgledem zbioru wszystkich zdan pierwszego rzedu. Co wigeej,
dla dowolnego zbioru zdan A i klasy K C K(o), zbiér wszystkich klas w K aksjomatyzowalnych wzgledem A
jest krata zupelng, ktéra D. E. Pal’chunov oznaczy! przez A(K, A). Nastgpne twierdzenie jest odpowiedzia
na Pytanie 5.1 i stanowi istotne uogdlnienie gléwnego wyniku w [59].

Twierdzenie 5.6 (H4, Corollary 6.2). Dla dowolnej kraty zupelnej L, istniejq: sygnatura o, prerozmaitodé
K C K(0) i zbidr A zdat pierwszego rzedu sygnetury o, tokie ze L & A(K, A).

Aby dowies¢ Twierdzenie 5.6 wystarczy prazyjaé sygnature o i prerozmaito$é K, jak w dowodzie Stwierdzenia
5.2, a zbidr A to zbidr réwnodci sygnatury o. Podkreslmy, ze D.E. Pal’chunov udowodnil odpowiednik
Twierdzenia 5.6 dla kraty zupelnej co najwyzej przeliczalnej (i sygnatury z jednym binarnym symbolem
relacyjnym) [59, Theorem 8].

Jako wnioski otrzymujemy:

Whniosek 5.7 (H4, Corollary 6.3). Klasa krat dualnie algebraicanych i klasa krat postaci AKX, A) dla qu-
asirozmaitodci K i zbioru zdan pierwszego rzedu A pokrywajg sie.

Whniosek 5.8. [59, Theorem 9], (H4, Corollary 6.4) Dla dowolnej kraty skoficzonej L, istnieja: skofczona
sygnatura o i zbiér A zdant pierwszego rzedu sygnatury o, takie ze L = A(K({g), A).
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5.3. Twierdzenia o charakteryzacji. Wazng role w badaniu krat podklas w przypadku quasirozmaitodci
odgrywaja twierdzenia o charakteryzacji udowodnione przez V. A. Gorbunova i V. 1. Tumanova [32, 33] (takze
[29, Section 5.2]) oraz twierdzenia o redukcji udowodnione przez V. A. Gorbunova [28] (takze [29, Section
5.5]). Pozwalaja one m.in. reprezentowaé dowolne Q-kraty jako kraty podzbioréw algebraicznych postaci
Sp(A4, E) dla pewnej kraty algebraicznej A i relacji £ zwrotnej i przechodniej (oraz dystrybutywnej), a
takze jako granice odwrotne krat postaci Sp(A, E), gdzie krata algebraiczna A ma prostsza strukture niz w
twierdzeniu o charakteryzacji. Podzbiory algebraiczne kraty A nalezace do Sp{A4, E) sa zamknigle ze wzgledu
na relacje B, czyli jesli (a,b) € EC A*ia€ Bdla B e Sp(4,E), tobe B.

Tego typu twierdzenia pozwalajg m.in. zredukowaé problem Birkhoffa-Mal’ceva do opisu par (A, F), gdzie A
jest reprezentowana jako krata kongruencji wzglednych systemu wolnego w odpowiedniej quasirozmaitodci,
zaé I reprezentuje relacje zanurzanio zdefiniowang ne A. Przykladowo:
Twierdzenie 5.9. [29, Corollaries 5.2.2, 5.2.5] Niech K C K(o) bedzie quasirozmaitodciq ¢ niech Fx(w) €
K bedzie K-wolnym systemem nieskoriczonego przeliczalnego rzedu, zas Fx (n) K-wolnym systemem rzedu
0<n<w. Wtedy

Lq(K) = Sp(Conk Tk (w), E) = lim Sp(Conk Tk (n), E).

Relacja E jest zdefiniowana nastepujaco: dla 8,6’ € Con A, gdzie A € K(o), 6’ E 6, jesli A/¢ zanurza si¢ w
A/0. Relacje E nazywamy relacjg zanurzania, jest to relacja dystrybutywna.

W rozdzialach 7. 1 8. [H4] nogdlnily$my wezesniejsze wyniki z [32, 33, 28] na kraty (finitarnych) prerozma-
itodei, w ten sposéb, ze wyniki dla krat quasirozmaitodci, rozmaitoséci, pseudoquasirozmaitosci 1 pseudoro-
zmaitoécei sg wnioskami wyplywajgcymi bezposrednio z naszych twierdzen. W dowodach rozwazamy kraty
postaci Sub.(4, ), za$ dla krat finitarnych prerozmaitosci - kraty Sub(A, E). Prayjmujemy takze aksjomat
wyboru dla klas (CAC 1) podany w [76, Section I1.2] (zaréwno Lp(K), jak i Lp*(K) moga byé klasami
wladciwymi).

Reprezentacja krat podklas za pomoca krat kongruencji stale wzbudza zainteresowanie. Ostatnio ukazalo
sig kilka prac dotyczacych tej tematyki. Na przyklad, A. M. Nurakunov [57} pokazal, ze kazda krata podroz-
maitodci jest dualnie izomorficzna z kratag kongruencji pewnego monoidu z dwoma dodatkowymi operacjami
unarnymi w typie a K. Adaricheva i J. B. Nation [8] udowodnili, ze Q-kraty sg dokladnie kratami dualnie
izomorficznymi z kratami kongruencji potkrat z dodatkowymi operacjami unarnymi spelniajgcymi pewne
wlasnodci. Natomiast J. B. Nation otrzymal w [53], ze krata kongruencji dowolnej pétkraty z operatorami
jest dualnie izomorficzna z krata podprerozmaitosci.

6. POJECIA TECHNICZNE

W latach trzydziestych XX wieku A.1. Mal'cev [47, 48] badal klase pdlgrup zanurzalnych w grupy i otrzy-
mal, ze jest to klasa definiowalna przez quasiréwnosci (czyli quasirozmaito$é). Opisal takze nieskoficzong
baz¢ quasiréwnosciows dla tej quasirozmaitosci pétgrup oraz udowodnil, ze ta klasa nie jest skoficzenie bazo-
walna (czyli nie mozna uzyé skoficzonego zbioru quasiréwnodci). Te wyniki byly inspiracjg rozwoju algebry
uniwersalnej. W pracy [49] Mal’cev pokazal, ze rezultaty uzyskane dla pdlgrup sg czeécia wigkszej teorii.
Z udowodnionego w [49] twierdzenia charakteryzujgcego quasirozmaitosci wynika, Ze dla klasy systeméw
algebraicznych & zamknictej ze wzgledu na produkty zredukowane, klasa systeméw zanurzalnych w systemy
7z K jest quasirozmaitoécia.

6.1. Klasy wzglednie aksjomatyzowalne. Dla dowolnej sygnatury o, przez K (o) oznaczamy klase wszyst-
kich systeméw typu o, przez o¥ zbiér symboli funkeyjnych z o, przez 0¥ zbiér symboli relacyjnych z o, zas
przez o zbiér symboli statych o. Bedziemy rozwazaé systemy algebraiczne czyli niepuste zbiory, na ktd-
rych moga byé zdefiniowane zaréwno operacje, jak i relacje. Systemy algebraiczne nazywamy algebrami, gdy
wystepuja w nich tylko operacje, za$ systemami relacyjnymi, gdy okreslone sg tylko relacje. Wprowadzajac
potrzebne definicje 1 twierdzenia korzystamy gléwnie z ksigzek: V. A. Gorbunova [29], A.T. Malceva [51], ale
takze C.C. Changa i H.J. Keislera [18] oraz W. Hodgesa [37}. Rdwnoscig sygnatury o nazywamy formule
VT A (T) & ... & An(T),
zas quasiréwnodcig sygnatury o formule

VT AL(T) & ... & A, (T) — A(@),
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gdzie A1(T), ..., An(T), A(T) sa formulami atomowymi, czyli formulami postaci
P @), tu(3)),

dla p € e U{=} i terméw 1 (Z), ..., tx(Z).
Niech K’ € K C K(o). Powiemy, ze K’ jest klasg K-quasiréunodciowg [K-réwnosciowy, odpowiednio], jesli
K’ = KNMod(X) dla pewnego zbioru ¥ quasiréwnodci [réwnosci] sygnatury o. Quasirozmaitoscig [rozmaito-
Sciq] sygnatury o jest klasa K(o)-quasiréwnosciowa [K(o)-réwnosciowa]. Oczywiscie, kazda rozmaitosé jest
quasirozmaitoscia. Zauwazmy, Ze w przypadku sygnatury zlozonej tylko z symboli relacyjnych studiowanie
rozmaitoscl takich obiektéw nie daje nam zbyt wiele np. dla binarnego symbolu relacyjnego R mamy tylko
3 nietrywialne réwnosci: Vo R(z,z), Vay R(z,y), Vry x = y.
Niech Lg(K) [Lv(K), odpowiednio] oznacza zbiér wszystkich K-quasiréwnosciowych [K-réwnosciowych, od-
powiednio] podklas K. Ze wzgledu na relacje zawierania, Lq(K) [Lv(K), odpowiednio] tworzy krate zupelna
nazywang kratq podquasirozmaitosdci | podrozmaitodei] klasy K.
Odwzorowanie : A — B dwéch systeméw algebraicznych sygnatury o nazywamy homomorfizmem, jesli dla
kazdego f € o, p € o, ¢ € 0 i dowolnych a; € A, zachodza:

o (I aesan) = £ (pla) s plan)

o jesli A = p™(ar,...,am) to B = p® (plar),. .., plam));

o ety =cP.
Dla klasy K C K(o), uzywamy nastepujacych oznaczen: Q(K) na najmniejszg quasirozmaitosé, zas V(K)
na najmniejszg rozmaito$é, zawierajaca klase K. Przez H(K) oznaczamy klase systeméw z K(o), ktére sa
obrazami homomorficznymi systeméw z K; przez P(K) [P¥(K), odpowiednio] - klase systeméw z K(o)
izomorficznych z produktami prostymi [skoficzonej liczby] systeméw z K; przez P,.(K) - klase systeméw z
K(o) izomorficznych z produktami zredukowanymi systeméw z K; przez P, (K) - klase systeméw z K(o)
izomorficznych z ultraproduktami systeméw z K; przez P, (K) [PY(K), odpowiednio] - klase systeméw z K (o)
izomorficznych z produktami podprostymi [skoficzone] liczby] systeméw z K; przez L (K) - klase systemdow
z K(o) izomorficznych z granicami nadprostymi systeméw z K [29, Section 1.2.5]; a przez S(K) - klase
systeméw z K(o) izomorficznych z podsystemami systeméw z K. Przez Ky, oznaczamy klase wszystkich
skoriczonych systeméw z klasy K.

Latwo sprawdzié, ze dla dowolnej klasy K zachodzi inkluzja: SP(K) C P,S(K). Jesli A jest produktem
podprostym systeméw A;, ¢ € I, zapisujemy to w nastepujacy sposéb: A < [];c; A
Twierdzenie Mal’ceva [49] charakteryzuje quasirozmaitosci w nastepujacy sposéb

Q(K) = SP.(K),
za$ Twierdzenie Birkhoffa [14] (wersja dla systeméw algebraicznych udowodniona w [51, 29]) charakteryzuje
rozmaitosci:

V(K) = HSP(K).
Inng charakteryzacje quasirozmaitoéci podali G. Gratzer i H. Lakser [34]

Q(K) = SPP(K),
z ktére] wynika, ze jesli K jest skoficzonym zbiorem skoniczonych systeméw, to Q(K) = SP(XK). Z kolei V. A.
Gorbunov i V. 1. Tumanov [33] (takze {29, Theorem 2.3.6]) znalezli nastepujacy opis

Q(K) = L,SP(K) = L,P.(K),

ktéry pozwala charakteryzowadé quasirozmaitosci za pomoca pewnych podzbioréw krat kongruencji. Systemy,
ktére otrzymujemy w wyniku dzialania operatora L, sa granicami prostymi nad skierowanymi rodzinami
systemoéw algebraicznych, w ktérych homomorfizmy sa na. Oczywiscie, wystepuja tez inne charakteryzacje
quasirozmaitosci, sa one dokladnie oméwione w [29, Section 2.3].
Istotna role w naszych badaniach beda odgrywaly pseudorozmaitodci algebr, czyli klasy algebr skoriczonych
tego samego typu, zamknigte ze wzgledu na operatory H, S i P¥. Dla kazdej rozmaitosci V, klasa Vi, jest
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pseudorozmaitoscig. Kraty pseudorozmaitosci algebr skoniczonych byly badane m.in. przez P. Agliano i J. B.
Nationa [11].

6.2. Prerozmaitodci. Klasa K C K(o) jest prerozmaitodeig, jesli K = SP(K) = P S(K), za$ finitarng
prerozmaitodcig, jesli K = SPY(K) = PYS(K).

Pojecie prerozmaitodci finitarnej (w przypadku sygnatury bez symboli relacyjnych) wprowadzit A. Vernitski
w [92, 93]. B. Banaschewski i H. Herrlich w [12] pokazali, ze klasa jest prerozmaitodcig wtedy i tylko wtedy,
gdy moze byé zdefiniowana przez nieskonczone implikacje.

V. A. Gorbunov w [29, Section .2.5] badal wzgledne quasirozmaitodci i tzw. klasy Birkhoffa, w {H4] otrzyma-
lydmy analogiczne wyniki dla prerozmaitosci.

Definicja 6.1. [H4, Definition 3.2] Niech K’ C K C K(o). Wtedy K’ jest [finitarng] K-prerozmaitodcig,
jedli K’ = KN A dla pewnej [finitarnej] prerozmaitosci A € K(o).

Réwnowaznie, K’ jest [finitarng] K-prerozmaitoicia wtedy i tylko wtedy, gdy K' = KN SP(K') [K' =
K N SPY(K'), odpowiednio].

V. A. Gorbunov wprowadzil takze definicje pseudo-quasirozmastodei (odpowiednika, pseudorozmaitosces), kt6-
ra w naszym jezyku wyglada nastepujaco:

Definicja 6.2. [H4, Definition 3.3] Klasa K C K(o)rin jest pseudo-quasirozmaitoscig, jesli jest finitarng
prerozmaitoscia.

Przez Lp(K) [Lp“(K), odpowiednio] bedziemy oznaczaé klase wszystkich [finitarnych] K-prerozmaitodci.
Moze to byé klasa wiadciwa. Zaréwno Lp(K), jak i Lp“(K) tworza kraty zupelne ze wzgledu na relacje
zawierania.

6.3. Kongruencje systeméw algebraicznych.

Definicja 6.3. [29, Section 1.4.1] Dla systemu algebraicznego A € K(o), kongruencje 6 na A jest ciag
(6(p) | p € ¥ U{=}), dla ktérego zachodzy :
() 6(p) € A¥®), gdzie v(p) oznacza liczbe argumentéw w p, dla dowolnego p € of U {=};
(if) (=) jest relacja réwnowaznoéci na A;
(ii1) jedli A |= p(a1,...,am) to (a1,...,am) € 8(p) dla dowolnego p € o¥ takiego, ze v(p) = m;
(iv) jedli (a1,b1), ..., (an,bn) € 0(=), to (fla1,...,an), f(b1,...,by)) € 0(=) dla dowolnego f € o
takiego, ze v(f) = n;
(v) jesli (a1,b1), ..., (@m, D) € 0(=) i (a1,...,an) € 6(p), to (by,...,by) € 6(p) dla dowolnego p € o’
takiego, ze v(p) = m.

Latwo sprawdzié, ze dla dowolnego homomorfizinu systeméw algebraicznych ¢: A — B, ciag ker ¢ zdefinio-
wany nastepujaco dla dowolnego p € o’ U {=} takiego, ze v(p) = m,

(ker )(p) = {(a1, ..., am) € A™ | B = p(p(a1),. -, plam))},
jest kongruencja (nazywang jgdrern homomorfizmu ¢). Kongruencje na systemie A sy dokladnie jadrami
homomorfizméw z A [29, Proposition 1.4.4].
Dla systemu A € K(o) i klasy K C K(o) przez ConA oznaczamy zbidér wszystkich kongruencji na A. Jedli
6 € Con A to system ilorazowy A/ = (A/6;0) definiujemy nastepujaco:

Far/6,...,an/0) = f(a1,...,a)/0; feol, v(f)=mn
A0 = M, ceoY
AlB = plar/d,. .. am/0) jesli (a1, ..., an) € O(p); peo’ vip)=m.

Klasa K nie musi by¢ zamknieta ze wzgledu na obrazy homomorficzne. Mozna wiec rozwazac zbidr
Cong A = {0 € ConA | A/0 € K}

uporzadkowany czeSciowo przez relacje zawierania (zdefiniowang po wspdlrzednych). Jesli K jest quasirozma-

itoécia, to Congk A jest krata algebraiczng nazywana, kratg kongruencii wzglednych lub kratg K-kongruencyi

systemu A.
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6.4. Poétkraty. Powiemy, ze relacja binarna R zdefiniowana na poétkracie (S, A) jest dystrybutywna, jeshi dla
dowolnych a,b, ¢ € S zachodzi: jedli (¢,aAD) € R, to ¢ = o/ AV dla pewnych o, b € S, takich, ze (¢/,0) € R
(¥, b) € R. Relacja réwnoécei = jest dystrybutywna; dowolna krata (L, <) jest dystrybutywna wtedy i tylko,
wtedy gdy porzadek < jest relacja dystrybutywna.

Niech (S, A,1) bedzie pétkrata z jedynka i niech R C S2. Przez Sub(S, R) oznaczymy zbiér wszystkich R-
domknietych podpdtkrat potkraty S; czyli X € Sub(S, R) wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sa nastepujace
warunki:

- A F e X dla zbioréw skoficzonych F C X;
-jeslibe Xi(a,b)e Rtoae X.

W przypadku kraty L, aby okreslié Sub(L, R), bierzemy jej redukt pélkratowy (ze wzgledu na operacje kresu
dolnego). Dla kraty zupelnej L, przez Sub.(L, R) oznaczamy zbiér wszystkich zupelnych R-domknietych
podpdtkrat dolnych w L, przez Sp(L, R) - zbiér wszystkich R-domknigtych podzbioréw algebraicznych kraty
L. W przypadku relacji réwnosci, zamiast Sub(L, =) [Sub.(L, =), Sp(L, =)] piszemy Sub(L) [Sub.(L), Sp(L)].
Jedli rozwazymy relacje zawierania, to wszystkie te zbiory tworza kraty zupelne, gdzie kresem dolnym jest
teorio-mnogodciowe przeciecie. Kresy gérne zdefiniowane sa nastepujaco:

o dla A,BeSub(L,R): AVB=1{aAblac A, be B}
o dla A, B € Sub.(L,R): AVB={aAblac A, be B};
e dla A, BeSp(L,R): AVB=1{aAblacA, be B}, jesli L jest dodatkowo kraty gérnie ciagly.

5. Omoéwienie pozostalych osiggnieé naukowo-badawczych
Publikacje wchodzace w sklad rozprawy doktorskiej:

[A1] A.B. Romanowska, A. Zamojska-Dzienio, Embedding semilattice sums of cancellative modes into
semimodules, Contributions to General Algebra 18 (2001), 295-304. (w spisie literatury pozycja
[74])

[A2] A.B. Romanowska, A. Zamojska-Dzienio, Embedding sums of cancellative modes into semimodules,
Czechoslovak Math. J. 55(4) (2005), 975-991. (w spisie literatury pozycja [75])

[A8] A. Zamojska-Dzienio, Medial modes and rectangular algebras, Comment. Math. Univ. Carolinae
47(1) (2006), 21-34. (w spisie literatury pozycja [94])

Publikacje po doktoracie spoza rozprawy habilitacyjnej:

[A4] A.B. Romanowska, M. Stronkowski, A. Zamojska-Dzienio, Embedding sums of cancellative modes
into functorial sums, Demonstratio Math. 44(3) (2011), 557-569. (w spisie literatury pozycja [73])

[A5] A. Pilitowska, A. Zamojska-Dzienio, Representation of modals, Demonstratio Math. 44(3) (2011),
535-556. (w spisie literatury pozycja [60})

[A6] A. Pilitowska, A. Zamojska-Dzienio, On some congruences of power algebras, Cent. Eur. J. Math.
10(3) (2012), 987-1003. (w spisie literatury pozycja [61])

[A7] A. Pilitowska, A. Zamojska-Dzienio, Varieties generated by modes of submodes, Algebra Universalis
68(3-4) (2012), 221-236. (w spisie literatury pozycja [62])

[A8] A.M. Nurakunov, M.V. Semenova, A. Zamojska-Dzienio, On lattices connected with various types of
classes of algebraic structures, Uchenye Zapiski Kazanskogo Universiteta. Seriya Fiziko-Matemati-
cheskie Nauki 154(2) (2012), 167-179. (w spisie literatury pozycja [58])

[A9] A. Pilitowska, A. Zamojska-Dzienio, The lattice of subvarieties of semilattice ordered algebras, Order
31(2) (2014), 217-238. (w spisie literatury pozycja [63])

[A10] A. Pilitowska, A. Zamojska-Dzienio, Closure operators on algebras, Internat.J.Algebra Comput.
25(6) (2015), 1055-1074. (w spisie literatury pozycja [64])
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[A11] P. Jedligka, A. Pilitowska, D. Stanovsky, A. Zamojska-Dzienio, The structure of medial quandles,
J.Algebra 443 (2015), 300-334. (w spisie literatury pozycja [39])

[A12] P. Jedlitka, A. Pilitowska, A. Zamojska-Dzienio, Free medial quandles, praca przyjeta w Algebra
Universalis (w lipcu 2016, kopia wiadomosci od redakeji wéréd zalacznikéw do Wrniosku),
http://arxiv.org/abs/1512.06275.

Publikacja [A8] jest artykulem pisanym na zaproszenie Uniwersytetu w Kazaniu w Rosji. Na przelomie wrze-
$nia i pafdziernika 2011 r. odbyla sig tam ogdélnorosyjska konferencja i warsztaty dla doktorantéw instytutéw
matematycznych réznych oddzialéw Rosyjskiej Akademii Nauk. M. Semenova wyglosita zaproszony wyklad
O klasach aksjomatyzowalnych. Artykul, rozwijajacy temat wykladu, ukazal sie w tomie pokonferencyjnym i
opiera sie gléwnie na wynikach uzyskanych w pracy [H4] oraz na wynikach A. Nurakunova [55, 56, 57]. Nowe
rezultaty zawarto w rozdziale 3, gdzie otrzymano wersje Stwierdzen 5.2 1 5.3 dla sygnatury skladajacej sie z
jednego unarnego symbolu relacyjnego i stalych, a takze dla sygnatury sktadajacej sie tylko ze statych.

Pozostale prace dotycza nastepujagcych zagadnien:
1. Zanurzanie algebr modowych w pétmoduly;
2. Algebry péikratowo uporzgdkowane;

3. Algebry podalgebr;
4. Quandle medialne.

1. Zanurzanie algebr modowych w pélmoduly. Tematem mojej rozprawy doktorskiej bylo poszuki-
wanie odpowiedzi na pytanie postawione przez A. Romanowska i J.D.H. Smitha, czy kazda algebra modowa
zanurza sie jako podredukt w pélmodul nad przemiennym pélpierscieniem. Algebry modowe sa to alge-
bry idempotentne (kazdy podzbiér jednoelementowy jest podalgebra) i entropiczne (dowolne dwie operacje
bazowe sg ze sobg przemienne). Te wlasnosci mozna wyrazi¢ przez réwnosci:

w(z,...,x)~x, (idempotentnosd),

W(A(Z11s -y Tn1)y e D Zamy oy Tam)) = W11, Tim), -y W Tnls o vy Trom ) )s (entropicznoéé),

dla dowolnych operacji bazowych w (m-argumentowej) 1 ¢ (n-argumentowej). Prace [A1}-[A3] wchodzg w
sklad doktoratu. W pierwszych dwéch opracowano technike zanurzania algebr modowych z pewnych (qu-
asi)rozmaitodci w pélmoduly nad pierécieniami przemiennymi z jedynka. Metoda ta oparta jest na dwéch
faktach: skracalne algebry modowe zanurzaja sie w moduly nad odpowiednimi pierécieniami [72] a suma
Plonki moduléw nad pierécieniem R jest péimodulem nad tym samym pierscieniem R. Zaproponowana
technika jest dosyé uniwersalna, bo wiele algebr modowych mozna reprezentowaé za pomocg sum Lalle-
menta, ktére po spelnieniu dodatkowych warunkdéw zanurzaja sie jako podalgebry w sumy Plonki. Tak jest
np. w przypadku, gdy w algebrze modowej istnieje kongruencja taka, ze klasy abstrakcji sa skracalne, zas
algebra ilorazowa jest: potkrata [A1], idempotentng pélgrupa normalna [A2], algebra modowg medialng lub
rektangularng [A3]. W pracy [A4] pokazaliémy miedzy innymi, jak dalej uogélnié wyniki o zanurzaniu. Pelnej
odpowiedzi na pytanie Romanowskiej i Smitha udzielilt M. Stronkowski w [90].

2. Algebry podalgebr. Prace [AG]-[A7] dotycza poszukiwania odpowiedzi na pytanie o réwnosci spelnione
w rozmaitodciach generowanych przez algebry podalgebr dla algebr modowych. Algebry potegowe zostaly
wprowadzone przez B. Jénssona i A. Tarskiego [40]. Dla danego zbioru A oznaczymy przez PsgA rodzineg
wszystkich niepustych podzbioréw A. Dla dowolnej n-arnej operacji w: A™ — A zdefiniujemy operacje kom-
pleksowq (lub potegowq) w: PsoA™ — PsoA w nastepujacy sposéb: w(Ag, ..., Ay) = {w(ar,...,as) | a; €
A}, gdzie @ # Ay, ..., A, C A. Algebrqg potegowq (kompleksowq lub globalng) algebry (A, ) jest algebra
(P=04, Q).

Scidle zwigzane z algebrami podzbioréw sa algebry podalgebr. Niech AS bedzie zbiorem wszystkich (nie-
pustych) podalgebr algebry (A4,2). Ogdlnie, rodzina AS nie musi byé zamknieta ze wzgledu na operacje
kompleksowe. Jedli jednak jest, to (AS,§) jest podalgebra algebry (PsoA, ) i jest nazywana algebrg po-
dalgebr algebry (A, Q) [69], [71]. Algebry potegowe moddéw sy entropiczne, ale bardzo rzadko idempotentne.
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Natomiast dla kazdej algebry modowej istnieje jej algebra podalgebr, ktéra réwniez jest idempotentna i
entropiczna.

G. Gritzer i H. Lakser [35] scharakteryzowali réwnosci spelnione w rozmaitoéci VI generowanej praez wszyst-
kie algebry potegowe algebr z danej rozmaitosci V, w odniesieniu do réwnoéci prawdziwych w V. Powiemy,
ze term t jest liniowy, jesli wszystkie zmienne wystepuja w ¢ co najwyzej raz. Réwnoéé t =~ u jest liniowa,
jesli oba termy ¢ i u sa liniowe.

Twierdzenie 6.4 (Gritzer-Lakser). Niech V bedzie rozmaitodcig algebr. Rozmaito$é VE spelnia dokladnie
te rownodci, ktére sq konsekwenciami réumodci liniowych prawdziwych w V.

Oczywiscie, entropicznosé jest przykladem réwnosci liniowej, zaé idempotentnodé nie jest réwnoscia liniowa,
ale idempotentnosé moze byé konsekwencja rownosci liniowych. Nie jest znana charakteryzacja podobna do
tej otrzymanej w Twierdzeniu 6.4 dla rozmaitodci V8 generowanej przez algebry podalgebr algebr nalezacych
do V. W szczegdlnosel nie jest znana pelna odpowieds na nastepujace pytanie postawione w [68]:

Pytanie 6.5. Czy rozmaitoéé M8 generowana przez algebry podmoddw z rozmaitosci M spetnia dokladnie
konsekwencje réwnodei lintowych i idempotentnych prowdziwych w M?

Pytanie 6.5 pociaga za soba mocniejszg hipoteze

Hipoteza 6.6. [10] Idempotentna rozmaitodé V, w ktdrej dla kazdej algebry istnieje jej algebra podalgebr,
jest rowna rozmaitosci V8 generowanej przez algebry podalgebr algebr nalezgcych do 'V wtedy i tylko wtedy,
9dy baza réwnosciowa V zlozona jest jedynie z réwnosci liniowych i idempotentnych.

W pracy [A6] udalo nam si¢ potwierdzié¢ powyzszg hipoteze w przypadku rozmaitosci algebr modowych,
dla ktérych rozmaito$é MY jest lokalnie skoficzona. Wykorzystalyémy zupelnie inng metode dowodu niz
we wezedniejszych prébach np. [10]. Rozszerzyly$my sygnature algebry potegowej dodajac operacje teorio-
mnogosciowej sumy zbioréw, w ten sposéb otrzymujac rozszerzong algebre podzbiordw. Nastepnie wykorzy-
stalySmy znaleziong przez nas najmniejsza kongruencje, dla ktérej algebra ilorazowa wyjsciowej algebry jest
idempotentna czyli tdempotentng replike. W ostatnim etapie, rozwazaly$my redukty ze wzgledu na poczat-
kowe operacje otrzymanych w ten sposéb algebr ilorazowych i rozwazalysmy tylko réwnosci nie zawierajace
operacji sumy. To podejscie i nasz rezultat zostaly zaprezentowane przeze mnie na plakacie podczas 6. Eu-
ropejskiego Kongresu Matematycznego w Krakowie.

W pracy [A7] opisalyémy inne kongruencje rozszerzonych algebr podzbioréw, dla ktérych algebra ilorazowa
jest idempotentna. Co wazne, tych kongruencji nie mozna otrzymaé metodami zaproponowanymi przez C.
Brinka [17]. Opisane przez nas kongruencje sa w pelni niezmiennicze, odegraja wige istotng role przy opisie
kraty podrozmaitoéci dla pélkratowo uporzadkowanych algebr modowych tzw. modaldw [69].

3. Algebry pélkratowo uporzadkowane. Prace [A5], [A9], [A10] dotycza algebr uporzadkowanych pél-
kratowo. Niech U bedzie rozmaitodcig wszystkich algebr typu 7: @ — N i niech V C U bedzie podrozma-
itoscig U. Algebre (A4, Q, +) nazywamy pdlkratowo uporzgdkowang V-algebrg, jesli (A, Q) nalezy do rozma-
itosci V, (A, +) jest (gorna) péikrata oraz operacje ze zbioru §) sa rozdzielne wzgledem operacji +, tzn.
dla kazdej 0 # n-arnej operacjii w € Q, 1 x1,...,Zs, Ui, ..., Ty € A zachodzi w(zy,..., 2z + Yiy...,2n) =
W(Z1y. @y ) FwW(Z1, o Yy - -5 Tn), dla dowolnych 1 < 4 < n (np. [16], [19], [25]). Klasa wszystkich
pélkratowo uporzadkowanych V-algebr tworzy rozmaito$é oznaczang 8v. Rozszerzone algebry potegowe sg
przykladami pétkratowo uporzadkowanych algebr a rozszerzone algebry potegowe algebr wolnych odgrywaja
szczegdlng role w tej teorii. W szezegdlnodcei, rozszerzona algebra potegowa (PSy Fy(X), (2, U) skoficzonych
niepustych podzbioréw algebry Fy(X) ma wlasnosé uniwersalno$ci w rozmaitodci 8y [A9, Theorem 3.1],
gdzie Fy(X) oznacza algebre wolna w rozmaitoéci V C U, o przeliczalnym (nieskonczonym) zbiorze genera-
toréw X. W [A9] opisaly$my algebry wolne w rozmaitodci Sy C 85, uogdlniajac rezultaty z [45, 95, 70] dla
pélkratowo uporzadkowanych pélgrup oraz modaldw.

Twierdzenie 6.7 (A9, Corollary 3.3). Algebra (PS§Fy(X),Q,U) jest wolna nad zbiorem X w rozmaitosci
Sy wtedy i tylko wtedy, gdy (PSEFy(X),Q,U) € Sy.

Otrzymujemy stad, ze algebra (PSfFy5(X), Q,U) jest wolna nad zbiorem X w rozmaitodci 8g5. Gléwnym
celem pracy [A9] bylo opisanie kraty podrozmaitosci wszystkich pélkratowo uporzadkowanych U-algebr
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ustalonego typu w odniesieniu do kraty podrozmaitoéci wszystkich U-algebr. Wynik ten jest zawarty w [A9,
Theorem 5.12].

W pracy [A10] badaly$my zwigzki miedzy operatorami domknigcia zdefiniowanymi na algebrze (4,) a
kongruencjami rozszerzonej algebry potegowej okreslonej na (A4, ?). Inspiracja byly wyniki M. Novotnego
[54] i J. Fuchsa [24] dotyczace tzw. dopuszczalnych operatordw domkniecia okre$lonych na monoidach i ich
rastosowan w teorii jezykéw, a takie zastosowanie takich operatoréw przez Kufila i Poldka [45] do opisu
rozmaitosci potkratowo uporzadkowanych pélgrup. W szczegdlnodci, uzyskalyémy wzajemnie jednoznaczne
odpowiednio$ei miedzy zbiorami kongruencji w pelni niezmienniczych i zbiorami operatoréw domkniecia
spelniajacymi dodatkowe wlasnoéci. Pozwolilo nam to uzyskaé alternatywny opis kraty podrozmaitodci al-
gebr poélkratowo uporzadkowanych w stosunku do wynikéw [A9]. W pewnych przypadkach opis z [A10]
jest prostszy, pokazaly$my m.in. jak mozna go wykorzystaé w przypadku idempotentnych podrozmaitosci
potkratowo uporzadkowanych algebr.

Pétkratowo uporzadkowane algebry modowe czyli modaty, byly wezeéniej badane m.in. przez A. Romanow-
ska i J.D.H. Smitha w [69, 71] oraz K. Kearnesa w [42]. W pracy [A5] opisaly$my algebry wolne w dowolnej
rozmaitoéci modaléw oraz znalazlyémy nowsg reprezentacje modaléw wykorzystujac rozszerzone algebry po-
tegowe modow. Wyniki uzyskane w tej pracy byly inspiracja do szerszego spojrzenia na algebry pétkratowo
uporzadkowane, co zaowocowalo pracami [A9] 1 [A10]. Dodatkowo, dzigki badaniu réwnosci speinionych w
modalach oraz znalezieniu idempotentnej repliki dla rozszerzonych algebr potegowych modéw, moglysmy
zmierzy¢ sig z hipoteza 6.6 w [A6].

4. Quandle medialne. Praca [A11] po$wiecona jest guandlom medialnym. Quandle sg algebrami, ktére po-
jawiaja si¢ w topologii jako niezmienniki weziéw [41]. Dokladniej, qguandlem (Q,-) nazywamy idempotenting,
lewo-rozdzielng lewg quasigrupe, czyli algebre spelniajaca dla dowolnych elementéw z,y, 2z € () nastepujace
warunki:

* I =T,

*» z(yz) = (zy)(w2),
e réwnanie zu = y ma jednoznaczne rozwiazane u € Q.

Dla dowolnej grupy A, grupoid okreslony na tym samym zbiorze z operacjg sprzezenia jest przykladem
quandla. Ogodlnie, struktura pewnych quandli jest bardzo $ci$le zwigzana z modutami nad przemiennymi
pierécieniami.

W naszych badaniach zajeliSmy sie quandlami medialnymi, czyli entropicznymi tzn. spelniajacymi dodat-
kowo réwnoéé (xy)(zt) = (zz)(yt). Jest to wiec wazna klasa algebr modowych. Podstawowych przyktadéw
dostarczaja quandle afiniczne (A, -) skonstruowane z grupy abelowej (A, +), w ktérych operacja - zdefiniowa-
na jest nastgpujaco: a-b = a~— f(a)+ f(b), gdzie f jest automorfizmem grupy A. Okazuje sig, Ze takie quandle
pelnia, postawows role w teorii quandli medialnych. Gléwnym wynikiem w pracy [A11] bylo pokazanie, ze
kazdy quandel medialny jest sumg quandli afinicznych skonstruowang w pewien okredlony sposdb [Theorem
3.14]. Rozklad na sume otrzymujemy w wyniku dzialania szczegdlnej podgrupy grupy automorfizméw qu-
andla medialnego tzw. grupy przesunied. Co wazne, taka konstrukeje mozna przeprowadzié¢ w jednoznaczny
Sposéb.

Otrzymane twierdzenie o reprezentacji pozwolito nam rozwiagzaé bardzo istotny problem w teorii klasyfikacji
quandli skoficzonych i rozstrzygnaé, kiedy dwa quandle medialne sg izomorficzne. Dzigki temu moglismy
opracowaé skuteczne algorytmy shuzace do policzenia (nieizomorficznych) quandl medialnych niskich rzedéw
i poprawié znane wezesniej wyniki.

Grupy przesunigé, w przypadku wolnych quandli medialnych, sg wolnymi Z[t, t~1]-modulami. W pracy [A12]
konstruujemy wolne quandle medialne wykorzystujac takie moduly. Jako wniosek otrzymujemy, Ze rozmaitodé
quandli medialnych jest generowana przez quandle afiniczne. Nastepnie, badamy dwie podrozmaitosci quandli
medialnych, ktére odgrywajg istotna role przy rozwazaniu skonczonych quandli medialnych. Sa to tzw.
quandle n-symetryczne oraz quandle m-reduktywne. W obu przypadkach, takze konstruujemy algebry wolne
i badamy ich wlasnodci.
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Wspélpraca rozpoczeta w ramach projektu ” Algebra ogélna i zastosowania” w Polsko-Czeskim Programie
Wykonawczym na lata 2013-14 (TAMB13PLO013 i 8829/R13/R14) jest kontynuowana. Do publikacji wysiano
takze prace:

[B2]

P. Jedlicka, A. Pilitowska, A. Zamojska-Dzienio, Subdirectly irreducible medial quandles, 2015,
(http://arxiv.org/abs/1511.06529).

Obecnie przygotowujemy prace:

(B3]

P. Jedlicka, A. Pilitowska, D. Stanovsky, A. Zamojska-Dzienio, Subquandles of affine quandles, 2017.

6. Referaty wygloszone na konferencjach naukowych

On some reducts of semimodules, konferencja AAABY Workshop on General Algebra i CYA15 Con-
ference of Young Algebraists, Poczdam, Niemcy, 2000.

Embedding sums of cancellative modes over Q-normal bands into some semimodules, konferencja
AAAG62 Workshop on General Algebra, Linz, Austria, 2001.

Embedding modes into semimodules, konferencja AAA64 Workshop on General Algebra, Olomuniec,
Czechy, 2002.

Embedding medial modes into semimodules, 42nd Summer School on General Algebra and Ordered
Sets, Mala Moravka, Czechy, 2004.

Embedding modes into semimodules, International Algebraic Conference, Ekaterinburg, Rosja, 2005.
On lattices embeddable into lattices of order convex sets. Case of pseudo N-free posets, konferen-
cja AAA73 Workshop on General Algebra i CYA22 Conference of Young Algebraists, Klagenfurt,
Austria, 2007.

On lattices embeddable into convexity lattices of some posets, konferencja , Algorithmic Complexity
and Universal Algebra, Szeged, Wegry, 2007.

On some congruences of power algebras, konferencja AAA78 Workshop on General Algebra, Bern,
Szwajcaria, 2009.

Free modals, konferencja AAAS80 Workshop on General Algebra, Bedlewo, Polska, 2010.

A reduction theorem for finitary prevarieties, konferencja AAA81 Workshop on General Algebra,
Salzburg, Austria, 2011.

A reduction theorem for pseudo-quasivariety lattices, konferencja OAL 2.0, Second International
Conference on Order, Algebra and Logics, Krakéw, 2011.

A reduction theorem for prevarieties, konferencja Mal’tsev Meeting, Nowosybirsk, Rosja, 2011.
Representing lattices by lattices of subclasses, konferencja AAA83 Workshop on General Algebra,
Nowy Sad, Serbia, 2012.

On idempotent factors of power algebras, konferencja AAA84 Workshop on General Algebra, Drezno,
Niemcy, 2012.

Semilattice ordered algebras I - free algebras, Conference on Universal Algebra and Lattice Theory,
Szeged, Wegry, 2012.

Plakat Identities in varieties generated by algebras of subalgebras, 6th European Congress of Mathe-
matics, Krakéw, 2012.

On quasivarieties of graphs, The 50th Summer School on Algebra and Ordered Sets, Novy Smokovec,
Slowacja, 2012.

On subvarieties of semilattice ordered algebras I, konferencja AAA85 Workshop on General Algebra,
Luksemburg, 2013.

Free semilattice ordered algebras and their subreducts, konferencja AAA87 Workshop on General
Algebra, Linz, Austria, 2014.

The structure of medial quandles, konferencja Algebras and Clones Fest, Praga, Czechy, 2014.

On complexity of quasivariety lattices, konferencja AAA89 Workshop on General Algebra, Drezno,
Niemcy, 2015.
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o O quandlach medialnych, konferencja Oblicza Algebry, Krakéw, 2015.

e On congruences of medial quandles, konferencja Loops’l5, Ohrid, Macedonia, 2015.

o On complexity of lattices of subclasses (wyklad plenarny), konferencja Algebra Across the Borders,
Astana, Kazachstan, 2015.

e On quasivarieties of graphs, konferencja AAA92 Workshop on General Algebra, Praga, Czechy, 2016.

7. Referaty na seminariach w jednostkach zagranicznych

e Imbedding modes into semimodules, Technische Universitéit, Darmstadt, Niemcy, 2003.

o Modes, seminarium Algebra i Logika, Instytut Matematyki im. Sobolewa, Syberyjski Oddzial Rosyj-
skiej Akademii Nauk, Nowosybirsk, Rosja, 2007.

o Aziomatizable classes of structures, seminarium Teoria Modeli, Instytut Matematyki im. Sobolewa,
Syberyjski Oddziat Rosyjskiej Akademii Nauk, Nowosybirsk, Rosja, 2011.

o Modes and modals. Varieties generated by modes of submodes, seminarium Algebra Uniwersalna i
Teoria Krat, Instytut Matematyki im. Sobolewa, Syberyjski Oddzial Rosyjskiej Akademii Nauk,
Nowosybirsk, Rosja, 2011.

o Semiilattice ordered algebras, seminarium KAFKA (seminarium z Kombinatoryki, Algorytmiki i Al-
gebr Skonczonych), Uniwersytet Karola, Praga, Czechy, 2013.

o Medial quandles and SIE groupoids, seminarium Algebra Uniwersalna i Teoria Krat, Instytut Mate-
matyki im. Sobolewa, Syberyjski Oddzial Rosyjskiej Akademii Nauk, Nowosybirsk, Rosja, 2013.

o On complexity of lattices of subclasses, seminarium KAFKA (seminarium z Kombinatoryki, Algo-
rytmiki 1 Algebr Skonczonych), Uniwersytet Karola, Praga, Czechy, 2014.

8. Wyjazdy w ramach wspdlpracy naukowej

e Technische Universitat, Darmstadt, Niemcy, listopad 2003.
o Instytut Matematyki im. Sobolewa, Syberyjski Oddzial Rosyjskiej Akademii Nauk, Nowosybirsk,
Rosja, 4 wizyty: marzec 2007, lipiec 2010, paZdziernik 2011, wrzesieh 2013.

e Uniwersytet Karola, Praga, Czechy, 3 wizyty: marzec 2013, marzec 2014, lipiec 2014.
¢ Uniwersytet Nazarbajewa, Astana, Kazachstan, wrzesien 2015.

9. Udzial w krajowych i miedzynarodowych projektach badawczych

o Polsko-Czeski Program Wykonawczy w ramach Umowy miedzy Rzadem Rzeczypospolitej Polskiej
a Rzadem Republiki Czeskiej o wspoélpracy w dziedzinie nauki i techniki, program MNiSW nr
7AMB13PL013/8829/R13/R14, 2013-2014, Algebra ogdlna i zastosowania, koordynator strony pol-
skiej.

e Miedzynarodowy projekt badawczy INTAS nr 03-51-4110 koordynowany przez Unie Kuropejska,
Universal Algebra and Lattice Theory, 2004-2007, wykonawca.

e Grant promotorski J.M. Rektora Politechniki Warszawskiej, O zanurzaniu algebr modowych w pdi-
moduly, 2003-2004, wykonawca.

e 17 grantéw Politechniki Warszawskiej w latach 2000-2016, wykonawca.

10. Nagrody i wyrdznienia

o Nagroda J.M. Rektora Politechniki Warszawskiej za wyrdzniong prace doktorsks, Warszawa, 2004.
e Nagroda zespotowa J.M. Rektora Politechniki Warszawskiej 11 stopnia za osiggniecia naukowe w
roku 2005, Warszawa, 2006.
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o Indywidualne, naukowe stypendium wyjazdowe dla nauczyciela akademickiego Politechniki War-
szawskiej przyznane w drodze konkursu nr CAS/11/POKL ogloszonego przez Centrum Studiéw
Zaawansowanych PW, 2010.

e Stypendium Fundacji Dynastia z Moskwy program wizyt krétkoterminowych w Rosji naukowcow
zagranicznych, http://science-visits.mceme.ru/calendar.html, 2011.

e Nagroda zespolowa J.M. Rektora Politechniki Warszawskiej 1 stopnia za osiggnigcia naukowe w
latach 2010-2011, Warszawa, 2012.

e Stypendium RP na staz naukowy w Rosji, program stypendialny Biura Uznawalnodci Wyksztalcenia
i Wspélpracy Miedzynarodowej, 2013.

e Nagroda indywidualna J.M. Rektora Politechniki Warszawskiej III stopnia za osiggniecia naukowe
w latach 2012-2013, Warszawa, 2014.

Wskazniki stuzace do oceny dorobku naukowego
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