Recenzja wniosku o nadanie tytulu profesora dr Jackowi Graczykowi

Dr Jacek Graczyk jest jednym z czolowych na $wiecie matematykéw pracujacych w
nisko-wymiarowej dynamice, rzeczywistej i zespolonej, dokladniej w teorii iteracji prze-
ksztatcen odcinka i wymiernych przeksztalcen sfery Riemanna, w powigzaniu z analizg
matematyczng jednej zmiennej zespolonej, geometryczng teorig miary, teoria potencjatu,
formalizmem termodynamicznym i fraktalng geometrig, oraz geometryczng kombinato-
ryka.

Dr Jacek Graczyk doktorat zrobil na Uniwersytecie Warszawskim w 1991 r. Niedtugo
potem wyjechal za granice, pracowal w znakomitych uniwersytetach: Caltech w Los Ange-
les, Michigan State Univ., KTH w Stokholmie, wreszcie od 1999 ma stalg prace na stano-
wisku profesora w Uniwersytecie Paris-Sud, w Orsay, jednym z najlepszych uniwersytetéw
na $wiecie. Ma intensywne kontakty z polska matematyka, w szczegdlnosei z Politechnikg,
Warszawska, gdzie wspélpracuje z prof. Grzegorzem Swigtkiem na Wydziale MiNL.

Te okoliczno$ci oraz naturalnie wybitny poziom osiggnieé naukowych Graczyka uza-
sadniaja wystapienie o tytul naukowy profesora z pominieciem polskiej habilitacji, patrz
ustawa o stopniach naukowych i tytule naukowym, Art. 26.3. Zdecydowanie zgadzam sig
z bardzo pozytywng opini¢ M. Misiurewicza w tej sprawie, zalgczong do materialéw.

W autoreferacie Graczyk podzielit swoja dziatalnoéé naukows na 10 tematéw. Oce-
niajac jego dorobek bede si¢ trzymatl tego podziatu,

1. Gestoé¢ hiperbolicznodci w rodzinie logistycznej.

Najbardziej spektakularnym osiggnieciem dr Graczyka jest udowodnienie, wspélnie z
G. Swiatkiem, tzw. Rzeczywistej Hipotezy Fatou z 1920 roku. Udowodnione twierdzenie
méwi, ze dla tzw rodziny standardowej przeksztalcert odcinka f,(z) = az(l—1z) dla gestego
(i otwartego) zbioru parametréw a € [0,4] istnieje trajektoria okresowa przyciggajaca.

Pierwszy dowéd podal G. Swiatek, w preprincie ”Hyperbolicity is dense in the real
quadratic family” Stony Brook, 1992. Ten dowdd byl jednak niezmiernie skomplikowany i
mial opinie¢ nieczytelnego. W pracach Graczyka i Swigtka pojawily sie nowe idee i podany
zostal dowéd prostszy. Te prace to ”Induced expansion for quadratic polynomials” Ann
Sci. Ec. Norm. Sup. (1996), "Polynomial-like property ...” Top. Proc (1996), " Generic
hyperbolicity in the logistic family” Ann. Math. (1997) i wreszcie monografia " The Real
Fatou Conjecture” Annals Math. Studies 144 Princeton 1998.

2. Atraktory i problem Milnora.

W tym temacie w autoreferacie oméwione sg trzy prace J. Graczyka, D. Sandsa i G.
Swigtka na temat atraktoréw metrycznych i wlasno$ci ujemnej pochodnej Schwarza. Dwie
z nich [W13] and [W15] opublikowane zostaly w Annals of Math. 2004, 2005, a jedna [W10]
w Compte Rendu Math. Paris 2001.

Autorzy udowodnili hipoteze Milnora. Mianowicie udowodnili, ze dla kazdego uni-
modalnego przeksztalcenia odcinka, klasy C®, z kwadratowym punktem krytycznym, dla
prawie kazdego punktu z jego zbiér w-graniczny w(x) jest albo

1. nieodpychajaca trajektorig okresows, albo

2. cyklem odcinkdw, na ktérym przeksztatcenie jest topologicznie tranzytywe, albo

3. Zbiorem Cantora z dynamiks typu ”odometru” (solenoidem) przy nieskoficzonej
renormalizacji.



Nie istnieje wiec ”dziki” atraktor w sensie Milnora, czyli innego rodzaju zbior nie-
zmienniczy przyciagajacy wszystkie punkty ze zbiéru dodatniej miary Lebesgue’a.

Uwaga: Istniejg przeksztalcenia unimodalne z bardziej niz kwadratowo-plaskim punk-
tem krytycznym, dla ktérych istnieje ”dziki atraktor”. Sg to np. przeksztatcenia Fibonac-
ciego, wiec nie nieskonczenie renormalizowalne i zadnego z typdw 1.,2. powyzej, dla ktérych
prawie kazdy punkt przyciggany jest do zbioru Cantora w(c) (majacego miare 0), zamiast
byé catym odcinkiem [f(c), f2(c)] jak w typie 2., patrz H. Bruin, G. Keller, T. Nowicki
and S. van Strien ”Wild Cantor attractors exist”, Ann. Math. (1996).

Niestety nie jest to jasno opisane ani w autoreferacie, ani we wstepie do [W13].

Kluczowe jest udowodnienie wlasnosci "ubywania geometrii” (decay of geometry):
duze moduly pierécieni migdzy malymi otoczeniami U,, 5 ¢, a skladowymi przeksztalcenia
pierwszego powrotu do U, zawierajacymi ¢, z ktérej wlasnie wynika hiperbolicznoéé prze-
ksztalcenia indukowanego (powrotu) do sumy W rodziny odcinkéw pelnej miary, co tatwo
implikuje dla prawie kazdego z € W, w(z) = W. Zatem jesli w(c) jest zbiorem Cantora to
nie jest atraktorem.

W fundamentalnej pracy [W15] (Ann. Math. 64 strony) stworzono analityczno-geome-
tryczng teorie dla udowodnienia ubywania geometrii przy zalozeniu Sf < 0. W szczegdl-
noéci pokazano rozszerzalo§é unimodalnych (i multimodalnych z jednym punktem krytycz-
nym) f: I — I do H asymptotycznie holomorficznego na sumie U dwéch dyskéw w C,
%% = o(|y|?). Pewne idee pochodza tu z teorii Malgrange’a, Nirenberga, Mathera. To po-
zwala zastapié¢ Sf < 0 warunkiem geometrycznym dla H waznym dla ubywania geometrii.

Dowéd ubywania geometrii byt podany tez przez innych matematykéw. Nieco inny
(podobno z lukami) dowdd podal M. Lyubich.

3. Pochodna Schwarza i atraktory metryczne.

Powyzsze prace korzystaja z zalozenia ujemnej pochodnej Schwarza Sf < 0 poza
punktem krytycznym.

Wielkim osiggnieciem prac [W10, W13] jest podanie pozytywnej odpowiedzi na stare
pytanie M. Misiurewicza i D. Sullivana, czy kazde multimodalne przeksztalcenie odcinka
klasy C® z wszystkimi trajektoriami okresowymi hiperbolicznymi odpychajacymi ma po
odpowiedniej analitycznej zmianie wspdlrzednych ujemng pochodng Schwarza.

Zatem ”ubywanie geometrii” i w konsekwencji brak dzikich atraktoréw przy zalozeniu
jedynie gladkosci mozna uzyskaé zaktadajac Sf < 0.

Crasem w rozwazaniach réznych autoréw wystarcza ograniczona dystorsja (wynika-
jaca z ujemnej pochodnej Schwarza). W autoreferacie przydatoby si¢ poréwnanie.

4. Dynamika eliptyczna.

Do tej grupy J. Graczyk zaliczyl tylko jedng prace [W12]”Siegel discs with critical
points in their boundaries”, opublikowang w znakomitym pi$mie Duke Math. J. (2003),
wspélng z D. Sandsem i G. Swiatkiem. Rozwigzano w niej stary problem: udowodniono, ze
dla dysku Siegela dla liczby obrotu typu statego, na jego brzegu istnieje punkt krytyczny.

Kilkanascie lat wezeéniej Swiatek i M. Herman udowodnili powyzszy fakt dla wielo-
mianéw kwadratowych, uzywajac pojecia kwazisymetrii i metody ”chirurgii” oraz istnienia,
rozwigzania réwnania Beltramiego. Skonstruowali dzieki temu wielomiany kwadratowe z
dyskami Siegela o dyskutowanych wyzej wlasnodciach i skorzystali z jednoznacznoéci.
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Graczyk, Sands i Swigtek w ogélnej sytuacji uzyli innej pieknej metody: charaktery-
zacji uniwalentno$ci funkeji zespolonej f na dysku poprzez wlasnoéci pochodnej Schwarza
Sf (Nehari, Ahlfors-Weill).

Mam pytanie: czy mozliwe jest uzycie jeszcze innej metody: kryterium uniwalentnoéci
funkcji, ktorej logarytm pochodnej jest funkcjg Blocha?

5. Geometria dyskow Siegela.

Jacek Graczyk i Peter Jones udowodnili znane przypuszczenie Mantona i Nauenber-
gera, ze wymiar Hausdorffa brzegu dysku Siegela 05 jest wiekszy od 1, o ile ten brzeg jest
kwazisymetryczny (jak np. dla liczby obrotu typu stalego) i zawiera punkt krytyczny. Wy-
nik zostal opublikowany w Invent. math. w 2002. Gléwnym technicznym wynikiem bylo
pokazanie, Ze ten brzeg 05 jest lokalnie jednostajnie "sfatdowany” (wiggling) 8(85) > 0.
Ostrze w punkcie krytycznym propaguje sie na caly brzeg za pomoca dynamiki.

Innym waznym twierdzeniem pracy jest fakt, ze kwazisymetrycznosé implikuje typ
staty liczby obrotu. Teoria niezmiennika [ pochodzi z wczedniejszych prac Bishopa i Jo-
nesa. Zostata niedawno znacznie rozwinieta w zwigzku z szacowaniem wymiaru Hausdorfla
zbioréw, w nieopublikowanej jeszcze pracy Jacek Graczyk, Peter Jones, Nicolae Mihalache
"Metric properties of mean wiggly continua” arXiv:1203.6501.

6. Niejednostajna hiperboliczno$c.

W autoreferacie wymieniona jest w tym dziale tylko obszerna fundamentalna praca,
[W17] J. Graczyk, S. Smirnov ”Non-uniform hyperbolicity in complex dynamics” Invent.
math. (2009). Praca ta jest jednak kontynuacja pracy [W7] Graczyk, Smirnov ” Collet, Eck-
mann & Holder”, Invent. math. (1998), oméwionej w autoreferacie w nastepnym punkcie.

Autorzy zbadali w [W17] funkcje wymierne i wielomianowe na sferze Riemanna spet-
niajgce warunek sumowalnoéci dla kazdego punktu krytycznego ¢, ktérego trajektoria w
przéd nie spotyka innych punktéw krytycznych, >0 o [(f™)'(f(c))|™* < oo.

W [W7] silniejsze warunki, czasem takze nazywane ”niejednostajng hiperbolicznosdcia”,
typu Colleta-Eckmanna byty rozwazane. Mialo to zwigzek z mojg praca [P] "Iterations
of holomorphic Collet-Eckmann maps ...” TAMS, 1998). Graczyk i Smirnov wykorzystali
technike okreslania sktadowych przeciwobrazéw kurczgcych sie két przy iteracjach ( nazwali
ja "shrinking neighbourhoods”). Szereg pomystéw z [W7] wykorzystanych bylo potem w
moich pracach, w tym z J. Rivera-Letelier’em i S. Smirnovem, ” Equivalence and topological
invariance of conditions for non-uniform hyperbolicity ...” Invent. math. (2003) i ”Equality
of pressures” ETDS (2004). Praca [W17] byla juz wéwczas dostepna, w formie preprintu.
W szczegdlnodci w wykorzystywatem teleskopy w przdd i w tyt Graczyka i Smirnova, dla
poréwnania wiasnosci CE w przéd i w tyt i wlasno$é Holdera dla obszaréw Fatou. Wyko-
rzystywalem tez i przenioslem na drzewa kodujgce, zastepujgce przeksztalcenie Riemanna,
pod nieobecnosé obszaru Fatou, pojecie hélderowskosci.

Gléwnym wynikiem [W17] byto udowodnienie, ze przy zalozeniu sumowalnosci, szereg
Poincaré’go

o0
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dla prawie wszystkich z ma wykladnik zbieznoéci t = to réwny wymiarowi hiperbolicznemu
zbioru Julii J (réwny tez minimalnemu wykladnikowi miary konforemnej, tzn z Jakobia-
nem |f|* ). (Wykladnik zbieznoéci ty to infimum ¢, dla ktérych szereg jest zbiezny.) W
przypadku Leby(J) = 0 zawsze tg jest réwny wymiarowi pudetkowemu BD(.J). Niedawno
okazalo sig ze te wymiary w pelnej ogdlnosci nie muszg byé réwne (Avila, Lyubich). Z
[17] wynika, ze przy zalozeniu niejednostajnej hiperbolicznoéci, sa one réwne. Dla CE i
nierenormalizowalnych wielomianéw kwadratowych udowodnitem to wezedniej w [P].

W [17] udowodniono tez inne wazne wiasnosci f przy zalozeniu sumowalnoéci z od-
powiednim «: $rednig porowatoéé J (o ile J # C), BD(J) < 2 i lokalng spéjnosé brze-
gdéw sktadowych C\ J (obszaréw Fatou). Z tej porowatoéci natychmiast wynika zerowa
miara Lebesgue’a (Hipoteza Ahlfors’a przy zalozeniu sumowalnodci, a nawet BD(J) < 2.
(Przy silniejszych zalozeniach: CE, udowodnitem $rednig porowato$é w pracy wspdluej z
S. Rohde, Fund. Math. 1998.)

Niektére wyniki, dotyczace np. istnienia ergodycznej bezatomowej miary konforemnej
v z wykladnikiem ¢y i (przy nieco silniejszym warunku sumowalnodci) istnienia miary
niezmienniczej bezwzglednie ciaglej p < v. Ten fakt byl znany np dla przeksztatcen CE
(F. Przytycki, J. Rivera-Letelier, ”Statistical properties of Topological Collet-Eckmann
maps” Ann. Sci. ENS (2007), ale Graczyk i Smirnov udowodnili twierdzenie trudniejsze,
gdy tp jest parametrem analitycznego przejécia fazowego, tj. na kohcu odcinka dziedziny
analitycznodci funkceji geometrycznego ciénienia ¢ — P(—tlog |f']).

7. Miary harmoniczne i dynamika zespolona.

Gléwna praca w tym dziale jest [W9] wspélna z G. Swiatkiem ” Harmonic measure and
expansion on the boundary of the connectedness locus”, Invent. math. (2000). Pokazano w
niej, ze dla prawie wszystkich w sensie miary harmonicznej parametréw ¢ w brzegu zbioru
Mandelbrota f. = 2% + ¢ jest CE, patrz pkt. 6., w szczegdlnodci istnieje (jak w pkt. 6.)
dobra miara konforemna i bezwzglednia ciggla wzgledem niej miara niezmiennicza.

To fundamentalne twierdzenie jest zespolonym odpowiednikiem twierdzenia o typo-
wosci CE wséréd parametréow niehiperbolicznych rodziny przeksztalcen odcinka postaci
z — az(l — z) (Benedicks, Carleson, Avila, Lyubich).

Praca [W20] w Arkiv fiir Mat. (2013) uszczegblowia informacje o hélderowskosdci ba-
senu nieskoficzonoéci, a jednoczednie braku wigkszej regularnosci, typowych ({c}, tj. pelnej
miary harmonicznej, wielomiandéw f., uszczegblowia m.in. w jezyku geometrii ”tuneli do-
stepu” z basenu do punktéw z brzegu basenu.

Wreszcie w [21] Intern. Math. Res. Not. (2015) Graczyk i Swigtek udowodnili, ze ty-
powo wyktadnik Lapunowa dla f. wartodci krytycznej ¢ jest réwny log 2 (ogélniej log d dla
wielomianéw 2% +c). Autorzy wykorzystali tu ”asymptotycznie konforemne” podobienstwo
zbioru Julii J.dla f. i Mandelbrota w otoczeniach c. Ta praca rozwija cze$¢ pracy [W19]
Graczyk, Swigtek: Compte Rendu Acad, Sci. Paris, Math. (2001) (nie zacytowane w au-
toreferacie), bedacej skr6cona wersjs, stworzonej przez Graczyka i Swiatka teorii. Nalezy
dodaé, ze niedawno ukazala si¢ obszerna (62 strony) praca: Graczyk, Swi@tek "Fine struc-
ture of connectedness loci”, Math. Annalen, (online, 2016) wyjaéniajaca inne czesci szkicu
[W19].

Prace te wydaja si¢ byé ”czubkiem géry lodowej” dla uzytych w nich glebokich idei
i metod, m.in. "ubywania geometrii” dla d = 2 (temat 1 autoreferatu) i oszacowan Ma-
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karowa radialnego wazrostu log |¥’/| wzdluz prawie wszystkich promieni (tu dla ¥ bedg-
cym przeksztalceniem Riemanna z uzupelnienia dysku w sferze Riemanna na uzupelnienie
zbioru Mandelbrota) Te oszacowania sg przeniesione przez ww. podobiefistwo na promien
zewnetrzny c € J, w brzegu basenu oo. Wreszcie zbadana zostata 1 wykorzystana typowosé
CE z dodatkowymi warunkami m. in. typu Masato Tsujii pozwalajacymi na dojécia matych
otoczen ¢ do duzgj skali przy iterowaniu f. bez trafien w punkt krytyczny, praca [W9].

Powstaje pytanie, czy nie udaloby si¢ uzyskaé oszacowania Makarowa bezpoérednio
dla typowych ¢ € J.7

Prace sg tematycznie bliskie moim pracom z lat 80-tych, m.in. ”Riemann map map
and holomorphic dynamics”, Invent. math. (1986).

8. Male mianowniki.

Tego tematu dotyczy praca [A3] przyjeta do Proc. AMS. Nie ma jej w materiatach,
ktére otrzymatem i nie miatem mozliwoséci do niej zajrzeé. Przy stalej liczbie obrotu sprze-
zenie 7 obrotem jest kwazisymetryczne, co bylo uzyte kiedy$ przez M. Hermana do udowod-
nienia, ze na brzegu stalego dysku Siegela z tg liczba obrotu dla wielomianu kwadratowego
na brzegu jest punkt krytyczny, patrz temat 4. autoreferatu. W [A4] rozwazana. jest szersza
klasa liczb obrotu i zapewne sprzezenia nie sg Holdera i mozna przeprowadzié¢ klasyfikacje.

9. Sztywnosé funkeji meromorficznych.

Wkiad J. Graczyka w te tematyke to praca wspélna z J. Kotus i G. Swiatkiem w Fund.
Math. (2004). Udowodnione w niej zostalo bardzo uzyteczne techniczne twierdzenie, zwane
dla iteracji funkcji wymiernych i przeksztalcen okregu twierdzeniem Mafié, o tym, ze dla
iteracji funkcji przestepnej meromorficznej dla ktérej zbiér postkrytyczny jest ograniczony
i roztgczny ze zbiorem punktéw krytycznych Crit, a zbiér Julii to cata plaszczyzna zespo-
lona, kazdy zwarty niezmienniczy zbidr rozlaczny z Crit jest hiperboliczny. Stad wynika
sztywnos¢: brak mozliwosci (kwazikonforemnego) zaburzenia, bez zmiany klasy sprzezono-
$ci, réwnowaznie: brak niezmienniczego pola kierunkéw.

10. Teoria przeksztalcen okregu.

Tej dziedziny dotyczy kilka znakomitych publikacji Graczyka, a przede wszystkim
jego doktorat. Graczyk jest tworcy teorii ciggtych przeksztalceni okregu ¢ monotonicznych
stopnia 1, stalych na pewnym tuku L (flat interval). Takie przeksztalcenia pochodzg np.
niemonotonicznych przeksztalcen f gdzie dla podniesienia F' : R — R definiujemy G(z) =
sup{F(y) : y < z} lub G(z) = inf{F(y) : y > z}. Dla niewymiernej liczby obrotu Graczyk
zbadal wymiar Hausdorffa zbioru punktéw niebtadzgcych S*\ U,o, f~"(L).

Dynamiczna czeé¢ jego imponujacej pracy doktorskiej zostala opublikowana dopiero
po 9 latach, w [A2] (zreszta za mojg namowa), cze$é, w parametrach, nie zostata postana do
publikacji. Tg tematyks nadal zajmuje sie byta doktorantka Graczyka: Liviana Palmisano.

Wyréznié trzeba tez prace [W3] wspélng ze Swiatkiem, Comm. Math. Phys. (1996),
dotyczacag Scisle monotonicznych gtadkich przeksztalcen, nie bedgcych dyfeomorfizmami
(majacych punkt krytyczny). Wezeéniej Swigtek udowodnil, ze zbiér parametréw, dla kté-
rych liczba obrotu jest niewymierna, ma miare 0 (inaczej niz dla dyfeomorfizméw — tw.
Hermana), a Graczyk i Swiatek w [W3], ze wymiar Hausdorffa tego zbioru jest écisle mie-
dzy 1/3, a 1. Teoria takich krytycznych przeksztalcen okregu zywo sie w ostatnich latach
rozwija.



Autoreferat pokazuje, ze Graczyk skutecznie atakowal szereg centralnych zagadnien
wspolczesnych ukladéw dynamicznych i zwigzanych z tym zagadnien analizy zespolone;.
Nie publikowal rzeczy drugorzednych. Pewna staboécia autoreferatu jest mala liczba po-
rownan z pracami innych autoréw.

Jacek Graczyk ma wsr6d wspdtautoréw /wspélpracownikéw, najwyzszej klasy mate-
matykéw. S. Smirnov to medalista Fieldsa z 2010, Peter Jones byl plenarnym zaproszonym
wyktadowca na ICM 2010, a Grzegorz Swiatek sekcyjnym na ICM 1998. Jacek Graczyk
wypromowal trojke doktorantéw, wszystkich na Uniwersytecie Paris-Sud (w skladach ich
komisji doktorskich byli matematycy najwyzszej klasy, m.in. medalisci Fieldsa: J.-Ch. Yoc-
coz i Wendelin Werner). Dwéch spoérdd tych doktorantéw (z 2006): Neil Dobbs i Nicolas
Mihalache, jest juz profesorami (odpowiednio w Dublinie i Paris-FEast Creteil) i naleza do
Swiatowe]j czoléwki w nisko-wymiarowej dynamice, a Liviana Palmisano (2013) ma obec-
nie stanowisko postdoca w Bristolu. Dobbs i Palmisano byli na 1-2 letnich pobytach w
IMPAN-Centrum Banacha w Warszawie.

Kontakty z J. Graczykiem i jego uczniami mamy wiec bardzo silne. Graczyk jest profe-
sorem na jednym z najlepszych uniwersytetow na swiecie: Université Paris-Sud (Orsay). To
ulatwia znacznie nasze kontakty z tym uniwersytetem i ogdlniej z matematyks, francuska.

Prace J. Graczyka znajduja sie w gtownych nurtach dynamiki holomorficznej, a takze
teorii iteracji przeksztalcen odcinka i okregu i ich kompleksyfikacji. Co wiecej prace Gra-
czyka te nurty inspiruja i tworza.

Sa to na ogdt prace obszerne i fundamentalne, w najlepszych pismach na $wiecie:
Annals of Math. (3 prace), Inventiones math. (4 prace), Comm. Math. Phys. (4), Ann. Sci.
ENS, Duke Math. J. To byé moz¢ najlepszy wynik wsréd polskich matematykéw (oprécz
Swiatka, z ktérym prawie wszystkie prace sa wspoélne). Jest tez monografia w prestizowe;j
serii Ann. Math Studies, Princeton.

Jacek Graczyk jest osobg bardzo znaczaca w ukladach dynamicznych na $wiecie i
popularng, mozna nawet powiedzie¢, charyzmatyczna.

Jacek Graczyk zdecydowanie spelnia wszystkie warunki formalne i zwyczajowe dla
nadania mu tytulu naukowego profesora nauk matematycznych.

Feliks Przytycki
Instytut Matematyczny PAN
S Warszawa, 21 sierpnia 2017 r.
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