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1 Wstepne informacje

Praca pana Tomasza Kostrzewy zostala napisana pod kierunkiem pana dr. hab. Tomasza
Adamowicza oraz pana dr. Przemystawa Goérki. Dotyczy ona problemu definiowania
przestrzeni typu Sobolewa na lokalnie zwartych grupach abelowych.

Tematyka pracy narodzila sie¢ w pracach J. Tateoki (grupy diadyczne, 1994) oraz H.
Bahouri, C. Fermaniana-Kammerera oraz 1. Gallaghera (grupa typu Heisenberga, 2009) i
byta kontynuowana przez promotora pomocniczego, pana Przemystawa Gorke w serii jego
prac wspotautorskich, w tym dwoch napisanych wspoélnie z autorem niniejszej rozprawy w
ramach jego pracy magisterskiej, oraz z do$wiadczonym matematykiem, R. G. Reyesem.
Podjecie zaproponowanej tematyki ma bardzo dobra motywacje. Jest to ciekawe wyzwanie
od strony teoretycznej, ktore ma na celu unifikacje wielu twierdzen formutowanych na
przestrzeniach metrycznych ogélniejszych niz przestrzen Euklidesowa, o ile maja one struk-
ture grupowa o dobrych wlasnosciach. Réwnocze$nie daje wyniki dotad nie znane, na
przyklad odnoszace sie do teorii liczb p-adycznych.

Podjeta tematyka jest ciekawa i trudna ze wzgledu na koniecznosé gtebokiego
przeanalizowania i dostosowania wielu technik klasycznych do aparatu bazujacego na teorii
grup. W tym celu trzeba wykorzysta¢ wiedze na pograniczu: analizy klasycznej, analizy
harmonicznej, analizy funkcjonalnej, algebry oraz topologii, co jest wyzwaniem trudnym i
ambitnym.

Efektem rozprawy jest spojne przedstawienie teori przestrzeni Sobolewa na grupach
abelowych lokalnie zwartych, bazujace na uogolnieniu klasycznej teorii przestrzeni po-
tencjaléw Bessela. Wsréd przedstawionych wynikow znajdujemy zaréwno wyniki innych
autoréw (np. P. Gérki i R.G. Reyesa), jak rowniez wyniki nowe, otrzymane przez autora
rozprawy, oraz wyniki bedace uzupelieniem brakéw oraz niescistosci w literaturze. Bazuja
one na jednej wspolnej pracy opublikowanej, otrzymanej przez Tomasza Kostrzewe wraz z
Przemystawem Goérka (praca [38] wg. bibliografii), oraz na wynikach nie opublikowanych.
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Wynik rozprawy uwazam za wartosciowy i ciekawy wktad w rozwdj teorii.

2 Omowienie rozprawy doktorskiej

2.1 Organizacja pracy oraz zrodia

Rozprawa liczy okoto 160 stron i sklada sie ze Wstepu, pieciu rozdziatéw gléwnych, dwdéch
rozdzialéw uzupehiajacych oraz wyczerpujacej bibliografii liczacej 91 pozycji. Calo$¢ to
konsekwentna i spdjna analiza. Prezentacja wynikow dokonuje sie w kilku etapach, ktére
z ogblnym zarysie przebiegaja nastepujaco:

(a) omodwienie teorii lokalnie zwartych grup abelowych (w skrécie LZGA) wyposazonych
w miar¢ Haara i analiza typu Fouriera na takich grupach (Rozdziat 1);
(b) wprowadzenie gladkiej struktury rézniczkowej oraz operatoréw rézniczkowych na
LZGA (Rozdziatl 2);
(c) wprowadzenie przestrzeni typu LP(G), oraz odpowiednika dystrybucji Schwartza
(klasy Bruhata-Schwartza) na LZGA i analiza gestosci takich dystrybucji w odpowied-
nich przestrzeniach (Rozdziat 3);
(d) wprowadzenie przestrzeni typu Sobolewa i uogdlnienie znanych twierdzen z klasy-
cznej teorii przestrzeni: twierdzen o wilozeniu i $ladzie na przypadek LZGA (Rozdzial 4),
poréwnania z innymi przestrzeniami (czesciowo Rozdzial 4, Rozdziat 5);
(e) analiza szczegdlnych przypadkéw, gdy mamy do czynienia z grupa liczb p-adycznych,
oraz znanymi grupami: R" T" Z" gdzie T to torus, Z to zbiér liczb catkowitych (Dodatek
AiB).
Wyniki wlaczone do dorobku rozprawy bazuja na:

e jednej pracy wspétautorskiej (Rozdziat - 4.3):

[38] P. Gérka i T. Kostrzewa, Sobolev spaces on metrizable groups, Ann. Acad. Sci.

Fenn. 40 (2015), 837-849;

e na wynikach nieopublikowanych otrzymanych przez Autora na bazie wspotpracy wraz
Przemystawem Gorka, na przykiad fragmenty Rozdziatu 3;

e na wynikach nieopublikowanych otrzymanych przez Autora na bazie wspdlpracy z
Tomaszem Adamowiczem - Rozdzial 5;

e na nieopublikowanych wynikach samodzielnych Autora: Rozdzialy 3.3, 4.2, 4.4, 4.6,
oraz Dodatek B.

Duzym wkladem samodzielnej pracy jest ponadto przedstawienie ogdlnej teorii przestrzeni
Sobolewa na grupach lokalnie zwartych oraz uzupemienie luk w literaturze, miedzy innymi
z prac Wawrzynczaka i Bruhata (prace [85] 1 [15] wg. Bibliografii), analiza przykladéw
oraz inne uzupeienia (np. rozdzialy 1, 2, 3.1, 3.2, 4.5, Appendix).

Organizacje pracy uwazam za dos¢ dobrze przemyslana. Wybor zrédet jest bardzo
ciekawy. Na przyktad ciekawostka jest, ze cytowana praca Wawrzynczyka, zawierajaca
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luki, byta cytowana zaledwie 4 razy wedlug Mathematical Reviews. Cytowana bylta jednak
w bardzo dobrych czasopismach, miedzy innymi w Monatshefte fiir Mathematik (2017),
Archive for Rational Mechanics and Analysis (2007), czy w Transactions of the American
Mathematical Society (1970).

2.2 Gloéwne wyniki, narzedzia pracy

Rozprawa jest bardzo obszerna i ustosunkowuje sie do szeregu réznych aspektéw teorii
przestrzeni Sobolewa, rozpoczynajac od problemu zdefiniowania struktury rézniczkowej na
grupie a koriczac na réznego typu twierdzeniach o wlozeniu i ilustracjach (punkty (a)-(e)
wymienione w poprzednim rozdziale).

Glowny pomyst definiowania przestrzeni typu Sobolewa na grupach lokanie zwartych
jest inspirowany przez klasyczne przestrzenie potencjalow Bessela. W przypadku
przestrzeni Euklidesowej R™, jest to przestrzenn H*P(R™), skladajaca sie z takich funkcji u
okreslonych na R", ze

I ((1 4 |€17)2F (w)) || 2o (ro () < 00,

gdzie F(v) jest transformata Fouriera funkcji v a A\, (dz) jest miara Lebesgue’a na R". W
przypadku gdy mamy do czynienia z grupa G (LZGA, jak w punkcie (a) Rozdziatu 2.1),
zastepujemy transformate Fouriera przez jej odpowiednik na grupie, miare Lebesgue’a
przez miar¢ Haara g, zamiast |£[* wystapi pewna funkcja postaci 42(€). Uogdlniona
transformata Fouriera oraz funkcja v sa okreslone na grupie dualnej I', ktorej elemen-
tami sa tak zwane charaktery grupy, czyli ciagte homomorfizmy z grupy G w torus ze-
spolony ze struktura grupy zadana poprzez dzialanie mnozenia. Pozwala to na prze-
niesienie analizy Fourierowskiej na przypadek grup topologicznych, co dokonalo si¢ w
latach 60-tych ubieglego wieku. Aby uprawia¢ taka analize, nalezy potaczyé¢ wiedze z
kilku dziedzin, miedzy innymi z: algebry, teorii przestrzeni funkcyjnych (odniesienie do
przestrzenie Sobolewa), analizy harmonicznej (analiza Fourierowska), teorii miary (miary
na grupach i podgrupach), topologii (problemy metryzowalnosci i wyboru baz), teorii liczb
(zastosowania do teorii liczb p-adycznych).

Juz sam Rozdzial 1, bedacy wprowadzeniem do teorii, wymaga bardzo solidnej wiedzy.

W Rozdziale 2 wprowadzone sa i badane operatory rézniczkowe na grupach z klasy LZGA,
co dodatkowo wymaga potaczenia wiedzy z klasycznej analizy z metodami typowymi dla
algebry i topologii (np. okresla sie granice skierowane i odwrotne grup). Jest to trudny
dzial, gdyz analiza dokonuje sie nie tylko na grupie wyjsciowej G, lecz takze na jej grupie
dualnej. Po drodze nalezy dokonaé calego ciagu utozsamien i redukeji grupy do przypadkéw
bardziej zrozumiatych, gdy mamy do czynienia z grupa elementarna, to znaczy izomor-
ficzna z R x T™ x ZF x F, gdzie F jest grupa skonczona. Uzasadnienie poprawnosci
definicji wymaga bardzo zmudnej analizy, nie tylko w zakresie algebry, lecz takze na
przyklad w zakresie teorii miary, gdyz redukowaé¢ nalezy takze miare Haara okreslona
na grupie (¢, do miar okreslonych na budujacych grupe podgrupach elementarnych. Cho¢
operator rézniczkowy pierwszego rzedu jak w przypadku klasycznym jest pochodna drogi
po czasie i na jego bazie buduje sie operatory wyzszego rzedu, trzeba bardzo ostroznie
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sprawdzac¢ rézne wtasnosci, jak na przekiad wlasno$é przemiennosci rézniczkowania, lub
czy zachodzi reguta Leibnitza. Rozdzial 3 koriczy sie definicja wielomianu rzedu n na bazie
pracy Wawrzynczyka. Tu chetnie zaraz po Definicji 6.1 zobaczytabym prosta ilustracje
objasniajaca dlaczego wprowadzony obiekt zastuzyt na nazwe wielomianu, a w dowodzie
Twierdzenia 2.6.14 o gtadkosci wielomianéw, w Kroku 1, nie pomijatabym dowodu

fragmentu na temat ciaggu uogélnionego, ktéry ma w rozprawie odniesienie do pracy [23].

Sa to drobne uwagi, gdyz dyskusja w Rozdziale 2 jest trudna i wymagata nie tylko
wyjasnienia wezesniej znanych pojeé, lecz takze uzupehienia kilku luk z prac [15] i [85].

Rozdziat 3 obejmuje problematyke oméwiona w punkcie (¢) Rozdziatlu 2.1. Ma on
charakter poszerzonego opracowania na bazie prac Wawrzynczyka [85] i Osborne’a [63] i
zawiera miedzy innymi:

- przedstawienie i dokladna analize klas dystrybucji Bruhata-Schwartza;

- przedstawienie definicji oraz szeczegdélowa analize klasy funkcji gladkich o zwartym
nos$niku na LZGA;

- analize obcie¢ funkcji zadanych na produkcie LZGA do jednej z grup;

- analize klasy funkcji gtadkich o zwartym nos$niku;

- merytorycznie nowe wyniki zawarte w Rozdziale 3.3, w szczegdélnosci: wprowadzenie
gladkiego ciagu Diracka, Wniosek 3.3.7 o istnieniu gladkiej funkcji symetrycznej o zwartym
nos$niku, oraz chyba najwazniejszy wynik nowy - Twierdzenie 3.3.10 o gestosci przestrzeni
Bruhata-Schwartza oraz przestrzeni funkecji gladkich o zwartym nosniku w przestrzeni
LP(G) dla wszystkich 1 < p < co. Wynik w odniesieniu do przestrzeni Bruhata-Schwartza
byt dotad znany tylko w zakresie p € {1,2} (z prac Bruhata [15] oraz Wawrzyiiczyka [85]).

Analiza w tym rozdziale odnosi si¢ takze do mozliowosci ostabiania zalozen (Przyklad
3.2.6). Rozdziat 3.3 bardzo przyjemnie sie czyta ze wzgledu na elegancka teorie i gleboka
analize. 7 drobnych uwag: nieco dziwne wydaje mi si¢ oznaczenie Cy(G) z punktu c)
Lematu 3.1.2, w przypadku gdy G jest grupa zwarta, na przyktad torusem. Zauwazylam
takze drobne literéwki.

Rozdziat 4 dotyczy konstrukcji przestrzeni Sobolewa H>(G) definiowanej na LZGA, ktérej
grupa dualna jest metryzowalna. Zaklada sie dodatkowo, ze miara Haara zadana na grupie
G spemlia pewien dodatkowy warunek regularnosci, tak zwany warunek [-regularnosci z
gory. Rozdzial ten zawiera sporo solidnych wynikéw, w tym opublikowanych juz w pracy
[38]. Najwazniejszymi osiagnieciami tego rozdziatu sa:

- dowdd twierdzenia o gestosci klasy Bruhata-Schwartza w przestrzeniach H;j(G) wraz z
analiza dopuszczalnych wag ~;

- uzyskanie twierdzen o wlozeniu i zwartym wilozeniu przestrzeni H(G) w przestrzenie
typu LY(G) oraz przestrzenie Holdera, oraz wariant twierdzenia Mosera-Trudingera (na
bazie pracy [38]);

- uzyskanie twierdzen o $ladzie dla grup Hi(G) i ich analiza na przykladzie grup p-
adycznych (wynik nowy, wedlug mojej wiedzy nieopublikowany);

- poréwnanie przestrzeni typu Bessela H3(G) z przestrzeniami typu Gagliardo-
Slobodeckiego przy szczegdlnym wyborze funkcji v. Jak pokazano w rozprawie, przestrze-
nie te sa rownowazne, gdy G jest rownowazna R x T™, lecz takze w mniej standardowym
przypadku, gdy G jest grupa liczb p-adycznych (wynik nowy nieopublikowany).
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Wyniki tego rozdzialu to wyniki mocne, odtwarzaja wyniki klasyczne i daja nowe rezul-
taty. Widzialabym bardziej wyrazna deklaracje wskazujaca co sposréd tych wynikow jest
juz opublikowane w pracy [38] a co jest tu nowe. Uzyskalam te informacje przygladajac
sie bezposrednio pracy [38].

Ciekawa jest analiza przedstawiona w Rozdziale 5. W Definicji 5.1.2 wprowadzona jest
staba pochodna funckji z przestrzeni Lj,.(G), mianowicie D*u = v, gdy zachodzi tozsamosé

[ uD"duc = (~1)°! | udyc,

gdzie ¢ jest funkcja gladka o zwartym no$niku. Tu pojawia sie problem. Po lewej
stronie powyzszej tozsamosci widzimy operator D¢, zalezny od wyboru generujacych go
drég (jednoparametrowych podgrup), funkcja v musi zatem zalezeé takze od wyboru
drog generujacych operator D® a nie tylko od jego rzedu. Tym niemniej, w odniesie-
niu do konkretych generatoréw drég mozemy definiowaé stabe pochodne i przy ich pomocy
uogdlni¢ klasyczna definicje przestrzeni Sobolewa W*?2(G) na przypadek grup, gdy k jest
liczba calkowita. Naogot taka definicja bedzie zalezna od wyboru drog generujacych stabe
pochodne i mamy do czynienia z odpowiednikiem anizotropowych przestrzeni Sobolewa,
definiowanych tylko przy pomocy niektérych pochodnych. Gdy liczba generatoréw takich
podgrup jest skonczona dla grupy G, jak to jest w przypadku grupy typu Liego, definicja
WHk2(G) widzi wszystkie kieruniki rézniczkowania, lecz nie jest to przypadek ogdlny. Intere-
sujacym pytaniem jest zatem, dla jakich wag v przestrzen potencjaléw Bessela Hﬁ;(G) jest
poréwnywalna z przestrzenia W?2(G). Okazuje si¢ to mozliwe przy konkretnym wyborze
funkcji v, opartej na konstrukcji wielomianéw okreslonych na G, jak zostalo wykazane w
Twierdzeniu 5.2.6. Stad wynikaja dalsze wlasnosci przestrzeni typu Bessela, na przyklad
mozna na nich okresla¢ stabe pochodne do pewnego rzedu.

Mamy zatem punkt wyjscia do uprawiania réwnan czastkowych na grupach typu LZGA
w ujeciu dystrybucyjnym. Rozdzial 5, zamykajacy podstawowe rozwazania stanowi bardzo
ciekawy komentarz do przeprowadzonej wczesniej analizy.

Dodatki A i B zawieraja ilustracje w obrebie konkretnych grup, co bardzo ulatwia zrozu-
mienie przedstawionego rozumowania.

Podsumowujac, stosowane narzedzia pracy wymagaja wiedzy z algebry, topologii, analizy
klasycznej, funkcjonalnej, harmonicznej, teorii miary, co wpisuje sie w nurt tak zwanej
analizy globalnej. Przedstawiona analiza jest obszerna i gleboka a prace czyta sie z przy-
jemnoscia.

2.3 Dodatkowe informacje
Jak mi wiadomo pan Tomasz Kostrzewa poza niniejsza rozprawa ma takze inne juz opub-
likowane wyniki, mianowicie notke:

e P. Gorka, T. Kostrzewa, Pego everywhere, J. Algebra Appl. 15 (2016),

ktora mozna by uznaé za dorobek poboczny pana Kostrzewy. Wyniki niniejszej rozprawy
byly juz wielokrotnie referowane na réznych seminariach i konferencjach, czego sama bylam
kilkukrotnie swiadkiem.



3 Konkluzja

Biorac pod uwage dokonane osiagniecie, po przedstawieniu zaréwno pozytywnych jak
i negatywnych aspektéw oceny, z pelnym przekonaniem strwierdzam, ze przedstawiona
rozprawa doktorska w pelni spelnia wymagania zwyczajowe i ustawowe stawiane rozpra-
wom doktorskim i wnosze o dopuszczenie pana mgr. Tomasza Kostrzewy do dalszych
etapow przewodu doktorskiego.

Z wyrazami szacunku,

Agnieszka Kalamajska



