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STOZKOWO WYPUKLYCH

W rozprawie autor zajmuje sie zagadnieniami istnienia pochodnej kierunkowej oraz
rozniczkowalnoscia w sensie Gateaux funkcji stozkowo wypuklych wzgledem do-
mknietego 1 ostrego stozka w przestrzeni wartodci odwzorowania.

Rozprawa doktorska pana magistra Krzysztofa Leéniewskiego liczy 102 strony
i sktada si¢ ze wstepu, szedciu rozdzialdéw oraz obszernej bibliografii, obejmujace;
88 pozycji uwzgledniajgcych aktualne prace z ostatnich lat.

W rozprawie udowodniono twierdzenia podajace warunki konieczne i dostatecz-
ne na istnienie pochodnej kierunkowej funkeji o wartodciach w przestrzeniach Ba-
nacha uporzadkowanych przez stozek domkniety i wypukty.

Uzyskane wyniki dotycza klasy funkeji f: X — Y stozkowo wypuklych wzgle-
dem stozka K (K-wypuklych), okreslonych na zbiorze wypuklym A C Y, gdzie X
jest przestrzenig wektorowa a Y przestrzenia unormowang uporzadkowang przez
wypukly stozek K. W tej klasie autor podaje warunki konieczne na istnienie po-
chodnych kierunkowych.

W ogdlniejszej klasie tzw. funkeji silnie ao(+)— parawypuktych (silnie parawypu-
ktych wzgledem stozka K) udowodniono warunki konieczne istnienia pochodnych
kierunkowych.

Autor w rozprawie podaje réwniez wlasnosci subgradientéw funkeji stozkowo
wypuktych oraz ich zwiagzku z ich pochodnymi kierunkowymi. Ponadto w rozprawie
przedstawiono pewne wiasnosei dcistych miniméw lokalnych funkeji wektorowych
oraz zbadano stabilnosé w sensie Lipschitza rozwigzan probleméw zaburzonych.

Rozdzial 1 ma charakter wstepny, autor podaje w nim podstawowe pojecia
1 oznaczenia wystepujace w rozprawie. Omawia relacje czedciowego porzadku w prze-
strzeni Y generowanego przez stozek K C Y, wprowadza klase stozkéw normalnych.
Ponadto opisane zostaly stozki zadane przez bazy w przestrzeni unormowanej. Po-
mimo wprowadzajacego charakteru rozdziatu 1, autor podaje interesujacy przykiad



(Fakt 1.19) w ktérym konstruuje baze bezwarunkowsa w przestrzeni ¢g, ktéra zo-
staniec wykorzystana w dowodzie Twierdzenia 5.3, jednego z gtéwnych twierdzen
rozprawy, podajacego warunki konieczne istnienia pochodnych kierunkowych funk-
¢ji stozkowo wypuktych. Oméwiono réwniez przestrzenie stabo ciggowo zupelne oraz
podano pewne wtasnodcei krat Banacha.

Funkeje stozkowo wypukle zostaly omoéwione w rozdziale 2 rozprawy. Autor
podkresla wazno$¢ wynikow zawartych w pracach znanych matematykow Borwe-
ina, Valadiera i Zowe, ktérzy badali istnienie pochodnych kierunkowych funkeji
stozkowo wypuktych. Pojecie silnej «(-) — k—parawypuklosci zostato wprowadzone
przez Rolewicza w 2011 r. Autor w rozdziale 2 przedstawia pewne wlasnodci funkeji
a() = k—parawypuktych, ktore sg nogdlnieniem funkeji stozkowo wypukiych. Mi-
mo prostego dowodu, interesujacy jest Lemat 2.6, podajacy charakteryzacje funkeji
stozkowo wypuklych za pomoca wypuktodel funkeji skalarnych.

LEMAT 2.6 (Bednarczuk, Ledniewski 2017) Niech X bedzie przestrzenig wektorowg,
Y przestrzenig unormowang. Niech A CY bedzie wypuklym zbiorem w X. Niech
K C'Y bedzie domknietym i wypuklym © ostrym stozkiem. Nastepujoce warunki sq
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(1) funkcja f: X —Y jest K-wypukla na A,

(i) dla kazdego y* € K* zlozenie y*(f) : A — R jest funkcig wypukiq.

Jednym z gléwnych wynikéw rozdziahu 3 jest Twierdzenie 3.12 o istnieniu po-
chodnej kierunkowej dla silnie «(:) — k—parawypuktych funkeji. Tre$é twierdzenia
jest nastepujaca:

TWIERDZENIE 3.12 (Bednarczuk, Lesniewski 2018) Niech X bedzie przestrzeniq
unormowang. Niech Y bedzie stabo ciggowo zupelng przestrzenig Banacha upo-
rzagdkowang przez domkniety, wypukly i normalny stozek K. Wiedy kazda funkcja
[ X =Y silnie a() — k—parawypukla na wypuklym zbiorze A posiada pochodng
krerunkowq dla kazdego dopuszezalnego kierunku h, to znaczy istnieje mocna granica

(o, h) = limy_,o+ M’wi)—”/(@ dla kazdego xo € A.

Powyzsze twierdzenie jest nogélnieniem twierdzenia Valadiera o istnieniu pochod-
nej kierunkowej dla funkeji stozkowo wypuktych.

Nastepnym waznym wynikiem przedstawionym przez autora w rozdziale 3 jest po-
kazanie rozniczkowalnodei w sensie Gateaux na zbiorze gestym typu Gs funkeji
stozkowo wypuklych. Wynik ten jest trescig Twierdzenia 3.24:

TWIERDZENIE 3.24  (Le$niewski) Niech X bedzie przestrzenig osrodkowq Bana-
cha. Niech Y bedzie refleksywng preestrzeniq Banacha. Niech K bedzie domknictym
i normalnym stozkiem w'Y . Niech f: X — Y bedzie ciggla i K-wypukla (na X).
Wiedy [ jest rézniczkowalna w sensie Gateauxr na pewnym gestym zbiorze Ay C X
typu Gs.

W rozdziale 4 podano konstrukeje funkeji stozkowo wypuktej f o wartosciach
w przestrzeni Banacha Y, ktorej iloraz réznicowy, dla zadanego ciggu ¢, — 01,
przyjmuje zadane wartodcl ciagu {y,} C Y tj.

flag + tph) — f(ao)
L

=y, k€ N.



Jezeli ciag {y,} jest rozbiezny, to skonstruowana funkcja f nie posiada pochodnej
kierunkowej.
Zeby skonstruowaé funkcje o powyzszych wlasnosciach w Lemacie 4.1 zdefiniowano
funkcje wypukly g : R — R, ktéra dla zadanego ciagu argumentéw {t,,} przyjmuje
zadane wartodci clagu {a,,}. Lemat 4.1 jest interesujacy o trescei:
LEMAT 4.1 (Bednarczuk, Lesniewski 2017) Rozwazmy dwa ciggi {an}, {t,} C R
i zaloimy, Ze {tn} jest malejgey. Funkcja g : R — R zdefiniowana jako g(r) =
SUPy, ./,771 (7) ; '(](IZZYZG

T by

Jn(@) = + ———— (A1 — am), dla x €R
i‘m,-H - tm,

Jest wypukla na R i g(t,,) = an, wiedy i tylko wtedy, gdy

A1 — Q QA2 — At .
i m oy MEL dla m € N. (WMN)
t7’r'z,+1 - tm, tm—H - tm

Warunek WMN autor nazywa ”warunkiem montonicznych nachylent”. W Stwier-
dzeniu 4.2 zmodyfikowano konstrukcje z Lematu 4.1 dla dowolnego ciagu {2, }
zbieznego do z > 0.

STWIBRDZENIE 4.2 (Bednarczuk, Lesniewski 2017) Niech {2, } C R ilim, s 2, =
z > 0. Wtedy istnieje podeigg {zm,} C {zm}, cigg {tr} € R, &x | 0 oraz funkcja
wypukla g : R — R taka, ze g(t) = g(ay), k € N.

W Stwierdzeniu 4.2 podano réwniez postac ciagu {ax}, zaleznego od monotonicz-
nosci podciggu {2, } oraz 2.

Stwierdzenie 4.3 jest przeformutowana wersja Stwierdzenia 4.2 dla ciagu z, =
Y*(Ymy ), gdzie y* € Y* 1 Y jest przestrzenia unormowana. Stwierdzenie 4.3 jest
wykorzystane w rozprawie w dowodzie Twierdzenia 5.1, podajacego warunck ko-
nieczny istnienia pochodnej kierunkowej funkeji f: X — Y.

W podrozdziale 2 przedstawiono konstrukeje funkeji stozkowo wypuklej f o zada-
nym ilorazie réznicowym dla danego ciagu {yx} C Y. Dla skonstruowania tej funkcji
okreélonej na zbiorze A przy zatozeniu, ze X jest przestrzenia liniowa a Y przestrze-
nig Banacha A = {2z € X : 2 = rh,r = 0}, h € X \ {0}. Autor definiuje funkeje
fr : A=Y, k€N, ktére wykorzystuje do zdefiniowania funkeji f: A4 — Y

fla) = Z/}(:z:), z € A (%)

Warunek () odpowiada warunkowi (4.4) rozprawy. Nastepnie podano interesujgee
warunki, ktére musi spelniaé stozek K C Y, zeby skonstruowana funkeja f byla
K-wypukta.

STWIERDZENIE 4.4 (Le$niewski 2017) Niech K CY bedzie domknictym, wypukiym
o ostrym stozkiem. Niech dany bedzie cigg {y;} C Y w przestrzeni unormowanes
Y. Funkcja f zdefiniowana jak w (x) dla t), = %, k=1,2,.. jest K-wypukla na A

Y (21 = Yp — Yrio) < 0 dla kazdego y* € K* k= 1,2, ... (MNBS)



Warunek MNBS autor nazywa ” warunkiem na bazg stozka” . Korzystajac ze Stwier-
dzenia 4.4 autor podaje konstrukcje stozkéw normalnych, przy odpowiednim ciggu
{yp} tak, zeby funkcja f byla K-wypukla.

STWIERDZENIE 4.5 (Lesniewski 2017) Niech {y;} C Y bedzie ciggiem w'Y. Jeze-
li {b} C Y zdefiniowany jako by = 2ypy1 — Yr — Yrao, k = 1,2, ..., tworzy baze
bezwarunkowg w'Y , wtedy funkcja f: X — Y zdefiniowana przez warunek (%) dla
=1, k=1,2,... jest (—K,y)-wypukla, gdzie

Kpgy ={yeY y= Za,ibi, a; 20, i=1,2,...}.
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Nalezy podkreslié, ze Stwierdzenia 4.4 1 4.5 s twierdzeniami samodzielnie udowod-
nionymi przez autora rozprawy i maja istotne znaczenie w dowodach twierdzen 5.1
i 5.3, bedacych jednymi z géwnych wynikéw rozprawy.

W Rozdziale 5 wykorzystujac konstrukeje z Rozdziatu 4 udowodniono wazne
Twierdzenie 5.1 w ktérym podano warunek konieczny istnienia pochodnej kierun-
kowej dla funkeji f: X - Y. Mianowicie:

TWIERDZENIE 5.1 (Bednarczuk, Ledniewski 2017) Niech X bedzie przestrzeniq li-
niowg. Niech Y bedzie przestrzeniq Banacha. Jezeli dla kaidego domknietego, wy-
puklego stozka K C Y 1 kazdej K-wypuklej funkeji f + A — Y, gdzie A C X jest
wypukly oraz 0 € A, pochodna kierunkowa f'(0,h) istnieje dla kazdego dopuszczal-
nego kierunku h € X, wtedy przestrzenn Y jest stabo ciggowo zupelna.
Skonstruowany w dowodzie Twierdzenia 5.1 stozek K nie jest normalny. Przy za-
tozeniu normalnosci stozka K, autor dowodzi interesujace:

TWIERDZENIE 5.3 (Le$niewski 2017) Niech X bedzie przestrzenig liniowg i niech
Y bedzie przestrzenig Banacha. Jezeli dla kazdego domknietego, wypukiego 1 nor-
malnego stozka K C Y i kazdej K-wypuklej funkeji f: A — Y, gdzie A C X jest
wypukly oraz 0 € A, pochodna kierunkowa f'(0,h) istnieje dla kazdego dopuszczal-
nego kierunku h € X, wtedy przestrzen Y nie zawiera kopii ¢q.

Korzystajac z Twierdzenia 5.3 autor we Wniosku 5.4 stwierdza, #e przy zatozeniach
Twierdzenia 5.3 przestrzen Y nie jest izomorficzna z przestrzenia co.

Nastepnym waznym wynikiem autora, jest charakteryzacja stabo zupelych krat
Banacha za pomocs istnienia pochodnej kierunkowej. W rozprawie jest to Twier-
dzenie 5.6 o tresci:

TWIERDZENIE 5.6 (Ledniewski 2017) Niech Y bedzie kratg Banacha. Wiedy Y jest
jest przestrzeniq stabo ciagowo zupelng wtedy i tylko wiedy, gdy dla kazdego do-
mhknigtego wypukiego i normalnego stozka K C Y 1 kaidej K-wypuklej funkeyi
[ A=Y, gdze A C X jest wypukly oraz 0 € A, pochodna kierunkowa f'(0,h)
istnieje dla kaidego dopuszezalnego kierunku h € X.

Jak zauwaza autor w Uwadze 5.8, zalozenie w Twierdzeniu 5.6, ze Y jest kratg
Banacha jest istotne. Poniewas istnieja przestrzenie, ktdre nie sg stabo ciagowo
zupetne i nie zawieraja kopii ¢y czy [, p = 1, np. przestrzen Jamesa nie posiada
izomorficznej kopii ¢p i 1.

W ostatnim rozdziale autor przedstawia podstawowe wilasnosci subgradientdw
i subrdzniczek funkeji wektorowych. Opisano subrézniczki Pareto 1 tzw. subrdinicz-
ke idealng, podano zastosowanie dotyczace cigglodci w sensie Lipschitza rozwigzan
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zaburzonych probleméw optymalizacji wzgledem liniowego zaburzenia (Twierdze-
nie 6.27). Nastepne zastosowanie dotyczace subregularnodci subrézniczek funkeji
stozkowo wypuktych zostalo przestawione w Twierdzeniu 6.31 i Twierdzeniu 6.33.

Tematyka rozprawy jest bardzo aktualna. Pochodne kierunkowe odgrywaja waz-

ng role w analizie wypuktej oraz w teorii optymalizacji. W ostatnich latach ukazato
si¢ wiele prac w ktorych, w definicji pochodnej kierunkowej wykorzystuje si¢ rozni-
ce Minkowskiego-Pontryagina, badZ bada sie pochodne kierunkowe funkcji o war-
tosciach w stozku domknietych i ograniczonych podzbioréw przestrzeni X. Takie
pochodne rozpatruje ostatnio w swoich pracach Jahn, znajdujac ich liczne zastoso-
wania. Rowniez pochodne kierunkowe odgrywaja istotng role w rachunku quasirdz-
niczkowym rozwinietym przez Demyanova i Rubinova.
Jak juz wspomniatem rozprawa jest obszerna i ma charakter 102 stronicowej ksigzki.
Napisana jest starannie jednak ze wzgledu na jej obszernosé trudno sie ustrzec drob-
nych bledéw redakeyjnych. Np. w definicji normy w przestrzeni Jamesa sa drobne
bledy dotyczace indekséw. Rowniez w definicji 1.12 bazy w przestrzeni Y nalezalo
wspomnie¢, ze tak zdefiniowang baze nazywamy bazg Schaudera. Mozna w pracy
znalezé bledy redakeyjne tzw. literéwki o ktorych nie bede wspominal. Te drobne
usterki nie obnizajg wartosci rozprawy.

Rozprawa doktorska pana magistra Krzysztofa Lesniewskiego prezentuje wyso-
ki poziom merytoryczny i czyta sie ja z zainteresowaniem. Zostata ona napisana
starannie i elegancko. Uzyskane wyniki sa oryginalne i wartosciowe.

Czes¢ wynikow rozprawy doktorskiej pana magistra Krzysztofa Lesniewskiego zo-
stata opublikowana wspoélnie z prof. dr hab. Ewa Bednarczuk w Control and Cy-
bernetics 2015; Journal of Convex Analysis 2017; Vietnam Journal of Mathematics
2018. Rowniez nalezy wspomnieé¢ o samodzielnej pracy Lesniewskiego w arXiv 2017.

Szczegoblnie interesujaca jest otrzymana przez autora rozprawy charakteryzacja sta-
bo ciaggowo zupelych krat Banacha wyrazona za pomocg istnienia pochodnej kie-
runkowej funkeji stozkowo wypuktych (Twierdzenie 5.6). Rowniez wyniki dotyczace
warunkéw koniecznych istnienia pochodnych kierunkowych funkceji stozkowo wypu-
ktych uwazam za gtebokie i wnoszace istotny wktad w analize wypukty i funkcjo-
nalng (Twierdzenie 5.1, 5.3).

Rozprawa wskazuje na umiejetnosé samodzielnego prowadzenia pracy naukowej
przez pana magistra Krzysztofa Lesniewskiego oraz jego ogdlna wiedze teoretycz-
ng w zakresie analizy wypuktej, funkcjonalnej oraz teorii optymalizacji. Spetnia ona
wszystkie wymagania zwyczajowe i formalne stawiane rozprawom doktorskim z ma-
tematyki. W szczegdlnosci spetnia wymogi stawiane rozprawom doktorskim w art.
13 ust. 1 Ustawy z dnia 18 marca 2011 roku o zmianie ustawy- Prawo o szkolnictwie
wyzszym, ustawy o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz stopniach i ty-
tule w zakresie sztuki. Dlatego tez wnioskuje o dopuszczenie magistra Krzysztofa
Lesniewskiego do dalszych etapéw postepowania w przewodzie doktorskim w celu
nadania mu stopnia doktora nauk matematycznych.

Ponadto uwazam, 7Ze jest to rozprawa wyrdzniajaca sie.
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