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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Tomasza Millera pt.

Causality Theory for Probability Measures on Spacetimes

Na zasadniczg czes¢ rozprawy skladajg sie trzy opublikowane artykuly:

1) M. Eckstein, T. Miller, Causality for nonlocal phenomena, Ann. Henri Poincaré (2017)
2) T. Miller, Polish spaces of causal curves, J. Geom. Phys. 116 (2017), 295-315

'3) M. Eckstein, T. Miller, Casual evolution of wave packets, Physical review A 95, 032106

dotyczgce matematycznych 1 fizycznych aspektow teorii przyczynowosci. Stanowig one
odpowiednio rozdzialy 2, 3 1 4 dysertacji. Poprzedza je wstep bedacy prowadzeniem do zagadnien
matematycznych i fizycznych gléwnej czesci rozprawy. Kréciutki rozdzial pigty przedstawia zarys
dalszych mozliwych badan.

Rozdzial 1 sklada sie z 3 zasadniczo réznych czesci. Cze$¢ pierwsza wprowadza podstawowe
pojecia z teorii czasoprzestrzeni 1 teoril przyczynowosci. Czes¢ druga to krotkie streszezenie trzech
artykulow stanowigcych jadro rozprawy wraz z precyzyjnym podaniem wkladu doktoranta w w/w
prace. Ostatnia cze$¢ tego rozdzialu zawiera wprowadzenie do teorii polskich przestrzeni
topologicznych bedgcych bazg matematycznych rozwazan autora.

Rozdzial 2 (Chapter 2) zawiera prace Causality for nonlocal phenomena. Sklada si¢ on z 6 czesci.
Cze$¢ pierwsza to wprowadzenie, uzasadnienie podjetych badan jak 1 streszczenie pracy.
W klasycznym przypadku lorentzowskim krzywe przyczynowe calkowicie wystarczajg do opisu
fenomenu przyczynowosci. Jednak gdy opisywane obiekty fizyczne nie sg lokalne/punktowe to
tego typu opis staje sie nieprecyzyjny. W przypadku takich fenomenéw fizycznych autor proponuje
inng relacje przyczynowosci opartg relacji pomiedzy miarami prawdopodobienstwa. W czesci
drugiej sg zaprezentowane wazne pojecia z topologii, teoril miary 1 teorii przyczynowosci, ktore sg
nastepnie uzywane w dalszych czesciach rozdzialu. Klasyczna relacja przyczynowosci
zdefiniowana na czasoprzestrzeni M definiuje podzbiér J+ iloczynu kartezjanskiego MxM
skladajgcy si¢ z par punktdw (pg) gdzie p przyczynowo poprzedza q. W czgscl (rzecie]
udowodniono, ze dla dowolnej czasoprzestrzeni zbior J+ jest o-zwarty. Cze$¢ czwarta stanowi
zasadniczg 1 najdluzszg czgsé tego rozdzialu. Korzystajac z charakterystyki klasycznej relacji
przyczynowego poprzedzania autor definiyje relacje przyczynowego poprzedzania dla
borelowskich miar probabilistycznych:

Definicja 1 Niech M bedzie globalnie hiperboliczng czasoprzestrzenig. Méwimy, ze borelowska
miara probabilistyczna |t poprzedza przyczynowo miare v gdy dla dowolnej gladkiej ograniczonej
funkcji przyczynowej f
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Relacja ta byla juz badana przez Franco i Ecksteina, ktérzy udowodnili, ze jest to relacja



cze$ciowego porzadku.

W pierwsze] czesci tego rozdzialu autor oslabia zalozenia przyjete w powyzszej definicji.
W kolejnych twierdzeniach (Theorem 6, 7, 8) formuluje rézne warunki réwnowazne warunkowi
(*) przy ostabionych zalozeniach o czasoprzestrzeni. W sumie jest podanych 9 réznych warunkow
na relacje pomiedzy miarami probabilistycznymi, ktére sg rownowazne w przypadku gdy
czasoprzestrzen jest globalnie hiperboliczna. Rozwazania czeéci pierwsze] pozwalajg autorowi na
wyrdznienie jednego z warunkow, kiory przyjmuje za definicje przyczynowego poprzedzania miar
probabilistycznych, Definition 2. Miara p przyczynowo poprzedza miare v gdy istnigje miara
probabilistyczna @ na MxM indukujgca miary p i v na M taka, ze o (J+) =1, w (J+) jest dobrze
okreslone poniewaz autor wczesniej udowodnil, ze zbioér J+ jest o-zwarty. Takg miarg
nazywamy przyczynowym sprzezeniem (causal coupling). Pojecie sprzezenia miar pochodzi z teorii
optymalnego sterowania, ale drugi warunek (o (J+) =1) wigze definicje z teorig przyczynowosci,
1 stad zaproponowana nazwa przyczynowe sprzezenie. Autor pokazuje, ze tak zdefiniowana relacja
dla miar jest zgodna z klasyczng relacjg przyczynowego poprzedzania, tj. punkt p poprzedza
przyczynowo punkt ¢ wiw gdy odpowiadajgca miara Diraca dp poprzedza przyczynowo miarg
Diraca dg, Corollary 5. Nastepnie autor pokazuje, Ze relacja dla miar jest zwrotna i tranzytywna
(Theorem 11), a przy pewnych dodatkowych zalozeniach o czasoprzestrzeni takze antysymetryczna
(Theorem 12). W pigtej cze$ci autor wprowadza metryki typu Lorentz'a-Wasserstein'a na
przestrzeni miar probalistycznych i bada ich podstawowe wlasnosci vis-a-vis przyczynowego
poprzedzania.

Rozdzial 3 to druga praca mgr Millera. Jak sam tytul wskazuje autor proponuje nowe podejscie do
topologizacji przestrzeni krzywych przyczynowych.

Sklada sie on z pieciu czesei o rdznej dlugosci 1 wadze. Pierwsze dwie krotkie czesci majg charakter
wprowadzajacy: omawiajg najwazniejsze wyniki i ich mozliwg interpretacjge. W dlugiej czesci
trzeciej autor bada wlasnosci topologiczne zwartych drég/krzywych przyczynowych w stabilnie
przyczynowych czasoprzestrzeniach. W szczegdlnosci pokazuje, ze przestrzen ta z topologig C*0
jest przestrzenig polska, {j. jest to przestrzen topologiczna osrodkowa calkowicie metryzowalna.
Cze$é czwarta tego rozdzialu zawiera dowody dwoch najwazniejszych wynikéw dotyczacych
krzywych przyczynowych miar probabilistycznych na globalnie hiperbolicznych  czaso-
przestrzeniach, (Theorem 1 oraz Theorem 2, sir. 67). Ostatnia czg$¢ powtarza podstawowe
informacje z teorii przyczynowosci.

Rozdzial 4 prezentuje trzecig prace skladajgcg na rozprawe. Ta czes¢ rozprawy jest w duzej mierze
po$wiecona fizycznym zastosowaniom zbudowanej wczesniej teorii. Autor wprowadza pojgcie
przyczynowej ewolucji miar (causal evolution of measures — Definition 2), a nastepnie proponuje
naturalny warunek zapewniajgcy, 7¢ dana ewolucja miar jest przyczynowa, Theorem 3. Pozostalg
czes¢ rozdzialu wypelniajg konkretne przyklady modeli zjawisk fizycznych.

Rozprawa jest bardzo dobrze napisana. Definicje, wypowiedzi twierdzen i wlasnosci, sg sformulo-
wane poprawnie 1 przejrzyscie. Dowody zostaly przeprowadzane w sposob konkretny, bez
nadmiermnego sformalizowania, ale z drugiej strony bez przegadania.

Autor wykazal sie bardzo dobrg wiedzg matematyczng. Przeprowadzone dowody wymagaly
znacznej wiedzy zardwno z topologii jak i teorii miary oraz jej zastosowar.

Tematyka rozprawy jest ciekawa. Najwazniejszym osiggnieciem rozprawy jest chyba dobrze
sformulowana definicja relacji przyczynowosci dla miar probabilistycznych. Udowodnione
wlasnosci tej relacji oraz omawiane przyklady fizyczne pozwalajg mniemac, ze wyniki p. Millera
mogg mie¢ szerokie zastosowania w kwantowych modelach zjawisk fizycznych. Bardzo pouczajace



wydajg si¢ takze rozwazania poprzedzajgce zdefiniowanie relacji przyczynowosci dla miar. Autor
wykazal sig takze bardzo dobrg znajomosci literatury tematu.

Moim jedynym zastrzezeniem w stosunku do rozprawy jest przyjecie zalozenia przytaczania trzech
opublikowanych artykuléw in extenso, np. nie wiem dlaczego przytoczono Appendix z pracy [2]
w Chapter 3.5. Takze troche¢ mnie dziwi przyjeta zasada, ze Theorem, Definition oraz Lemma sg
pisane kursywg, a Proposition i Corollary zwyklg czcionka.

Uwazam, ze przedstawiona rozprawa doktorska spelnia wszystkie wymagania ustawowe
i wnioskuje o dopuszczenie mgr Tomasza Millera do dalszych etapdw przewodu doktorskiego.

Sadze, ze z powodu bardzo dobrze opracowanej i przedstawionej matematycznej teorii
przyczynowos$ci rozprawa zasluguje na wyréznienie.




