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”Wokoél pewnej wlasnosci niezaleznoéci
zmiennych losowych
o rozkladach Gamma i Kummera”

1 Zakres tematyczny rozprawy

Przedlozona praca poswigcona jest charakteryzacji niezaleznogciowe;j i regresyjnej
zmiennych losowych o rozkladach Gamma(lub, ogélniej Wisharta i Marczenko-Pastura)
i Kummera w czterech istotnie réznych kontekstach:

~ na péliprostej R

- dla wektoréw losowych

~ dla symetrycznych dodatnio okreglonych macierzy losowych

= dla nieprzemiennych zmiennych losowych,

Badania te zostaly zainspirowane praca

Hamza, M. i Vallois, P. (2016). On Kummer’s distributions of lype two and general-
1zed bela distributions. Statist. Probab. Lett., 118.

Hamza i Vallois zauwazyli ze jesli X i Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o
rozkladach Kummera i Gamma na R™ z dodatnimi parametrami, odpowiednio a, b, c i
a -+ b, ¢, to zmienne losowe
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sg niezalezne. W rozprawie wlasnodé tg nazywa sie wlasnosciag Hamzy 1 Vallois (HiV).
Hamgza i Vallois sformulowali otwarta hipoteze se wlasnodé HiV jednoznacznie charak-
teryzuje rozklady niezaleznych zmiennych losowych X i ¥ na R jako rozklady Kummera
i Gamma z odpowiednimi parametrami.
Praca doktorska mgr A. Piliszek zawiera pozytywna odpowieds na hipoteze Hamzy
i Vallois oraz jej rozszerzenie i dowdd w trzech innych trudnych 1 waznych kontekstach.

Praca doktorska mgr A. Piliszek wpisuje si¢ do teorii probleméw charakteryzacyj nych
statystyki matematycznej. Problemy te polegaja na opisie mozliwych rozkladéw zmien-
nych losowych na podstawic wlasnoéei pewnych funkeji tych zmiennych losowych.

Najstynniejszym i najprostszym przypadkiem takiej charakteryzacji jest, Twierdzenie
Kaca-Bernsteina (1939-1941), charakteryzujace scentrowane rozklady Gaussowskie przez
niezaleznos¢ sumy X + Y i réznicy X — Y dwdch niezaleznych zmiennych losowych o
tym samym rozkladzie.

Wielu wybitnych matematykéw XX i XXI-go wickn pracowalo nad problemami
charakteryzacyjnymi (G. Polya, M. Kac, S.N. Bernstein, Yu.V. Linnik, C.R. Rao, G.
Letac, M. Yor, J. Wesolowski, P. Vallois).



W wielu przypadkach rozwiazanie problemu charakteryzacyjnego sprowadza si¢ do
rozwigzania pewnego réwnania funkcyjnego lub réiniczkowego. Cugsto trzeba trudnych
metod analizy zespolonej i analizy harmonicznej do rozwigzania tych réwnan.

Stan wiedzy na temat probleméw charakteryzacyjuych na prostej rzeczywistej R, %
poczatku lat 70-tych XX-go wicku opisany jest w klasycznej ksigzee

A. M. Kagan, Yu. V. Linnik, C.R. Rao, Characterization problems in mathematical
statistics (Russian original), Wiley Series in Probability and Mathematical Statistics,
John Wiley and Sons, New York-London-Sydney, 1973.

Badania G. Feldimana nt. problemdéw charakteryzacyjnych na grapach LCA zawarte
sa w dwdch ksigzkach (IEMS Tracts in Mathematics 2008, AMS Translations of Mathe-
matical Monographs 1993).

Od poczatku XXI-go w. obserwujemy renesans teorii probleméw charakteryza-
cyjnych, zwlaszeza w kontekécie statystyki wielkowymiarowej i probabilistyki na macierzach
symetryeznych, w odpowiedzi na gwaltowny rozwdéj Data Science i metod matematy-
cznych dla Data Science.

Innym nowym kontekstem dla teorii probleméw charakteryzacyjnych jest wolna prob-
abilistyka, ktérej sywiolowy rozwdj obserwujemy obserwujemy od lat 1990-tych.

Wyniki zawarte w pracy doktorskiej A. Piliszck istotnie wzbogacaja nowoczesna
teorig probleméw charakteryzacyjnych statystyki matematycznej, w zakresie klasycznym,
wielowymiarowym, jak réwniez w nowoczesnym zakresie macierzowym i nieprzemien-
nym, inspirowanym przez Data Science i wielkowymiarowa statystyke XXI-go wieku.

Znaczenie rozkladéw Gamma, Wisharta i Marczenko-Pastura we wspélczesnej statystyce
i probabilistyce jest ogromne i praca A. Piliszek wzbogaca istotnie wiedze na ich temat.
Warto przypomnied ze macierze Wisharta uogdlniaja statystyki x? i sa estymatorami
MLE macierzy kowariancji z wielowymiarowej préby Gaussowskie;j.

7 drugiej strony, rozprawa A. Piliszek rozwija leorie mniej znanych macierzowych
rozkladéw Kummera, ktére maja liczne zastosowania w analizie harmonicznej, statystyce,
fizyce(dyfrakeja) i teorii kolejek.

2  Wyniki naukowe rozprawy

Rozdzial 1 rozprawy, po prezentacji rozkladéw Kummera, zawiera przejrzysty i $éwietnie
napisany przeglad znanych i rozwigzanych probleméw charakteryzacyjnych dla dwéch
rozktadéw probabilistycznych. Wiekszo$é oméwionych tu wynikéw charakteryzacyjnych
powstata po wydaniu ksigzki Kagana, Linnika i Rao z 1973r. Wstep rozprawy A, Piliszek
i jej wyniki méglyby zostaé rozwiniete do opracowania ksigzkowego Modern characteri-
zation problems of mathematical stalistics, ktére istotnie uzupehiloby ksiazke Kagana,
Linnika i Rao sprzed 45 lat.

Rozdzial 2 rozprawy zawiera wyniki o wlasnoéci HiV w jednowymiarowym przypadku
péiprostej R, w tym rozwigzanie hipotezy Hamzy i Vallois z 2016.

Najsilniejsze wyniki tego rozdzialu to charakteryzacje regresyine rozkladéw Kum-
mera i Gamma, zawarte w Tw. 2.5, T'w. 2.6 i Wn. 2.7. Najprostsza wersja warunkéw
regresyjnych to zalozenie stalodci dwéch momentéw warunkowych

rozwazane w Tw. 2.5 1 uogdlnione w Tw. 2.6.
Regresyjne Tw. 2.6 pozwala rozwiazaé hipoteze Hamzy i Vallois w Tw. 2.9,



Rozdzial 2 zawiera takie, w Tw. 2.3, rozwigzanie hipotezy Hamzy i Vallois pray
mocniejszym zalozeniu istnienia odpowiednio regularnych gestosei dla X 1 Y. Istotna
Jjest metoda dowodu Tw. 2.3 oparta na rozwigzaniu réwnania funkeyjnego (2.3). Metoda.
ta jest wykorzystywana w Lemacie 4.7 dla macierzy losowych Kummera i Wisharta.

Dowody regresyjnej charakteryzacji w Tw. 2.5 jest oparty na metodzic momentéw:
w pomystowy sposdb rozwiazuje si¢ uklady réwnan rekurencyjnych dla ciggéw gp =
E(L+X)"Fihg=REYHI/EY* Dowéd Tw. 2.6 wykorazystuje Tw. 2.5 i clegancka
zamiane miary (2.31) na przestrzeni probabilistyczncj.

Rozdzial 3 rozprawy zawiera wyniki o wlasnosci HiV w p-wymiarowym przypadku
R”, dla wektoréw losowych, parametryzowanych i pracksztalcanych zgodnie z pewnym
p-wicrzchotkowym grafem T typu drzewa (tzn. grafem spdinym bez cykli). Zwréémy
uwage zce réwniez rodzina przeksztalcen @, IRZM — R, ( gdzic r € T) zastgpujaca
przeksztaleenie (X,Y) — (U, V) we wlasnoéci HiV jest zalezna od grafu T

Massam i Wesolowski (Bernoulli 2004) podali i ndowodnili wielowymiarowa charak-
teryzacje typu Matsumoto-Yora dla rozkladéw Gamma i Uogdlnionych Odwrotnych
rozkladéw Gaussowskich (GIG). W tym celu Massam i Wesolowski wprowadzili parame-
tryzacjg skonczonymi drzewami T, zaréwno dla lacznych rozkladéw Gamma i GIG, jak
i dla przeksztalcenia @ : R? — RP,

Podobna parametryzacja jest wprowadzona przez A. Piliszek dla:

—lacznych rozkladéw Gamma i Kummera, zwanych rozkladami t-Kummera i zdefin-
iowanymi na str. 38,

- przeksztateert 7 R — R, zdefiniowanych rekurencyjnie wzorem (3.4).

Gléwny wynik charakteryzacyjny dla rozkladéw (-Kummera jest udowodniony w
Tw. 3.6 {zachodzenie wlasnodci charakieryzacyjnej) i w Tw. 3.7 (jej jedynoéé). Tech-
niki dowodéw sg kombinatoryczne(Stw. 3.4) i indukcyjne(T'w. 3.7), opierajac sie na Tw.
2.9 dla przypadku l-wymiarowego (przettumaczonego dla p = 2 w Tw, 3.3).

Rozdziat 4 rozprawy dotyczy wlasnoéei HiV na stozku macierzy symetrycznych do-
datnio okreslonych Sym™ (r x r) = QF. Rozpatruje si¢ macierzowe rozklady Kummera
(zwane m-Kummer) i absolutnie ciagle rozklady Wisharta.

Macierzowa wiasnosé HiV jest sformulowana w (4.1), za pomocsy reprezentacji kwadra-
towe) P(y) na Q..

Macierzowa wiasno§é HiV jest udowodniona w T'w. 4.2, przy wykorzystaniu Jako-
bianu przeksztalcenia zdefiniowanego w (4.1). Nasuwa sig pytanie czy (4.1) zachodzi
réwniez dla singularnych rozkladéw Wisharta, wspomnianych na str. 45.

Trudna wlasnos$¢ charakteryzacji jest pokazana w Tw.4.9, przy zalozeniu cigglych
i dodatnich gestosci macierzy losowych X 1 Y. Kluczowym elementem dowodu jest
rozwigzanie réwnania funkeyjnego (4.17) dla czterech funkcji ciagltych A, B, C, I o macie-
rzowym argumencie w {1, podane w Tw. 4.8. Imponujaco pomyslowy i precyzyjnie
skonstruowany dowdd Tw. 4.8 korzysta takze z technik rozwinigtych przez Bobecka
i Wesolowskiego 1 Kolodziejka (Studia Math. 2002, 2013) i z rozwigzania réwnania
funkeyjnego (2.3) w Tw. 2.3 rozprawy.

Szczegdlnie doceniam Rozdzial 5 rozprawy, kiéry zawiera wagne wyniki nt. re-
gresyjnej i niezaleznodciowej charakteryzacji wolnych rozkladéw Kummera i Poissona
(wolny rozklad Poissona to terminologia wolnej probabilistyki na rodzine rozkladéw
Marczenko-Pastura, czyli granicznych empirycznych rozlkladéw wartosci wlasnych macierzy
losowych Wisharta).

Wiyniki Rozdzialu 5 wymagaly od Doktorantki opanowania podstaw i technik wolnej
probabilistyki i teorii macierzy losowych, a nastepnie uzycia ich do udowodnienia trud-
nego wyniku charakteryzacyjnego, zawartego w Tw. 5.9(zachodzenie whasnosci charak-
teryzacyjnej podobnej do wilasnosci macierzowej (4.1)) 1 w Tw. 5.12 (jej jedynodé).



Dowdd Tw. 5.9 oparty jest na:

~ tw. Voiculescu (Invent. Math. 1991) o asymptotycznej wolnej niezaleznosci

- wynikach Random Matrix Theory dla Ensemble Wisharta (Tw. Marczenko-Pastura)
i dla Ensemble m-Kummera(wzér (5.7), kiéry zastuguje na przedstawionic jako osobne
twierdzenie)

= technice badania wolno-probabilistycznych probleméw charakteryzacyinych zapro-
ponowanej przes Szpojankowskiego( J. Math. Anal. Appl. 2017)

Dowdd trudniejszego technicznic Twierdzenia 5.12 wykorzystuje techniki Szpojankow-
skicgo 1 Wesolowskiego (J. Funct. Anal. 2014) i wymaga mistruowskiego odwrécenia
transforinaty Cauchy’ego-Sticltjesa danej wzorem (5.17), na 5 stronach dowodu Tw.
5.12.

3 Ocena rozprawy

Calodé rozprawy doktorskicj mgr A. Piliszek oceniam bardzo wysoko.

Whkiad mgr A. Piliszek do teorii probleméw charakteryzacyjnych statystyki matem-
atycznej i do teorii wielowymiarowych, macierzowych i nieprzemiennych rozkladéw prob-
abilistycznych, jest bardzo istotny. A. Piliszek ndowodnila znaczaca iloéé nowych i ory-
ginalnych twierdzen charakteryzacyjnych. Wyniki te maja potencjalne zastosowania w
statystyce(testowanie), fizyce statystycznej i we wspdlezesnej Data Science.

Metody dowodéw sa pomyslowe i wymagajace wszechstronnej wiedzy matematy-
cznej. A. Piliszek doglebnie opanowala i ze swoboda poshiguje sie

1. techhikami probabilistycznymi, klasycznymi i nieprzemiennymi (w tym proba-
bilistyka warunkows, takze w praypadku nieprzemiennym i zamiang miary)

2. metodami analizy macierzowej, harmonicznej i zespolonej

3. teoria réwnani [unkcyjnych

4. technikami teorii macierzy losowych (RM'T)

5. metodami kombinatorycznymi i grafowymi (Rozdzial 3)

Na podkre$lenie zastuguje ta interdyscyplinarnoéé rozprawy doktorskiej.

Praca jest bardzo dobrze i starannie zredagowana, 7 ilustracjami pomagajacymi
zrozumieé techniczne pojecia i fragmenty dowodéw. Nieliczne bledy literowe lub no-
tacyjne i rzadkie miejsca wymagajace szerszego wyjaénienia przekazalem Doktorantee.
Nie wplywaja one na bardzo wysoki poziom edytorsko-redakeyiny pracy.

Wyniki rozdzialéw 2-4 rozprawy zostaly opublikowane w czolowych czasopismach
matematycznych J. Multivar. Anal., J. Math. Anal. Appl. i REVSTAT — Statist.
J.(przyjeta do druku). Wyniki rozdzialu 5 zasluguja moim zdaniem na szybka publikacije
w bardzo dobrym czasopi$mie matematycznym. Rozdzial 1 méglby zostaé rozwinicty
do opracowania ksiazkowego.

Rozprawa zawiera interesujacy program badawczy, np. analogia probleméw charak-
5 ] b [&]
teryzacyjnych macierzowych i wolnych (str. 76), oslabienie zaloZzen Tw. 4.9 i Tw.5.12.

Konkluzja. Rozprawa doktorska mgr Agnieszki Piliszek z nadwyzka spelnia
wymagania stawiane pracom doktorskim w dziedzinie nauk matematycznych.

Wnoszg¢ o dopuszczenie mgr Agnieszki Piliszek do dalszych etapéw prze-
wodu doktorskiego.

Wnosze¢ o uznanie rozprawy doktorskiej mgr Agnieszki Piliszek za wyrézniajaca.

Piotr Graczyk




