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pt. Wokdt peunej wlasnodei niezaleznosei zmiennych losowych.

o rozkladach gamma i Kummera

Rozprawa dotyczy charakteryzacji pary niczalesznych zmiennych losowych o rozkladach
gamma i Kummera i ich nogdlnien poprzez wlasnosé niezaleznosci elementéw pewnego
przeksztalcenia. W najprostszym przypadku jednowymiarowych zmiennych losowych,

gdzie rozklad gamma G(a, ¢) o gestosel
fuc(z) = const(a,c) 2 e, x> 0,

z dodatnimi parametrami a i ¢ jest powszechnie znany, a rozklad Kummera jest jego

uogdlnieniem o gestoscl postaci
fape(®) = const(a, b, ¢) x® (1 + 2) P, x>0,

z parametrami ¢, ¢ > 010 € R, charakteryzacja brzmi nastepujaco: jesli para dodatnich

zmiennych (X, V) a takze wspdlrzedne ich przeksztalcenia

< Y X(1+X+Y)> 0

— T AR
(U, V) =T(X.Y) = L4+ X7 1+X
sq niezalezne, to X i U maja rozklady Kummera, a Y i V — rozklady gamma, przy
czym parametry (U, V) jednoznacznie zaleza od parametréw (X,Y). W rozprawie
uogdlniono te charakteryzacje na wektory i macierze losowe oraz losowe operatory li-
niowe na przestrzeniach Hilberta. Moznaby zartobliwie opisaé¢ rozprawe jako mode-
lowy przyklad osiggnigeia habilitacyjnego, czyli monotematycznego cyklu publikacji
(tu: rozdzialéw) stanowiacych istotny wklad w rozwdj dyscypliny (tw: matematyki).
Nalezy jednak od razu podkregli¢, ze nie mozna bylo (przynajmniej na razie) udowodnié
najpierw najogolniejszych wynikéw dla losowych operatoréw, zapisanych w rozdziale
5, a wyniki dla macierzy, wektoréw i pojedynczych zmiennych losowych odpowiednio
2z rozdzialéw 4, 3, 1 2 wypisaé jako ich natychmiastowych konsekwencji. W pracy
dowody w bardziej zlozonych sytuacjach sg istotnie wspierane wynikami dla prostszych
praypadkdw.
Rozprawa liczy 82 strony i zostala podzielona na 5 rozdzialéw. Zacytowano w niej

69 pozycji literaturowych, w tym 3 prace wspdlautorskie Doktorantki, na podstawie



ktérych oparta jest znaczna cze$é wynikéw rozprawy. Przy okazji dodam, e dwie 2z
nich zostaly juz opublikowane w bardzo dobrych czasopismach naukowych: Journal of
Multivariate Analysis ovaz Journal of Mathematical Analysis and Its Applications.

Rozdzial 1 ma charakter wstepny. Opréez krétkiej prezentacji wlasnosci i zas-
tosowanl rozldadu Kuminera, zawiera on uzyteczny przeglad nietrywialnych charak-
teryzacii niczaleznodciowych par zmiennych losowych. Sg one postaci: jedli zmienne X
1Y sg niezaleine oraz para (U, V) = £(X,Y) dla pewnego ustalonego dwuwymiarowego
przeksztalcenia £ jest réwnie? niezalezna, to rozklady X 1Y (oraz U i V) naleza do
jednoznacznie okredlonych parametrycznych rodzin rozkladéw. W sumie przedstawio-
no 8 takich praykladéw od klasycznych charakteryzacji rodzin normalnych i gamma
odpowiednio na pomocy transformacji £(X,Y) = (X + Y, X - Y) oraz {(X,|Y) =
(X+Y, X/Y) do najbardziej zlozonych jak np. £(X,Y) = (X +7Y, ﬁ%) charak-
teryzujgeej pary X typu Kummera i Y typu gamma. Warto zwrdcié uwage na wiodace
role promotora pracy, profesora Jacka Wesotowskiego we wspétezesnych badaniach
charakteryzacji niezaleznosciowych. Nalezy tez podkreslié, ze w rozprawie pojawia sie
inna niz powyzsza charakteryzacja pary gamma-Kummer 1 jedynie dla niej powstaly
nogdlnienia dla rozkladow wiclowymiarowych, macierzowych oraz elementéw wolnej
probabilistyki.

Rozdziat 2 jest podwiecony zmiennym jednowymiarowym. Zawiera on dwa dowody
charakteryzacji zmiennych gamma 1 Kummera poprzez zachowanic niezalezmoscl w
przeksztatceniu (1). Plerwszy oparty jest na rozwiazaniu réwnania rézniczkowego cha-
rakteryzujacego gestosci gamma i Kummera., Wymaga on zalozenia ciagle] rézniczko-
walnosci funkeji gestosei, ostabionego nastepnie do warunku lokalnej calkowalnodet ich
logarytmoéw. Drugi jest bardzicj zlozony, ale pozwala pozbyé sic wszystkich zalozen
oprocz dodatniodel zmiennych losowych. Zaczyna on sie od charakteryzacji pary za

pomocg rownan regresyjuych
E(VIU) = «, E(VHU) = 8, (2)

ktérej dowdd polega na obliczenin momentéw Y i — ugyskanych jako rozwigzania
3 12 14+ X P J J &

ciagdéw réwnan rekurencyinych i zastosowaniu twierdzenia charakteryzujacego rozkiady
przez ciagi ich momentéw. Drugim krokiem jest zastapienie réwnan charakteryza-

cyjuych (2) przez bardziej zlozone

R(V|U) = a, BV HU), E(V™HUY = ap E(VTU),

uzyskane przez odpowiednio zamiane miary: rozkltady oryginalne X i Y zostaly zasty-
pione przez odpowiednie rozklady obcigzone dhugosceia rzedu . Ostatecznie regresyiny
dowéd charakteryzacji niezaleznosciowej zostal uzyskany za pomocg zamiany miary

na miar¢ wazonag z cksponencjalng funkcja wagowy. Uzasadnieniemn zamieszezenia



stabszej wersji twierdzenia charakteryzacyjnego z jego dowodem bylo wykorzystanie
ich w dowodach ogélniejszych twierdzen z rozdziahu 4. Dla mnie jako niefachowca w
dziedzinie charakteryzacji obydwie metody dowodzenia wydaja sie ciekawe 1 blyskotliwe,
cho¢ przypuszczam, %e na ostateczuych ksztalt narzedzi dowodowych ztogyly sie osiag-
nigcia wielu pokolen ”charakteryzatoréw”.

W rozdziale 3 rozwazane sa charakteryzacje wielowymiarowych rozkladow Kum-
mera przez niezaleznosé wspdlrzednych jego wielowymiarowych odwracalnych transfor-
macji. Definicja ich gestodcl jest zwigzana z nieskierowanymi spéjnymi i acyklicznymi

grafami (zwanymi drzewami) i okreslona jest wzorem

P

a1 )
H:Li’ exp| — E H Cily H Cik |

i=1 SCTieV(S) {j,kYER(S)

const((@i)izys (i) j=1)

dla (z:)f., € R, gdzie T jest drzewem o wicrzcholkach {1,...,p} i krawgdziach
E(T) ¢ {{i,5} + i # 7 € {1,...,p}}, S jego dowolnym poddrzewem o wierz-

chotkach V(S) < {1,...,p} i krawedziach E(S) = {{i,j} € V(T) : 4,j € S},

aj, ¢ = 1,...,p, s dowolnymi liczbami dodatnimi, a ¢;;, 4,5 = 1,...,p, spelniajg
ograniczenia ¢ = c¢j; > 0, gdy 4 = j lub {4,j} jest krawedzia T oraz ¢;; = 0 w

przeciwnym przypadku. Skrétowa nazwa rozkladu — rozklad ¢-Kummera odnosi sie
pewnie do zwigzku konstrukeji z drzewem 1 jego angielskg nazwa. Przeksztalecnia
$y : RE = R dla pewnych 1 < r < p generujgee niezalezno$é wspélrzednych transtor-
macji tez istotnie zalezg od struktury drzewa i macierzy parametrow ((77)? j=1- Nie bedeg
powtarzal tu ich pelnej definicji z powodu jej zlozonosci. Wspomne tylko, ze funkcje O,
konstruuje sig jedynie dla wierzchotkdéw, ktére nalezg do tylko jednej krawedzi grafu (s
one zwane lidémi). Gléwne twierdzenie rozdzialu 3, tj. twicrdzenic 3.7 méwi, ze kiedy
dla wszystkich lisci drzewa 1" wspéhrzedne przeksztatcert @,.(X) sg niezalezne, to istniejs

wektor (a;)l_, € R i stata ¢ > 0, ze X ma rozklad ¢-Kummera z parametrami (a;)"

: 2 - : . . . . PR
i (ceig)t je=1- Ponadto, wszystkie wspolrzedne przeksztalcenia z wyjatkicmn ostatniej
majg rozktady Kummera, a ostatnia — rozklad gamma. Rozklady te sg jednoznacznie
(1 rile hisane za pomoca parametréw (a;) .o \P AT
cho¢ zawile) opisane za pomoca parametréw (a;)h_,, ((,,,,‘7),1;’]4::1 oraz c.

W przypadku drzewa o dwdch wierzchotkach wynik jest réwnowasmy charakteryza-
cji rozkladéw jednowymiarowych 7 rozdzialu 2. Dowdd dla bardziej #lozonych drzew
Jjest przeprowadzony przez indukeje ze wrzgledu na rosngea liczbe wierzcholkéw. Jest
on zmudny rachunkowo, podobnie jak zwigzanych wynikéw pomocniczych. Prawde
méwige, jest poza zasiegiem mojej wyobrazni, dlaczego akurat taka specyficzna ” drze-
wiarska” konstrukcja prowadzi do wynikéw charakteryzacyjnych. Pewnie swiatelkiem
w tunelu podtrzymujacym nadzieje na pozytywny wynik Autorki bylo istnienie podob-
nych rezultatéw dla rozkladéw gamma i uogélnionego odwrotnego gaussowskiego uzys-

kanych przez Massam i Wesolowskiego (2004).



Duzo bardziej intuicyjne wydaja sie zawarte w rozdziale 4 uogénienia na losowe
macierze symetryczne dodatnio okreslone, dla ustalenia uwagi rzedu r > 2. Uogdlnie-

niem rozkladu gamma na takie macierze jest rozktad Wisharta W(a, ¥) o gestosei

7 parametrami a > 7"51 i dodatnio okredlong macierza ¥. Analogicznie macierzowe

uogdlnienie rozkladu Kummera MK(a, b, £) ma gestosé
F(x) = const(a, b, ) (det x)*~ R (det(I 4 x)) "¢ P exp(~tr(T x)),

gdzie ograniczenia na a i 3 sa podane wyzej, b € R, a I oznacza macierz jednostkows.

Uogdlnieniem przeksztalcenia (1) jest tu transformacja
(U, V) = T(X,Y) = (T+X)72Y (1+X)772,
I+ T+X) 2y @+ X)X 14 T+ X)"2Y (T+ X)—W]W) . (3)

Twierdzenie 4.9 glosi, ze jesli X 1 Y sa niezaleznymi losowymi macierzami dodatnio
okredlonymi o cigglych gestoéciach, to przeksztalcenie (3) generuje niezalezne macierze
losowe U1V wiedy 1 tylko wtedy, gdy X wa rozklad Kummera z parametrami a > %,
b> ’—‘2—[ —aidldla)>0,aY rozklad Wisharta 7 parametrami a +b i AI (ciekawe jest
pytanie, czy jednostkowa I mozna zastgpi¢ dowolng ). Dowéd polega na rozwigzaniu

réwnania o argumentach macierzowych
A(x) + B(y) = C ((1 Fx)" Y2y (1 x)“]'/2>
4+ D <[I + (I + X)—J/Z y (I + X)m]./'l]]./'Z x {I + (I + X)~.l./2 y (I + X).,—],/E]l/‘Z) ’

gdzie funkcje A, 3, C'i D sa jednoznacznie powigzane z gestodciami odpowiednio U, V, X
i Y. W dowodzie istotnie korzysta si¢ z metod stosowanych w przypadku jednowymia-
rowym w rozdziale 2.

W ostatnim rozdziale opisano rozszerzenie charakteryzacji na elementy W*-przes-
trzeni probabilistycznych, czyli przestrzeni operatordw liniowych na przestrzemiach
Hilberta. Odpowiednikiem rozkladu jest tu funkcjonal liniowy ¢ na elementach przes-
trzeni operatoréw, reprezentujacych wartodal oczekiwane operatordw i ich zlozen. Po-
niewaz stabymi granicami empirycznych rozkladdw wartodei wlasnych macierzy loso-
wych o rozkladach Wisharta W(a,, A1) i macierzowych Kummera MK (an, by, ¥.1)
(przy regularnym zachowaniu parametréw w granicy) sa odpowiednio wolne rozklady
Poissona fP(1/A,a) 1 Kummera fK(a,b,v) z parametrami zaleznymi od asympto-
tycznych whasnodei parametréw ciggdw, jednoznacznie opisane przez ich x-rozkiady
na zbiorach zwartych osi rzeczywistej, to naturalnym kandydatem na przeksztalcenie

charakteryzacji niczaleznosciowej jest odpowiednik (3), gdzie X 1Y sy operatorami



losowymi, a I operatorem identycznosciowym. Poniewaz z kolei rozktady reprezen-
towane przez wartosci oczekiwane, bardziej naturalna wydaje sie charakteryzacja ana-
logiczna do regresyinej (2). Wg twierdzenia 5.12, jesli X 1 Y sa samosprzezonymi,
dodatnimi i wolnymi (odpowiednik niezaleznosci w klasycznej probabilistyce) elemen-

tami W*-przestrzeni, a przeksztalcone przez transformate (3) spelniaja warunki
~1 _
@(VIU) = al, (V7 U) = A1,

dla pewnych dodatnich o 1 8, to X 1 Y maja odpowiednio wolne rozklady Kummera
i Poissona z parametrami zaleznymi od «, £ 1 dowolnego a > 0.

Charakteryzacja rozkladu Y polegala na wyznaczeniu jego r-transformaty, ktora
wylicza si¢ z 5 réownanl wigzacych t¢ trausformate » 4 innymi szercgami potegowyini
o wspdlezynnikach zalesmych od poteg Y, X! i (I+ X)~!. Jeszeze bardziej skom-
plikowane rachunkowo bylo zadanie obliczenia transformaty Cauchy’ego zmiennej U
identyfikujacej jej rozkiad jako wolny Kummera. Analogiczny wniosek dla zmienne;
X wzyskuje sic z wykorzystaniem wlasnodci tzw. S-transformaty dla pary wolnych
nieprzemiennych zmiennych.

Prace probabilistyczne sa czesto oceniane z perspektywy ich wartoéci aplikacyjnych.
Trudno znalezé takie zastosowania dla wynikéw charakteryzacyjuych, szezegdlnic gdy
nie sa one proste. W zadnym wypadku rezultaty rozprawy pani Piliszek nie byty
proste. W motcie zamieszczonym we wstepie, Autorka sugerowala, zeby niekoniecznie
doszukiwac si¢ natychmiastowych zastosowan, lecz réwniez ocenié matematyczne pigk-
no wynikéw. Mnie bardzo podobaly si¢ juz metody wnioskowania przedstawione w
rozdziale 2 w klagycznych problemach charakteryzacyinych. Umiejetno$é rozszerzenia
rezultatéw na bardziej zlozone i abstrakcyjne obiekty $wiadezy o szerokiej wiedzy i
wysokiej kulturze matematycznej Doktorantki. Rozprawa sawiera pewne niedociggnie-
cia redakeyjne. Wskaze tylko kilka drobnych bleddw, kidre oczywidcie nie zaburzaja
pozytywnej merytorycznej oceny pracy.:

1514 1 1660 ostatni element clagu to n, a nie b.

1912 |J(u,v)| w module.

2113 o a nie ==

214 H+A(y)(xg — ).

294 powinno byé: "Twierdzenie 2.3 jest slabsze niz Twierdzenie 2.9.” Wiedy dalszy
clgg ma sens.

3810: dwukrotnie uzyty indeks 1.

455: powinno by¢: dla kazdego o takiego, 2e ¥ — o € €1,

453 1 463 zapisy gestoscl # (dy) i (dz) i nazwami rozkladéw istotnic rézne od konwencii
uzytej w reszcie pracy.

503: nie ma takiego lematu.



5859 zamienié¢ a1,...,a, na ai,...,ay,
6012,11,6,3: nie napisano, co to jest F?
647: MK(an, by, yne).

64¢: 2% — .

Rozprawa doktorska pani mgr Agnieszki Piliszek zawiera ciekawe, wazne i nowe
wyniki w teorii prawdopodobienistwa. Spehia wszystkie wymagania sformulowane w
ustawie o stopniach naukowych i tytule naukowym. Wnioskuje o dopuszczenie pani

Piliszek do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

Tomasz Rychlik



