Prol. Tomasz Rychlik Bydgoszez, 26.11.2020 v,
Instytut Matematyczny PAN

Sniadeckich 8

00 656 Warszawa

Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Anety Augustynowics
pt. Prawie pewne wlasnosdci asymplotycene statystyk porzgdkowych

Praca doktorska pani Anety Augustynowicz dotycsy asymptotycznego zachowa-
ma statystyk pozycyjnych Xp,., pray n - oo pochodzacych 7 clagdw zmiennych
losowych o rozkladzie $cidle stacjonarnym. Rozwazane sa praypadki centralnych i
skrajnych statystyk pozycyjnych, tj. takich, Ze lorany X ../k, 2blegaja do sta-
lej Az przedzialu otwartego (0,1) hub odpowiednio nalezgee] do ktdregod z jego
koticow. W szezegblnodel rozwagany jest problem asymplotycznej zbiesnodei frakeji
% > et Ll X —X5) tych obserwacii sposrad X 1oy X, Kidre wpadaja do otocze-
nia A losowej wartodet Xy, ... Problemy tego typu, rapoczatkowane pracg Pakesa i
Steutela (1997), byly rozwagzane przez wielu autordw pray swezegdlnych zatozeniach,
- ze elementy obserwacii byly niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym roz-
kladzie, a zbiér A przedziatem zawierajgcym zero. Zastapienie przedziahy dowolnym
#biorem borelowskim oraz ciggéw niezaleznych o jednakowym rozkladuie ciggami
stacjonarmymi bylo zashugy promotorki rozprawy, a oceniana rozprawa stanowi kon-
tynuacje 1 rozszerzenie wynikéw profesor Dembiniskiej.

Praca doktorska oparta jest na 4 artykutach naukowych. Dwa z nich, napisane
wspolnie z promotorka, zostaly opublikowane w bardzo dobrych czasopismach na-
ukowych Journal of Mathematical Analysis and Applications oraz Insurance: Mathe-
matics and Lconomics. Pozostale dwa sg indywidualnymi osiggnicciami Kandydatki
1 oczekujy publikacji w Commanications in Stalistics i Statistics and Probability Let-
lers.

Istotng cagsé rozprawy stanowia wynili % podstaw teorii prawdopodobicistwa
I procesow stochastycznych. W szezegdlnodel sg to definicje {7z uzasadnieniem ich
poprawnodci) warunkowych kwantyli i koicow noénika zmiennej losowej wrgledem
wybranego o-ciala oraz opis ich wlasnodel, podane w rozdziale 3. Pojecie warunko-
wej mediany bylo znane jug od lat siedemdziesigtych ubiegtego wieku, ale Jego roz-
szerzenia ha kwantyle dowolnego rzgdu bylo drietem promotorki rozprawy. Pojecie
warunkowych koficéw nodnika jest antonomicznym elementem rozprawy. Szezegdlnie
trudnym zadaniem bylto pokazanie kluczowego wyniku pracy, ze cigg skrajuych gor-
nych (doluych) statystyk pozycyjnych skonstruowanyeh na bazie deidle stacjonarnego



ciagu ziniennych losowych jest zbiesny prawie na pewno do gomego (odpowiednio
dolnego) warunkowego kwantyla kofica noénika pojedynczej ohserwacyi wzgledem
a-cinln zbioréw niezmienniczych wezgledem clagu stacionarnego. Uzyskanie tego wy-
niku wymagalo subtelnych dodatkowych konstrukeji I romumowai: pierwotnie do-
wodzono twierdzenia dla specjalnie skonstruowanego ciggu zmiennych losowych na
przestrzend nieskonczenie wymiarowych weltoréw rzeczywistych # miarg stacjonar-
ng i o-ciaia zbioréw prawic niezmienniczych wizgledem tej miary. Dla kazdego ciggu
Seigle stacjonarmego na dowolnej przestrzent probabilistyczne] konstruowano pree-
strzenie ciggdéw rzecnywistych z odpowiednig miarg stacjonarng i winienne losowe o
rozldadzic w pierwotnego ciagu. PoniewaZ skrajne statystyki pozycyjne powstale z tej
konstrukeji dagyly do warunkowego kofica nognika, to réwniez statystyki pozycyjne z
pierwotnego ciggu mialy losows granice mierzalig wegledem niezmicnniczego ciggu.
Ostatnim krokiem bylo pokazanie, %e ta granica jest réwna warnnkowemu koficowi
nognika prawie na pewno. Posrednim wskaznikiem trudnodci tego roznmowania jest
fakt, ze w przypadku centralnym twierdzenie o zbicznodei statystyk pozycyjnych do
warnnkowego kwantyla w przestrzeni szezegbinej postaci pojawiio si¢ w pracy Dem-
binskiej 7 2014 roku (p. poz. [16] bibliografii), a zmienna losowa o rozkiadzie prawie
identycanym % warunkowymn kwantylem w pracy tej samej autork: w 2017 roku (p.
Melyika 80, 319-332).

Praca doltorska zawiera petne dowody zbieznosc centralnyeh i skrajuych sta-
tystyk pozyeyjnych odpowiednio do warunkowego kwantyla 1 warnnkowego kofca
nodnika dla dowolnych ciggéw Scisle stacjonarnych, Analogiczne koustrukcje 1 rozu-
mowania zostaly przeprowadzone w przypadlku wyznaczania asymptolycznego roz-
kladu [rakeji obserwacji wpadajacych do otoczeti statystyk pozyeyinych. Godny od-
notowania jest fakt udowodniony w rozprawie, ze w praypadku otoczen skrajnych
statystyk pozycyjnych wyniki istobnie zaleza od wartodel warunkowego kofca nosni-
ka. Byé¢ moze ktod ldedys znajdzie droge na skréty do tych wynikow, ale na razie
nalezy docenié osiggnigela pani Augustynowicz 1 jej prowotorki.

Kolejnym istotnym wynikiem rozprawy bylo zastapienie klasyczuego stacjonar-
nego ciggu ziniennych losowych w problemie szacowania liczhy obserwacii wpadaja-
eych w otoczenia skrajnych statystyk pozycyjnych przes ciggl obserwowane w Imo-
mentach losowych generowanych prazez proces liczacy zbiegajacy do njeskonczonoscl.
Zadanic to bylo motywowane praklycznyi problemem statystyki ubezpieczeniowe;
(podobnic jak 1 klasyczne, tylko jeszcze bardziej) polegajacym na sliczaniu szkod
bliskich ekstremalnym. Prazy roznych salozeniach na temat asymptotycznego za-
chowania procest liczgeego wyz1acsono asymptotyczne wartogel liczby obserwacji
wpadajacych w otoczenia skrajnych statystylk pozyeyjiych. Warte zauwazenia sg
ter twierdzenia szacujgee SUMAaryczng wartosé mmiennych losowych (szkdd) z oto-
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czen ciggdw skrajnych statystyk pozycyjnych obserwowanych w losowych momen-
tach czasowych.

Godne pochwaly jest pionierskie podejécie do asymptotycznej (eorii statystyk
pozycyjnych zaprezentowane w pracy. Problemy te zostaty gruntownie przebadane
w klasycznym przypadku ciggoéw zmiennych losowych niezaleznych o jednakowym
rozktadzie. Centralne statystyki pozycyjne zbiegaja wowczas prawie na pewno do
kwantyli odpowiednich rozkladéw (sg subtelne modyfikacje w przypadku niejedno-
znacznosci kwantyli), a skrajne do koiicéw nosnika. Powszechnie znane s tez kla-
sy asymptotycznych rozkladéw odpowiednio unormowanych statystyk pozycyjnych
oraz ohszary ich przyciggania. Wiele prac z teorii wartosci ekstremalnych poswie-
cono odstepstwom od klasycznego modelu. Odstepstwa te nie prowadzity jednak do
zmiany asymptotycznych wynikéw, a co najwyzej do ich nieznacznych modylikacji.
Ograniczenie do zalozenia jedynie dcistej stacjonarnogci doprowadzito do radykal-
nie innych konkluzji. Okazuje sie, ze w tej sytuacji rowniez niezmodyfikowane przez
procedury normalizacji statystyki pozycyjne mogg zbiegaé prawie na pewno do nie-
zdegenerowanych zmiennych losowych.

Stabszg strong teorii statystyk pozycyjnych opartych na ciggach stacjonarnych
stanowi brak nietrywialnych przyktadéw. Zalozenie ergodycznosci dopuszcza wie-
le znanych i uzytecznych modeli stochastycznych, ale prowadzi do klasycznych re-
zultatow. Poza tym Autorka podata jedynie trzy przyklady pozwalajace otrzymad
losowe granice: cigg identycznych zmiennych losowych, oraz ciggi stacjonarne ergo-
dyczne zmodyfikowane przez dodanie zmiennej losowej lub pomnozenie przez dodat-
nig zmienng losowg. Jedynie ostatni przypadek prowadzi do nietrywialnie zmody-
fikowancgo asymptotycznego rozktadu frakeji obserwacji w wybranym sasicdztwic
skrajnych statystyk pozycyjnych. Przykitad ten zostal wykorzystany w rozprawie
do modelowania wielorakich szkéd spowodowanych przez wspdlng przyczyne. Mimo
wszystko, wydaje mi sig on zbyt akademicki. Za blizsze praktyki uznalbym nastepu-
jace po nim rozwazania, ktére na podstawie analizy danych rzeczywistych sugeruja
dobdr modelu matematycznego.

Praca doktorska pani mgr Anety Augustynowicz zostala dobrze zredagowana i
zawiera wartoSciowe wyniki. Warte podkreslenia jest nowatorskie podejscie do tema-
tyki uprawianej przez wielu matematykow (p. np., wstep do rozprawy i spis litera-
tury). Moje opisane powyzej uwagi krytyczne wskazuja, ze prace w tej dziedzinie sg
jeszeze na poczatkowym etapie i wiele jeszcze zostato do zrobienia. W moim przeko-
naniu, zostaty spetnione wszystkie formalne i zwyczajowe wymagania dotyczace prac
doktorskich z matematyki. Wnioskuje o dopuszczenie mgr Anety Augustynowicz do
dalszych etapow przewodu doktorskiego.
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