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Rozprawa jest poswigeona badanin geometryeznyveh wlasnogel zbioréw afinicznic
A-rownoodleglvel stowarzyszonyel 2 gladkimi kezywyini plasking,  Sktada sie ze
wstepa, pigcin rozdzialow, dodatku 1 bibliegrafii. Jest to poprawiona wersja roz-
prawy pod Ly samymn teludem, ktora byla zlozona do recenzii w 2018 roku.

Podstawowyin obickten badan sg tu krzywe gladkie na plaszezyinie sparametry-
zowane preez C™-odwzorowania z odeinka la okregu do K2, 7 taka krzywy mosna
powlgzad w naluralny sposob kolejne kizywe,  Klasyerna geometria rozriczkowa
dostarcza wiclu przyvkladow takich krzywyeh. Jednym z nich jest intensywnie od
dawna badana kanstyka Wignera, ktorg mozua uogolnié do pojecia krzywej bedace]
zhiorem punktow A-rownoodleglvel. Tnnynr pravidadem jest wprowadzona przey
Stapislawa Janeezko krzvwa bedaca zbiorem srodow syvinetrii, a kolejnyin krzywa
vlozona z punktow "zhioru mierzacego staly szerokose”,

Kizywe te sa exesto osobliwe. Clownyur celenn autora byta charakteryzacia oso-
bliwodel pojawiajacyveh sie na tych krzywych oraz ich punktow przegiceia, jak rownies
relacii pomigdzy tyind punktami. Kolejnym tematem byto badanie nierownosel izo-
perymetryezivel opisujgevel swigeki pomiedzy dbugogciami 1 polami powlerzelini
stowarzyszonyini z tvini krzywyinl, Waznym celem autora bylo stworzenie takich
metod ktore pozwalaja badad te krzywe w praypadku gdy kezywa wyjdciowa nie jest
owalem,

W Rozdziale L antor bada geometryezne wlasnosel zbioru £y (M) punktow A-
rownoodlegtvelr stowmrzyszonyeh » krzvwa A oraz formuduje pewne twierdzenia
pozwalajpee uzasadnic istuienie na 25 (A) punktow osobliwych, oraz pomagajace
charakteryzowad geometryezne wlasnosei takich punktos,

W Rozdziale 2 antor wprowadzil orvginalne, uzyteczne pojccie schemaotu skie-
Junda zbiore By} Uzywajae pomystowyeh 1 kombinatoryeznie nietrywialnych
argimentow uzyl tepo pojecia do cliaraktervzacii wlasnodel zbioru punktow osobli-
wyclt i punktow preegiceia na galesiach krzywej 20(A). Szezegolnie ciekawe wydaly
mi sig przedstawione tn twierdzenia dotyvezgee tveh gadezi, klore majy poczatek i
koniee na krzeyvwey M,

W Rozdziale 3 hadane sq krzywe ktore moga by¢ sparametryzowane praez swoje
odwzorowanie Gaussa, na prayklad owale Tuly tzw Tjeze” (ang. “hedgehogs™. W
takim przypadio odwzorowanic odwrotne pozwals zdefiniowad funkeje podpicrajoc
Munkowskicgo p{(0). ktara vownies pozwala opisa¢ krzywa. Rozwinigeie funkeji p(9)
woszerey Fouriera umozlivwia dowodzenic waznyeh nierdwnodcl izoperymetrycznyvel).



Autor niyl tveh metod zeby badaé owale o stale] szerokoded, krzyvwe zlozone 2 punk-
LWGw Tzbiorn mierzgeego staly szerokose™ {ang. "Constant Width Measure Set”) oraz
krzywe Wignera.

W Rozdziale 1 autor lacsy techniki wprowadzone w dwoch wezesnicjszyel roz-
dziatach zeby opisaé punkty osobliwe, punkty przegieeia oraz inne geometryezne
wlasnosel krzywyelt Ey(R,,) stowarzyszonyell 7 generyeznymi sozetami. (Rozety to
ramkunigte lokalnie wypukle krzvwe o skonczonej liczbie rotaci.)

Rozdzial 5 jest podsmmowanicin rozprawy.

W Dodatkn antor dowodzi, ze zbior Oy skladajaey sie 7 kizywych spelniajacyeh
pewne geometryexne warinki jost generyeznyin podzbiorem C(S) R*). Ponadto
pokazano tam, ze zbior afinicznie Ardwnoodiegly posiada dla kazdej krzywej ze
zhioru Cy co najwyze) osobliwogal typu ostrze.

Rozprawa zostala napisana w zwiezly sposob, i jest racze) skicrowana do czytel-
nika ktovy jest juz wprowadzony w podobng tematyke. Crasmni ntradnialo mi to
lekture, vmuszajac do samodzielnego uzupelniania nicktdryely fragmentow dowodéw.

W oobecnej worsii pracy autor uwzglednil moje zastrzezenia do pierwotne] wersji
LOZPIAWY

e poprawll usterki wyiienione wnojej recenzji 2 2018 roku

e zdeliniowal punkty osobliwe krzywej jako punkty keyivezne pewnej naturalne]

parametryzacii. Dzicki tenn unikngl niejasnodci, kiore pojawily sic w pierw-
S7CH Wersji rozprawy

o w Dodatku wyjasnil problemy, do ktoryeh mindem zastrzezenia, Opisal wprost
waranki dla krzywych niezbedne aby moce badaé punkty osobliwe stowarzys4o-
nych krzywyeh zlozonyel » punktow A-rownoodieglyeh. Udowodunit szezego-
lowo, 2e krzywe spelniajace te warunki tworzy genervezny podzbior praestrzeni
Co(ST R, oraz 7e dla kezywyeh # tego zbior stowarzyszone krzywe posia-
daja co najwyze] osobliwodel typu ostize.

W opracy unalazlem pewng liczhe ntwych do zauwazenia i poprawienia usterek i
literowek:

okrgg S' jest dwukrotnie nazywany “sfera” (st 13, str. 42), oznaczony sy
) - e
bolen 5% (str.63). Jub symbolent Sy (str. 67)

e w Lemacie 1T zaloZzenie, 2o AL jest krzywy zamkniety jest chivba zbedne
o rysunck ilustrujacy zaloznia Twierdzent 1.2.5 nie zgadza si¢ 2 zalozeniami tego
twierdzenia. Na prevkiad na vysunku prosta £y preechodz praez go, a nie jak

w zadozeniach praez g

o dowdd Twicrdzenia 1.2.10 powinien dokladuiej wyjasnic, jak teza tego twier-
dzenia wynika 7 poprzednich twierdyen



e funkcja kata krzvwej M ma na str. 42 wartosei w odeinku [0.7), a na str. 67
w okregu S

e w zalozeniach Lematu 2.3.9 trzeba dodaé¢ zalozenie, ze krzywa C' jest za-
mknigta i genervezna. (Na pocezgtku tego rozdziatu jest takie zatozenie, ale
dotyezy ono krzvwej M)

e na str. 123 (8 linia) wystarczy zaklada¢, ze x € f~1 (W)

Usterki te nie majy istotnego znaczenia ani dla prezentacji, ani dla poprawnosci
wyvnikow rozprawy.

Na dorobek autora skladajy si¢ dwa samodzielne artykuty, ktore ukazaly si¢ w
J. Math. Anal. Appl.. Jouwrnal of Mathemalics, dwa wspole artykuly z Wojciechem
Domitrzem ktove ukazaly sie w Bull. Braz. Math. Soc., J. Geom. Anal.. Kilka
kolejuych jest obecenie dostepnyceh na arXiv.

Praca, jak i pozostaly dorobek kandydata, $wiadezy o dobrej znajomosei trud-
nych technik stosowanych w dziedzinie rozprawy. Uzyskane przez niego wyniki sa
oryginalnym, wartosciowym wkladem w badania poswiecone geometrycznym wia-
snosciom kaustyk stowarzyszonych z krzywymi plaskimi. Autor w satysfakcjonujacy
sposob dokonal poprawek. o ktore prositem we wezesniejszej recenzji. Uwazam, ze
rozprawa doktorska pana Michala Zwierzynskiego spelnia ustawowe 1 zwyczajowe
wymagania. Wnioskuje o skierowanie jej do dalszych etapow przewodu doktorskiego.
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