Recenzja rozprawy doktorskiej p. mgr Katarzyny Ryszewskiej
A semigroup approach to the space-fractional diffusion and the analysis of fractional
Stefan model
dla Rady Naukowej Dyscypliny Matematyka Politechniki Warszawskiej

1. INFORMACJE WSTEPNE.

Pani Katarzyna Ryszewska ukonczyla studia na Wydziale Matematyki i Nauk Informacyjnych Po-
litechniki Warszawskiej w 2017 roku. Kontynuuje nauke na Studiach doktoranckich PW w dyscyplinie
matematyka. W koncu 2020 roku podjela prace na etacie asystenta na Wydziale MiNI PW. Jest au-
torka lub wspétautorka 6 prac naukowych opublikowanych w dobrych czasopismach matematycznych
(spis prac znajduje si¢ na koicu recenzji).

2. OPIS ROZPRAWY DOKTORSKIEJ.

Napisana w jezyku angielskim rozprawa doktorska A semigroup approach to the space-fractional
diffusion and the analysis of fractional Stefan model zostala opublikowana przez Politechnike War-
szawska w 2020 roku. Rozprawa liczy 140 stron, sklada sie z 5 rozdzialéw, spis literatury obejmuje 34
pozycje. Jest to wige zdecydowanie obszerna rozprawa doktorska.

Rozprawa doktorska p. Ryszewskiej poswiccona jest badaniu rozwigzan rownania
o
(1) up — — D% = 0,
O

w zbiorze (¢,x) € (0,7") x (0, 1), gdzie operator D, « € [0, 1], jest tzw. utamkowq pochodng w sensie
Caputo rzgdu ce. W my$l Definicji 2.18, dla 0 < Rew < 1, mozna zapisac ja wzorem:
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"To co jest nowego, badZ nietypowego w tej rozprawie, to niestandardowy utamkowy (fraktalny)
operator dyfuzji dany wzorem %D“. Badaniu jego wlasnodci poswiecony jest drugi Rozdzial rozprawy.
Wspomniane w nim sa podstawy teorii pélgrup, teorii poteg utamkowych operatoréw nieujemnych
(czgdciej w literaturze badano wezesniej operatory dodatnie); przez operator nieujemny rozumie si¢ tu
liniowy operator A okreslony nw przestrzeni Banacha A : X 5 D(A) — X ktérego zbiér rezolwenty
zawiera polprostg (—o0,0) i spelnione jest oszacowanie
M
A
Tego typu rozwazania wywodza si¢ # klasycznych Juz dzis monografii A. Pazy’cgo (Springer, 1983),
C. Martineza i M. Sanza (Elsevier, 2001), A. Yagi (Springer, 2010), czy nieujetych w tekscie; S.G.
Kreina (Nauka, 1967), E.M. Steina (Princeton University Press, 1970), D. Henry’ego (Springer, 1981),
a w szczegllnodei szeregu prac H. Komatsu z polowy lat szescdziesigtych XX wieku, w ktérych wpro-
wadzono nowoczesna definicje utamkowej potegi operatora. Na pewno trzeba tu réwniez wspomnie¢
zacytowane monografie autoréw pochodzenia rosyjskiego; S.G. Samko, A.A. Kilbasa i O.M. Maricheva,
(Gordon and Breach, 1993) czy A.A. Kilbasa, H.M. Srivastovej, J.J. Trujilio (Elsevier, 2006). Te dwie
ostatnie pozycje wychodzg bardziej od strony teorii operatordw calkowych i pochodnych utamkowych.
W szezegélnosei w bardzo obszernej monografii [29] (numeracja za rozpraws) znajdziemy rozbudo-
wang teori¢ operatoréw pochodnej ulamkowej w jednym wymiarze przestrzennym, uzyta w rozprawie
doktorskiej.

[(A+ )71 < for A > 0.

W Rozdziale 3 rozprawy Autorka omawia wlasnogci dyfuzyjnego operatora A := —%Da na dzie-
dzinie Do = {¢p € H*2(0,1);u, € H*(0,1),u(1) = 0}, gdy o € (0,1). W szczegdlnosci, sprawdzajac
zalozenia tw. Lumera-Philipsa pokazuje, ze operator A jest generatorem C%-pétgrupy kontrakeji na
przestrzeni LQ(O, 1). I dalej, w Tw. 3.5, ze jest to réwniez polgrupa analityczna (bowiem operator
A jest sektorialny np. w sensie monografii Henry’ego). Cheialbym w tym miejscu wspomnieé¢ o waz-
nych klasycznych rezultatach zawartych w pracy [7], odnoszacych si¢ do zwiagzku operatora Stokesa,
z odwrotnym do operatora minus Laplasa oszacowan podobnych do tych z rozprawy, choé w wyz-
szym wymiarze przestrzennym. Byly one uzywane przez autoréw japonskich w badaniach réwnania
Naviera-Stokesa. Podobne wlasnosci dla operatora A sg rozwazania w zakresie stron 29-35 rozprawy.
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Podrozdziaty 2 i 3 Rozdzialu 3 rozprawy poswigcone sg badaniu liniowych pétgrup zwigzanych z
operatorem A rozpatrywanym z warunkami typu Dirichleta (jednorodnym), lub mieszanym (z po-
chodng utamkows rzedu o na lewym koncu (0, 1).

Rozdzial 4 omawia zastosowanie uzyskanych wezesniej wlasnosci operatora 4 do rozwigzania uktadu
réwnan ze swobodnym brzegiem; problemu Stefana,
up— Au=0 (t,z) € (0,7] x (0, s(t)),
Uz (t,0) =0, u(t,s(t)) =0,¢tc (0,7,
§'(t) = —(D%u)(t,s(t)),t € (0,T),
w(0,2) = up(x), € (0,5(0)) = b.

(2)

Jest to zasadnicze zagadnienie motywujace powstanie tej rozprawy doktorskiej. Dowodzone w tym
rozdziale Twierdzenie 4.1, o istnieniu rozwigzania zadania Stefana, ma skomplikowang strukture do-
wodu. Najpierw transformuje sie badany problem na zadanie w obszarze cylindrycznym. Problem ten,
z przetworzonym operatorem
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Jest rozwigzywany w oparciu o klasyczne twierdzenia, egzystencjalne dla proceséw ewolucyjnych (np.
[8]). Przechodzi sie tu do powigzanego z badanym problemem rozniczkowym réwnania catkowego
(poprzez formule Cauchy’ego). Budowane w Twierdzeniu 4.2 rozwigznie nalezy do klasy C([0, T); D).
Dalej badane sg kwestie wyzszej regularnosci otrzymanego rozwigzania. Opisana w Lematach 4.4 —
4.6 dodatkowa regularnogé rozwigzanie jest zdecydowanie najbardziej techniczna czedcia rozprawy,
zarazem trudng do przeéledzenia (Corollary 4.8).

Z kolei Autorka formuluje dla badanego problemu twierdzenie typu Zasady Maksimum (Lemat
4.12). Dostarcza ono oszacowan potrzebnych w konczacym Rozdzial 4 Twierdzeniu 4.17, méwigcym o
Istnieniu rozwigzania problemu Stefana.

W koiicowym Rozdziale 5 (a takze w koticowee Rozdzialu 4) badane s samopodobne (self-similar)
rozwigzania problemu Stefana. Narzucajac taka specjalna postac rozwigzan, badany uklad (problem
Stefana) redukuje sie do uktadu réwnan rozniczkowo-catkowych:
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Uy — m(t - '5"1(1")) )

(3)
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z odpowiednimi warunkami dodatkowymi. Istnieniu rozwigzania powyzszego ukladu poswigcone jest
Twierdzenie 5.1.

Podczas czytania rozprawy nasunely mi si¢ nastepujace pytanias

e Skad pochodzi pomysl zajecia si¢ takim wlasnie operatorem lepkosciowym A?

e Czy wobec jednowymiarowogci przestrzennej badanego zagadnienia nie byloby ciekawe roz-
patrzenie tych zagadnienn w klasach funkcji absolutnie cigglych, powigzanych jak wiadomo z
przestrzeniami Sobolewa w wymiarze 1 (jak w Prop. 2.26 rozprawy). Czeéciowo Jest to zreszta
robione w rozprawie, bowiem teorig przestrzeni Sobolewa przeplata si¢ z teorig funkcji abso-
lutnie cigglych w wymiarze przestrzennym 1.

3. DOROBEK NAUKOWY.

Poza oméwiong powyzej rozprawg doktorska p. Katarzyna Ryszewska, jest autorks lub wspétautorks,
6 opublikowanych prac naukowych, ktérych spis zamyka niniejszg opinig. Sg to prace wydane w do-
brych czasopismach matematycznych, jak np. Nonlinear Analysis RWA czy Journal of Mathematical
Analysis and Applications. Wszystkie prace zostaly opublikowane w latach 2017-2020, co pokazuje
duza dynamike dzialalnogci naukowo-badawczej pani Ryszewskiej.
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4. UWAGI KONCOWE,

Opiniowana rozprawa doktorska pani mgr Katarzyny Ryszewskiej stanowi interesujacy tekst mate-
matyczny. Dotyczy ona ciekawego zagadnienia z nielokalnym operatorem dyfuzji, czyli zagadnienia, be-
dacego przedmiotem modnego obecnie kierunku badan naukowych w zakresie matematyki. Rozprawa,
jest napisana starannie, nie zauwazylem bledéw przy Jej czytaniu. Jej napisanie na pewno wymagato
takze od Autorki duzej pracy redakcyjnej. W moim odczuciu rozprawa ma pewne drobne mankamenty.
Po pierwsze, Autorka pomingla szereg istotnych pozycji literatury powigzanych z tematem rozprawy,
co staralem si¢ wskazaé¢ bezposrednio w tregci opinii. Po drugie, pomimo starannego i poprawnego
matematycznie sposobu zredagowania tekstu, jest to jednak matematyka bardzo techniczna, nuzaca
samymi zapisami. Sam pomys} wprowadzenia nietypowego operatora dyfuzji A, choé ciekawy, rodzi
Jednak pytanie; czy podobnych wynikéw nie mozna, otrzymaé zastepujac uzyty w rozprawie operator
A powiedzmy operatorem (—A)? 4 ulamkowym wykladnikiem g ¢ (%, 1)? Te ostatnie operatory sg
powszechnie uzywane i badane juz od ponad 20 lat, np. w réwnaniu quasi-geostrophic. Pytania te nie
umniejszaja jednak wartogci zaprezentowanej rozprawy, ciekawej, tadnie napisanej i trudne;j.

5. PODSUMOWANIE OPINII.

Pragne zdecydowanie stwierdzi¢, ze rozprawa doktorska pani Katarzyny Ryszewskiej
zatytutowana A semigroup approach to the space-fractional diffusion and the analysis of fractional
Stefan model spelnie wszelkie formalne oraz zwyczajowe wymagania stawiane rozprawom
doktorskim z matematyki oraz stanowi oryginalne rozwigzanie badanego w rozprawie
problemu naukowego. Co wigcej, zaréwno sama rozprawa jak i opublikowane wczesniej
prace naukowe dowodzg posiadania przez p. Ryszweskiej duzej wiedzy teoretycznej i
umiejgtnosci potrzebnych do prowadzenia samodzielnych badan naukowych w zakresie
teorii réwnan rézniczkowych czgstkowych, dyscyplinie matematyka.

Wnosze¢ o dopuszczenie pani magister Katarzyny Ryszewskiej do dalszych etapéw prze-
wodu doktorskiego.

Katowice, 09.02.2021.

. Ptet

Prof. dr hab. Tomasz Dlotko

Profesor w Instytucie Matematyki
Uniwersytetu Slaskiego w Katowicach
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