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Omowienie rozprawy:

Zwarto$¢ w przestrzeniach Lebesgue’a

Wprowadzenie

Tematyka badawcza niniejszej rozprawy habilitacyjnej dotyczy zagadnieri z pogranicza teorii prze-
strzeni funkcyjnych i analizy na przestrzeniach metrycznych. Jednymi z podstawowych kwestii w
tej teorii sa charakteryzacja zbioréw zwartych (ogdlniej prezwartych) oraz zwarto$¢ zanurzen prze-
strzeni funkcyjnych. Kwestie te sa interesujace nie tylko z czysto poznawczego punktu widzenia,
gdyz odpowiedzi na nie znajduja zastosowania w tzw. matematyce stosowanej, np. rownaniach réz-
niczkowych czastkowych.! Przypomnijmy, Ze w przypadku przestrzeni funkcji ciagtych okreslonych
na zwartej przestrzeni Hausdorffa zbiory zwarte scharakteryzowane sa przez Twierdzenie Arzela-
Ascoli, a w przypadku przestrzeni Lebesgue’a LP(R™) zbiory zwarte charakteryzuje Twierdzenie
Riesza-Kotmogorowa.

Swigtym Graalem w analizie na przestrzeniach metrycznych jest rézniczkowalnosé.> Namiastke
rézniczkowania daja przestrzenie Sobolewa. Teoria ta rozwija si¢ intensywnie od lat 90-tych XX
wieku, a w gronie protoplastéw teorii przestrzeni Sobolewa na przestrzeniach metrycznych znajduja
si¢, migdzy innymi: Ambrosio, Cheeger, Hajtasz, Shanmugalingam. Naturalnymi pytaniami zwia-
zanymi z takimi przestrzeniami sg pytania o zanurzenia w odpowiednie przestrzenie funkcyjne, jak
réwniez kwestie zwartoSci zanurzen (by¢ moze w trochg gorsze przestrzenie).

"Wiele zagadnien z réwnaii rézniczkowych moze byé sprowadzona do pytania o istnienie punktu statego odpowiedniego
operatora. Z kolei, niektére twierdzenia o punkcie statym, np. Twierdzenie Schaudera, wymagaja zwartoSci.
2Pewng strukture rézniczkowa na przestrzeniach metrycznych przedstawil Cheeger w pracy [13].



Wspdlnym celem prac zawartych w rozprawie habilitacyjnej jest zbadanie struktury zbioréw pre-
zwartych w przestrzeniach funkcyjnych (gléwnie w przestrzeni Lebesgue’a, przestrzeni Lebesgue’a
ze zmiennym wyktadnikiem i przestrzeniach funkcyjnych Banacha) okreslonych na przestrzeniach
metrycznych z miarg borelowska oraz na zupeinych rozmaitosciach riemannowskich. Prace [R1, R2,
R3] dotycza charakteryzacji zbioréw prezwartych. W [R1] oraz [R2] podajemy pelna charektery-
zacje¢ zbioréw prezwartych w przestrzeniach Lebesgue’a ze zmiennym wyktadnikiem na przestrze-
niach metrycznych z miarg podwajajaca. Nalezy w tym miejscu dodaé, ze obecnie teoria przestrzeni
funkcyjnych ze zmiennym wyktadnikiem rozwija si¢ bardzo intensywnie, z powodu licznych zasto-
sowafi, np. w modelach ptynéw elektrologicznych [59], ptynéw termoreologicznych [7], w badaniu
przetwarzania obrazéw [1, 52] oraz w réwnaniach z niestandardowym wzrostem.? Ponadto, praca
[R1] zawiera szczeg6towa dyskusje¢ dotyczaca zbioréw prezwartych w przestrzeniach Lebesgue’a ze
zmiennym wyktadnikiem na przestrzeniach euklidesowych. Wyniki z prac [R1] i [R2] przedstawiamy
w podrozdziale Al.

Praca [R3] dotyczy charakteryzacji zbioréw prezwartych w przestrzeniach funkcyjnych Banacha
okreslonych na przestrzeniach metrycznych z miara ciaglta wzgledem metryki. Wyniki z tej pracy
moga by¢ stosowane do bardziej egzotycznych przestrzeni, takich jak np. duze przestrzenie Lebes-
gue’a ze zmiennym wyktadnikiem. Oméwienie pracy [R3] zawiera podrozdziat A2.

Wyniki z prac [R4, R5], oméwione w rozdziale B, dotycza zwartoSci zanurzen przestrzeni Sobo-
lewa okreslonych na przestrzeniach niezwartych.* W przypadku klasycznych przestrzeni Sobolewa
okreslonych na R" zanurzenia w przestrzenie L? nie sa zwarte. Berestycki i Lions [10] zauwazyli,
Ze przestrzenie WP (R™), sktadajace si¢ z radialnie symetrycznych funkcji z przestrzeni Sobolewa,
zanurzaja si¢ w sposéb zwarty w L1(R"™), gdziep < g < p* = %. W pracy [R4] wykazaliSmy zwar-
to$¢ zanurzen H-niezmienniczych przestrzeni Hajtasza-Sobolewa na przestrzeniach metrycznych z
regularng miara Ahlforsa. Mianowicie, niech (X, p, 1) bedzie przestrzenia metryczng z s-regularng
miara Ahlforsa taka, Ze przestrzeri Hajtasza-Sobolewa M1P(X) jest refleksywna. Niech ponadto, H
bedzie podgrupa grupy izometrii zachowujacych miarg p. Wowczas, jesli orbity dziatania grupy H
spelniaja odpowiednie zatozenia, to przestrzeii M Ilf’p (X)) zanurza si¢ w sposéb zwarty w L7(X), gdzie
p<gq<p= % oraz M 11{’7’ (X)) jest H-niezmiennicza przestrzenia Hajtasza-Sobolewa. W pracy
[R5] badamy zwarto$¢ zanurzen przestrzeni Sobolewa ze zmiennym wyktadnikiem okreS§lonych na
zupelnych rozmaitosciach riemannowskich. Wykazujemy, ze jesli rozmaito$¢ riemannowska (M, g)
ma ’ograniczona’ geometri¢, H jest podgrupa grupy izometrii rozmaitosci M, ktérej orbity odpo-
wiednio szybko 'rosng’ i g jest jednostajnie ciagtlym H-niezmienniczym wyktadnikiem, to przestrzen
L?(I}(M) zanurza si¢ w spos6b zwarty w LPC) (M), gdzie ¢ < p < ¢*.

Prace [R6, R7] dotycza charakteryzacji przestrzeni metrycznych z miarami spetniajacymi zato-
zenia gtéwnego twierdzenia z pracy [R1] (patrz warunek (2) z Twierdzenia 1 w autoreferacie). W
artykule [R6] wykazujemy, Ze jesli przestrzen Hajtasza-Sobolewa M P okre§lona na przestrzeni me-
trycznej z miarg podwajajaca zanurza si¢ w L9, gdzie ¢ > p, to miara jest lokalnie dolnie regularna
w sensie Ahlforsa. Hajtasz [33] udowodnil, Ze na przestrzeni metrycznej z miara dolnie regularna
Ahlforsa, przestrzeri M P zanurza sie¢ w L9, gdzie ¢ > p. Tym samym, otrzymujemy w klasie miar
podwajajacych czgsciowa charakteryzacje przestrzeni dopuszczajacych zanurzenia przestrzeni Sobo-
lewa w przestrzenie Lebesgue’a. W pracy [R7] dowodzimy, ze na spdjnych przestrzeniach metrycz-
nych z miara podwajajaca nieréwnos$¢ Trudingera-Mosera jest spetniona jedynie wtedy, gdy miara ta

3Przestrzenie ze zmiennym wyktadnikiem, okreslone na przestrzeniach metrycznych z miara, byty badane, miedzy in-
nymi, przez grupg matematykéw japoriskich [21, 54] oraz firiskich [37, 38, 39].

*W pracy [R5] zajmujemy si¢ réwniez innymi zagadnieniami, takimi jak np. zanurzenia w przestrzenie Holdera ze
zmiennym wyktadnikiem, zanurzenia w przypadku logarytmicznej holderowskiej ciagtosci wyktadnika. Ze wzgledu na to,
ze zagadnienia te nie sa zwigzane bezposrednio z rozprawa, nie bedziemy ich omawiac.



spetnia warunek (2) z Twierdzenia 1.> Na wyniki z prac [R6, R7] mozemy patrzeé¢ na dwa sposoby:
po pierwsze na ile zatozenia o dziedzinie w twierdzeniach o wlozeniu sa optymalne, po drugie jaka
informacj¢ o geometrii przestrzeni zawieraja nieréwnosci typu Sobolewa. Oméwienie artykutéw [R6]
i [R7] zawiera rodziat C.

Wreszcie, w pracy [R8], oméwionej w rozdziale D, badamy relacje migdzy warunkami gwarantu-
jacymi prezwarto$¢ w przestrzeniach Lebesgue’a. Udowadniamy w niej wariant twierdzenia Sudakova
na przestrzeniach metrycznych z miara.

Kazdy z rozdziatéw zawiera, oprécz opisu wynikéw, podstawowe informacje o obiektach, z kto-
rymi pracujemy. Ponadto, aby utatwié¢ Czytelnikowi lekture, zamieSciliSmy podrozdzial zawierajacy
podstawowe pojecia zwigzane z miarami na przestrzeniach metrycznych.

Przestrzenie metryczne z miara

Niech (X, p, u) oznacza przestrze metryczna z miarg wyposazona w metryke p i borelowsko re-
gularng miar¢ u. Bedziemy zaktadaé, ze miara niepustych zbior6w otwartych jest dodatnia oraz, ze
miara zbioréw ograniczonych jest skoficzona. Méwimy, ze miara p jest podwajajaca (spelnia waru-
nek podwajania), jesli istnieje stata C, > 0 taka, Ze dla dowolnej kuli otwartej B(z, ) spelniona jest
nieréwnos¢

1 (B(xz,2r)) < Cup (B(z,7)) .

Warunek podwajania implikuje istnienie stalej D takiej, ze nastgpujaca nieréwnos¢

U (B(azg,rg)) (7“2)8 .
— D —_ d :1
1 (B(x1,7“1)) o  gdae s =log> G,

r1
jest spetniona dla wszystkich kul B(z,r9) oraz B(z1,r1), jesli tylko ro > r1 > 01z € B(xzg,r2)
[35]. Z powyzszej nierownos$ci otrzymujemy, ze jesli przestrzen X jest ograniczona, to istnieje b > 0
takie, ze dla r < diamX prawdziwe jest oszacowanie

w(B(z,7)) > bre. (1)

Z drugiej strony, jesli przestrzefi metryczna wyposazona w miarg podwajajaca nie jest ograniczona,
to nieré6wnos$¢ (1) nie musi zachodzi¢ [11].

Niech a bedzie dodatnig liczba rzeczywista. Powiemy, ze miara p jest dolnie a-regularng w sensie
Ahlforsa, jesli istnieje stala c taka, ze

cr® < (B, 1)),

dla x € X oraz r < diamX. Analogicznie definiujemy miar¢ gornie a-regularng w sensie Ahlforsa,
jako miarg, dla ktérej istnieje stata C' taka, ze

w(B(z,r)) < Cre,

dla z € X oraz r < diamX. Ponadto, miar¢ y ktdra jest dolnie i gérnie a-regularnag bedziemy
nazywaé miarg a-regularng w sensie Ahlforsa. OczywiScie, jak fatwo zauwazy¢, kazda miara Ahlforsa
jest miara podwajajaca.

SBadania dotyczace zwiazku miedzy zanurzeniami przestrzeni Sobolewa a regularno$cia miar sa kontynuowane w pracy
[5]. W szczegblnosci, w pracy tej pokazujemy, ze nierdwno$¢ Morreya (zanurzenie w przestrzen funkcji holderowsko cia-
glych) implikuje dolna regularno$¢ miary w sensie Ahlforsa.



Przypomnijmy jeszcze definicje miary ciagltej wzgledem metryki [26, 22]. Niech (X, p, 1) ozna-
cza przestrzen metryczna z miara. Powiemy, ze p jest ciagta wzglgdem metryki p, jesli dla wszystkich
x € X ir > 0 speliony jest warunek

lim pu(B(xz,r)AB(y,r)) =0,

y—x
gdzie przez AA B oznaczyliSmy réznicg symetryczng zbioréw, tj. AAB := A\ BUB\ A. Przestrzenie
metryczne z miarami ciggtymi maja bardzo dobre wiasnosSci. Na przyktad, jesli p jest ciagta wzgledem
metryki, to dla dowolnego r > 0, przyporzadkowanie x — p(B(z, 7)) jest odwzorowaniem ciggtym.
Z drugiej strony, jesli dla miary p spetniony jest warunek, ze dla wszystkich x € X odwzorowanie
r+— p(B(z,r)) jest ciagte, to miara p jest ciagta wzgledem metryki. Co wigcej, okazuje sig, ze jezeli
(X, p, 1) jest przestrzenia geodezyjng [40] z miara podwajajaca p, to miara p jest ciagta wzgledem
metryki p [2, 22].

Na zakoriczenie naszego wstgpu wprowadZzmy jeszcze jedno oznaczenie. Niech mianowiciee, f
bedzie funkcja lokalnie catkowalna na zbiorze mierzalnym A, ktérego miara jest dodatnia. Wtedy
przez (f)a oznaczaé bedziemy wartos¢ Srednia funkcji f na zbiorze A, tzn.

(F)a = ]g fp = M(lA) /A fdp.

A. Charakteryzacja zbiorow zwartych w przestrzeniach Lebesgue’a

Klasyczne twierdzenia Riesza-Kotmogorowa [20, 50, 57, 63, 64, 65] charakteryzuje zbiory prezwarte
w przestrzeniach Lebesgue’a. Orzeka ono, iz podzbior F przestrzeni LP(R"™), gdzie 1 < p < oo, jest
catkowicie ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy:

(A) F jest ograniczony;

(B) Veso 3650 p<s Vier [ |f(xz+h) = f(x)Pdr <¢;
Rn
(C) Veso0 3r>0 Vyer [ |f(2)Pde < e.
R”\B(0,R)

Powyzsze twierdzenie pozostanie prawdziwym, je§li w warunku (B) operator przesunigcia o wektor
h zastapimy usrednieniem po kuli o promieniu |A|, tzn. gdy zamiast (B) wpiszemy

(B') Veso 3550 Yin<s Yyer [ 1(f)Ban) — flx)Pde < e.
Rn

Twierdzenie Riesza-Kotmogorowa doczekato sig wielu uogélniei. Wymierimy kilka z nich. Prace
[30, 46, 51] zawieraja charakteryzacj¢ zbior6w prezwartych w LP( X, p, 1), gdzie (X, p, uu) jest prze-
strzenig metryczng z miara. Z kolei, Weil [66] udowodnit twierdzenie o zwartosci w LP(G), gdzie
G jest lokalnie zwartg grupa topologiczna, Pego [55] (zob. réwniez [27] i [28]) podat twierdzenie
Kotmogorowa w L? przy uzyciu transformaty Fouriera, natomiast Rafeiro [56] podal twierdzenie
charakteryzujace zbiory prezwarte w Lp(')(Q), gdzie 2 jest ograniczonym podzbiorem przestrzeni
R™.



Al. Prezwarto$¢ w przestrzeniach Lebesgue’a ze zmiennym wykladnikiem

Zanim przedstawimy gtéwne wyniki, przypomnimy pojecia zwiazne z przestrzeniami Lebesgue’a
ze zmiennym wyktadnikiem (w celu giebszego wywodu odsytamy do monografi Cruza-Uribe i Fio-
renza [15] oraz ksiazki Dieninga, Harjulehto, Histo i Razicki [16]).

Niech (€2, 1) bedzie przestrzenia mierzalng z miarg o-skoriczona. Kazda funkcje mierzalng p :
2 — (0, 00] bedziemy nazywaé zmiennym wyktadnikiem. Zbiér zmiennych wyktadnikéw okreslo-
nych na {2 bedziemy oznacza¢ symbolem P(€2). Ponadto, zdefiniujmy:

py =esssupp(x), p— =essinf p(x).
€ zeq
Bedziemy zaktadaé, ze 0 < p_ < p4 < o0.
Przestrzen Lebesgue’a ze zmiennym wyktadnikiem LP() (€2) definiujemy jako zbi6r tych p-mierzalnych
funkcji f : Q — R, dla ktérych wyrazenie postaci

Py () = / (@)@ dyz)
Q

jest skoficzone. Przestrzen ta jest przestrzenia kwazi-Banacha z kwazi-norma Luxemburga

1l = inf{)\ S 0: py) G) < 1},

gdzie f € LP) (). Jesli p— > 1, to przestrzeri Lebesgue’a ze zmiennym wyktadnikiem staje sig prze-
strzenig Banacha. Przestrzenie Lebesgue’a ze zmiennym wykladnikiem sg szczegélnym przypadkiem
przestrzeni Musielaka-Orlicza. Jesli p jest state, to LP() (€) jest klasyczna przestrzenia Lebesgue’a.

Wprowadzmy jeszcze klasg dostatecznie regularnych wyktadnikéw. Niech (X, p) oznacza prze-
strzeni metryczng oraz {2 C X. Powiemy, ze funkcja p : 2 — R jest lokalnie logarytmicznie holde-
rowsko ciagta na 2, jesli

C
3or50 Yagea [p(x) — p(y)| < ! -
(e k)

log p(z,y)

Ponadto, powiemy, Ze p spelnia logarytmicznie hélderowski zanik w nieskoriczono$ci z ustalonym
punktem xy € X, gdy

Co
log (e + p (2, x0))

Fpocr >0 Yeen [P(T) — poo] <

Wyktadnik p bedziemy nazywac globalnie logarytmicznie holderowsko ciagtym w 2, jesli jest lo-
kalnie logarytmicznie holderowsko ciagly w 2 oraz spetnia logartymicznie holderowski zanik w nie-
skonczonosci.

Zbi6r logartymicznie holderowsko ciaglych wyktadnikéw definiujemy jako

1
Plog(2) = {p € P(Q) : — jest globalnie logartymicznie hélderowsko ciqgle} .
p

Przejdziemy teraz do prezentacji gtéwnych wynikéw. W pracy [R1] udowodniliSmy nastgpujace
twierdzenie:



Twierdzenie 1. Niech (X, o, j1) bedzie przestrzeniq metryczng z miarq podwajajgca, p € Plog(X, 11),
1 <p_ <pi < o0. Zatoimy, ze

Veso  h(r) :=inf{u(B(z,r)): z€ X} > 0. (2)
Wéwczas rodzina F  LP() (X, ) jest prezwarta wtedy i tylko wtedy, gdy:
(i) F jest ograniczona w LPC) (X, u);

(i1) Yeso Frs0 Vier ){ £ (@) = (f) B PP du(z) < &

(#11) Jzpex VYeso 3rso Yer [ |f(@)|P@du(z) <e.
X\B(zo,R)

Dowdd koniecznosci warunkéw (i) — (7i7) wykorzystuje Twierdzenie Lebesgue’a o rézniczko-
waniu catki oraz Twierdzenie Hardy’ego-Littlewooda o funkcjach maksymalnych w przestrzeniach
Lebesgue’a ze zmiennym wyktadnikiem [3]. Dowdd prezwartosci F bazuje na metodzie z pracy Ka-
tamajskiej [46] (zob. réwniez [30]). Ustalamy dowolny ciag { f,} z tej rodziny. Refleksywnos¢ prze-
strzeni gwarantuje nam istnienie podciagu { f,, }, ktory jest tylko stabo zbiezny. W celu wykazania
mocnej zbieznosci { f,,, }, udowadniamy twierdzenie charakteryzujace zbiezno$¢ w przestrzeniach
LPO)(X), ktére z grubsza méwi, ze ciag jest mocno zbiezny w LP()(X) do ustalonego elementu je-
dynie wtedy, gdy jest on zbiezny wedtug miary, jest jednakowo p(-)-catkowalny oraz ma jednakowy
zanik w "nieskoficzonosci’.

Twierdzenie 1 mozemy zastosowaé bezposrednio do charakteryzacji zbioréw prezwartych w LP(") (R™),
formutujac ponizszy rezultat:

Twierdzenie 2. Niech p € Piog(R™) oraz 1 < p_ < p; < oo. Wéwczas rodzina F C LPU)(R™) jest
prezwarta wtedy i tylko wtedy, gdy:

(1) F jest ograniczona;

(i) Veso Jss0 Yip<s Veer [ (Npen — f@)P@de <e;
Rn
(iti) Veso Frs0 Yyer [ |f@)P@dz <e.
R™\B(0,R)

W przypadku klasycznych przestrzeni Lebesgue’a (przestrzeni ze statym wyktadnikiem), Twier-
dzenie 2 pozostaje w mocy, jesli w warunku (ii) Twierdzenia 2 operator usrednienia po kuli zasta-
pimy operatorem translacji. Zatem, naturalnym jest pytanie o analogiczny wynik w przestrzeniach
ze zmiennym wyktadnikiem. W pracy [R1] udowodnili§my nastgpujace twierdzenie gwarantujace
prezwarto$é w LPC) (R™).

Twierdzenie 3. Niechp € P(R™), p, < oc. Jesli F C LPU)(R") spetnia nastepujace warunki
(i) F jest ograniczona;

(i) Veso Jss0 Vpes Yyer [ |f(@+h) = f(2)P@de <e;
Rn

(i79) Veso dr>0 Vyer S/ | f(z) |p(x)d5’3 <g,
R\ B(0,R)



to F jest prezwarta w LPC) (R™),

Idea dowodu Twierdzenia 3 opiera si¢ na metodach z pracy [42] i polega na konstrukcji ’dobrego’
odwzorowania z rodziny F w przestrzen skoficzenie wymiarowa. Zauwazmy, Ze W powyzszym twier-
dzeniu nie zaktadamy regularno$ci na wyktadnik p. Ponadto, tatwo si¢ przekonad, ze implikacja od-
wrotna w Twierdzeniu 3 nie jest na ogo6t prawdziwa.

Poza uzyciem Twierdzenia 1 do pokazania Twierdzenia 2, Twierdzenie 1 mozna réwniez zastoso-
waé, miedzy innymi, do wykazania zwarto$ci zanurzenia przestrzeni Hajtasza-Sobolewa ze zmiennym
wyktadnikiem w przestrzenie Lebesgue’a [R1] (bardziej optymalne wyniki mozna znaleZzé w pracy
[24]).

PrzejdZzmy do dyskusji Twierdzenia 1. Twierdzenie to przedstawia charakteryzacj¢ zbioréw pre-
zwartych w przestrzeniach Lebesgue’a LP() (X, ), przy zatozeniu logarytmicznej holderowskiej cia-
glosci wyktadnika p, ktory jest ostro wigkszy niz 1. W metodzie dowodowej Twierdzenia 1 istotny
jest warunek (2) na geometrig¢ przestrzeni. Warunek (2) przedyskutujemy w rozdziale C.

Okazuje sig, ze nie zakladajac warunku (2) na miarg przestrzeni mozemy scharakteryzowac zbiory
prezwarte w LP(") (X, p) nawet w przypadku przestrzeni kwazi-Banacha, tj. gdy wyktadnik p przyj-
muje warto$ci mniejsze niz 1. W pracy [R2] udowodnili§my nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 4. Niech (X, o, j1) bedzie preestrzeniq metryczng z miarq podwajajaca, p € Piog (X, 1)
oraz 0 < p_ < pp < oo. Wowczas rodzina F C Lp(')(X, ) jest catkowicie ograniczona w
LPO) (X, 1) weedy i tylko wtedy, gdy:

(a) F jest ograniczona w LPC) (X, p);

(b) EI0<q<p_

p(x)/q
| . N
tim sup | (é W@ = ) du(y)) du(z) = 0;

(¢) dla pewnego xp € X

Jim sup / ()P dp(z) = 0.
R—o0 fer
X\B(zo0,R)

Technika dowodu powyzszego twierdzenia korzysta z metod w pracy [51]. Wykazujemy najpierw
twierdzenie charakteryzujace prezwartosc, ktore orzeka, ze catkowita ograniczonos¢ rodziny funkcji
F z przestrzeni LPC) (X, 1) jest - dla przestrzeni X o skoficzonej mierze - réwnowazna z jednakowa
catkowalnoscia oraz catkowita ograniczono$cia F w przestrzeni funkcji mierzalnych L wyposazo-
nych w topologi¢ zbieznosci wedlug miary. Nastgpnie - podpierajac si¢ twierdzeniami gwarantuja-
cymi prezwartos¢ w L - sprawdzamy, ze rodzina J obcigta do kuli o dostatecznie duzym promieniu
jest catkowicie ograniczona w L°. Z kolei, dowéd koniecznosci warunkéw (a) — (c) bazuje na twier-
dzeniu o funkcjach maksymalnych.

Z dowodu Twierdzenia 4 otrzymujemy, Ze bez zalozenia logarytmicznej holderowskiej ciaglosci,
warunki (a) — (c) Twierdzenia 4 implikuja prezwarto$¢. Mianowicie, w pracy [R2] udowodniliSmy
nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 5. Niech (X, o, i) bedzie przestrzeniq metryczng z miarq podwajajqcq oraz 0 < p_ <
Py < oo. Jesli rodzina F C Lp(')(X , |b) spetnia nastepujqce warunki:

(a) F jest ograniczona w LPO) (X, p);



(b) E|O<q<p,

p(z)/q
i j‘elg/x (Ji(m) |f (@) = f(y)!qdu(y)> dp(z) = 0;

(¢) dla pewnego o € X

lim sup / F@)PDdp(z) =0,
R—o0 fer
X\B(:Bo,R)

to F jest catkowicie ograniczona w LP') (X, ).

A2. Prezwarto$¢ w Przestrzeniach Funkcyjnych Banacha

W celu oméwienia wynikéw z pracy [R3], przypomnijmy szerokiej klasy przestrzenie Banacha, ja-
kimi sa przestrzenie funkcyjne Banacha. Niech (€2, ;1) bedzie przestrzenia o-skoriczona. Przestrzen
unormowana (E = E(Q, i), || - || z) taka, ze E C L°(2, i), nazywamy przestrzenia funkcyjna Bana-
cha ([9, 18]), gdy spelnione sa nastgpujace warunki:

Al) jesli f € E o [[|fllle = [ f] 2

(
(A2) jesli0 < g < f.to |lglle < [|f]le

(43) jesli0 < fu 1 f.t0 | fulle T 11l E:

(A4) jesli u(A) < oo, to xa € E;

(A5) jesli u(A) < oo, to istnieje stata C'(A) taka, ze [, |f|du < C(A)| f| &

Do klasy przestrzeni funkcyjnych Banacha naleza, migdzy innymi, klasyczne przestrzenie Lebesgue’a
L?, przestrzenie Orlicza Lo, przestrzenie Lorentza L, 4, duze przestrzenie Lebesgue’a P [32, 45],
jak réwniez przestrzenie Lebesgue’a ze zmiennym wyktadnikiem LP() [16].

W pracy [R3] badali§my zbiory prezwarte w przestrzeniach funkcyjnych Banacha na przestrze-
niach metrycznych z miara E'(X, p, u). Zaktadamy tutaj, ze miara p jest ciagta wzgledem metryki p.
W przypadku przestrzeni euklidesowej, Caetano, Gogatishvili i Opic [12] scharakteryzowali zwarto$¢é
w przestrzenaich E(R™). Ponadto, praca [31] zawiera twierdzenia charakteryzujace zbiory catkowi-
cie ograniczone w E (G, 1), gdzie G jest lokalnie zwarta grupa topologiczna wyposazong w lewonie-
zmiennicza miar¢ Haara p.

W [R3] wykazaliSmy nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 6. Niech (X, p, ) bedzie wilasciwq przestrzeniq metryczng® z miarq ciqgta wzgledem
metryki oraz niech E = E (X, u) bedzie przestrzeniq funkcyjnq Banacha. Jesli rodzina F C E spetnia
nastepujqce warunki:

(a) F jest ograniczonaw E;
(0)

E

lim sup
r—0 feF

]i i

®Przestrzeri metryczna nazywamy whasciwa, jezeli zbiory ograniczone sa prezwarte.




(¢) dla pewnego o € X
1' p—y
A sup 1 Xx\B(zo.B) || E = O,

to rodzina F jest catkowicie ograniczona w E.

W dowodzie Twierdzenia 6 rozwazamy, dla odpowiednio matego &, usredniona rodzing:

F= : F
{]é(_ﬁh)f fe }

na kuli B(zg, R) o duzym promieniu R. Pokazujemy, ze rodzina F jest jednakowo ciagta oraz wspol-
nie ograniczona. Zatozenie wilasciwosci przestrzeni pozwala nam zastosowaé twierdzenie Arzela-
Ascoli na zwartym zbiorze B(z¢, R).

Zakladajac dodatkowe warunki na przestrzefi funkcyjna E, wykazaliSmy w [R3] twierdzenie orze-
kajace, iz catkowita ograniczonos$¢ implikuje warunki (a), (b), (¢) z Twierdzenia 6. Sformutowalismy,
mianowicie, nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 7. Niech (X, p, ) bedzie przestrzeniq metryczng z miarq oraz niech E = E(X, )
oznacza przestrzen funkcyjnq Banacha z absolutnie ciqgtq normq. Ponadto, niech operator maksy-
malny M : E — FE bedzie ograniczony i

=0
E

lim
r—0

]{B i

dla f € F.
Woéwczas, jesli rodzina F C E jest catkowicie ograniczona, to

(a) F jest ograniczonaw E;
()

=0;
E

lim sup
r—0 feF

]{B S

(¢) dla pewnego xp € X
i =0.
Jim ]Sclelg)__HfXX\B(:va)HE

Dowdd powyzszego twierdzenia nie jest zaskakujacy i nie wymaga szerszej dyskusji. Twierdzenia
6 oraz 7 moga by¢ stosowane dla szerokiej klasy przestrzeni funkcyjnych Banacha. W szczegdlnoSci,
dostajemy charakteryzacje zbiorow prezwartych w podprzestrzeniach duzych przestrzeni Lebesgue’a
ze zmiennym wyktadnikiem LP()-?| ktére sa przyktadem nieosrodkowej, nierefleksyjnej i niesyme-
trycznej (non-rearragement invariant) przestrzeni funkcyjnej Banacha [49].

B. Zwarte zanurzenia przestrzeni Sobolewa na przestrzeniach niezwar-
tych

Przypomnijmy, ze jesli €2 jest podzbiorem otwartym w R"™ z brzegiem dostatecznie regularnym oraz
p < n, to zachodzi twierdzenie Sobolewa o wlozeniu, tj. WP(Q) — LP"(Q), gdzie p* := n’% jest

10



wyktadnikiem Sobolewa [4]. Ponadto, jesli €2 jest ograniczony, to - na mocy twierdzenia Rellicha-
Kondraszowa - mamy zwarte zanurzenie W1P(Q) << L?(Q), gdzie p < ¢ < p*. Latwo sprawdzi¢,
ze ograniczenie zbioru  jest istotne’.

Okazuje sig, ze gdy ograniczymy si¢ do klasy funkcji radialnie symetrycznych, to zachodzi tzw.
twierdzenie Berestyckiego-Lionsa o zwartosci stanowiace o tym, ze jesli przez WP (R™) oznaczymy
przestrzen funkcji radialnie symetrycznych (niezmienniczych ze wzgledu na dziatanie grupy ortogo-
nalnej), to er’p(]R") —<— LY(R"™), gdzie p < q < p* [10, 53, 14, 62].

Twierdzenie Berestyckiego-Lionsa zostato przeniesione w pracy Hebeya i Vaugona [44] na prze-
strzenie Sobolewa okre§lone na zupelnych rozmaito$ciach riemannowskich (zob. réwniez prace Skrzyp-
czaka i Tintareva [61]). Pokazano w niej, ze gdy G jest zwarta podgrupa grupy izometrii zupetnej roz-
maitosci riemannowskiej (M, g) i jesli spetnione sa odpowiednie zatozenia na geometri¢ rozmaitosci
i na orbity dziatania grupy G, wéwczas zachodzi zwarte zanurzenie Wé’p (M,g) —— L1(M,qg).
Ponadto, Balogh i Kristidly udowodnili twierdzenie o zwartoSci w przypadku grupy Heisenberga [8].
Z kolei, twierdzenie Berestyckiego-Lionsa znalazto swéj odpowiednik w przestrzeniach Sobolewa ze
zmiennym wyktadnikiem wtp() (zob. pracg Fana, Zhao i Zhao [19]).8

W pracach [R4] oraz [R5] udowodniliSmy twierdzenia o zwartym zanurzeniu w przypadku prze-
strzeni Sobolewa na przestrzeni metrycznej z miara, jak réwniez w przypadku przestrzeni Sobolewa
ze zmiennym wykladnikiem na zupelnych rozmaitoSciach riemannowskich.

Przypomnijmy teraz definicj¢ przestrzeni Sobolewa na przestrzeni metrycznej z miara (X, p, )
[33]. Powiemy, ze funkcja f catkowalna z p-ta potega nalezy do przestrzeni Hajtasza-Sobolewa
M*P(X), jesli istnieje g € LP(X), zwana uogélnionym gradientem, taka ze

[f() = f(W)] < p(z,y) (9(z) +9(y)) pw. z,y€X.

Przestrzen M P (X) wyposazona w norme

[ £l arwxy = 1 fllzecx) + inf (gl ze(x)s

gdzie infimum jest wzigte po wszystkich uogélnionych gradientach funkcji f, jest przestrzenia Bana-
cha. W przypadku przestrzeni euklidesowej R™ z metryka euklidesowa i miarg Lebesgue’adlap > 1,
przestrzen M 1P pokrywa sie z klasycza przestrzenia Sobolewa W1, Wiecej informacji dotyczacych
przestrzeni MUYP mozna znalezé w [6, 33, 34, 35, 41, 40, 48].

Aby zaprezentowaé gtéwny wynik pracy [R4], musimy wprowadzi¢ pojecie grupy izometrii za-
chowujacych miare. Niech Iso(X') oznacza grupe izometrii przestrzeni metrycznej (X, p). Wowczas
grupe izometrii zachowujacych miarg 1 definiujemy jako

Is0,(X) = {¢ € Iso(X) | pppp = p} .

Zauwazmy, ze w przypadku rozmaitosci riemannowskich, mamy Isoy, (M, g) = Iso(M, g), gdzie V,
jest miara riemannowska na (M, g).

Niech H bedzie ustalona podgrupa grupy Iso,(X). Dla z z X oraz R > 0, zdefiniujmy nastepu-
jaca wielkos¢

Mpy(z, R) = sup {Card{; }ics : x; € H(z), B(x;, R) N B(z;,R) =0dlai # j},

"Interesujace jest réwniez pytanie dotyczace zwartosci zanurzen W' (Q) < LP . (Q), gdy Q jest zbiorem ogra-
niczonym. O wplywie grupy symetrii na uzwarcenie wtozen Sobolewa na zwartych przestrzeniach metrycznych mozna
przeczytaé w pracy [25].

80précz przestrzeni Sobolewa w literaturze rozwazane byly takze inne przestrzenie, w ktérych radialna symetria powo-
dowata uzwarcenie. Np., praca [60] zawiera dyskusje¢ podprzestrzeni radialnie symetrycznych dystrybucji w przestrzeniach
Biesowa i Triebela-Lizorkina.
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gdzie H () oznacza orbite elementu x. Dla ustalonej podgrupy H grupy Iso, (X '), symbolem M ;I’p (X)
oznaczaé bedziemy podprzestrzen przestrzeni M1 (X) sktadajaca sie z funkcji H-niezmienniczych.
W pracy [R4] udowodnili§my nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 8. Niech (X, p, i) bedzie przetrzeniq metrycznq z s-regularng miarq Ahlforsa takq, Ze
MUYP(X) jest przestrzeniq refleksywngq. Ponadto, niech H <1 Iso, (X)) spetnia warunek

li inf M =
RE;I;O xeX\lg(xo,R) H(CU, T) oo

gdzie xq jest ustalonym punktem z X oraz r > 0. Wtedy, jesli s > p > 1, to
17
MyP(X) <> LY(X)

dla kazdegop < q < p* = %.

Oméwmy gtéwne kroki dowodu Twierdzenia 8. Po pierwsze, ciaglto$¢ zanurzenia wynika ze
Stwierdzenia 3.1 w pracy [R6]. W kolejnym etapie wykazujemy lemat pokryciowy, a nastgpnie, uzy-
wajac wspomnianego lematu pokryciowego oraz odpowiednio dobranych funkcji wycinajacych, udo-

wadniamy nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 9. Niech (X, p, ) bedzie przestrzeniq metryczng z miarq s-regularng. Jesli u,, jest
ciggiem ograniczonym w M (X)), gdzie p < s, oraz jesli istnieje r > 0 takie, e

lim sup/ |un|Pdp =0,
B(y,r)

n—oo yEX

to wtedy
u, =0 in LYX),

gdziep < q < p* = %.

W kolejnym kroku ustalamy dowolny ciag u, € M }I’p (X). Refleksywnos¢ przestrzeni implikuje
istnienie podciagu {uy, }, ktéry zbiega stabo do u w przestrzeni M 11{’7’ (X). Niech vy == up, — u.
Stosujac charakteryzacje zbioréw prezwartych w L? [30], twierdzenie o funkcjach maksymalnych
oraz metodg przekatniowa Cantora sprawdzamy, ze ciag vy spetnia zalozenia Twierdzenia 9. Stad
otrzymujemy tez¢ Twierdzenia 8.

PrzejdZzmy teraz do opowiedzenia twierdzenia o zwartosci z pracy [R5]. Zacznijmy od przypo-
mnienia nieb¢dnych pojec z geometrii riemannowskie;.

Powiemy, ze n-wymiarowa rozmaito$¢ (M, g) ma whasnos¢ B,y (A, ¥) jesli ma ograniczona’
geometri¢ w nastgpujacym sensie:

* Re(g) =2 AMn—1)g,

o |Bi(x)|y > ¥ dla wszystkich x € M.

Oznaczmy symbolem L(f(') (M) przestrzenn Sobolewa ze zmiennym wyktadnikiem (zob. [23]). Niech
ponadto, H bedzie podgrupa grupy izometrii Iso(M, g), a ¢ € P(M) H-niezmienniczy wyktad-
nik. Wéwczas symbolem Lg(f}(M ) bedziemy oznaczaé podprzestrzen L(f(’) (M) sktadajaca si¢ z H-
niezmienniczych funkcji.

W pracy [R5] udowodnili§my nastgpujace twierdzenie.
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Twierdzenie 10. Niech (M, g) bedzie zupetng n-wymiarowq rozmaitosciq riemannowskq majqcq
wtasnos¢é By (A, 9) dla pewnych (X, ). Niech H bedzie podgrupa grupy izometrii Iso(M, g) takq,
Ze dla pewnego R > 0 zachodzi

lim inf Myg(z,R) = o0,
T—o00 xze M\B(o,T)

gdzie o jest ustalonym punktem z M. Jesli ¢ € P(M) jest jednostajnie ciqgly, H-niezmiennicze oraz
1< q <q" <n,towtedy

LI (M) < LPO(M)
dla kazdego p € P(M) takiego, e ¢ < p < ¢*.

Powyzsze twierdzenie moze by¢ stosowane np. do zagadnieni eliptycznych pochodzenia wariacyj-
nego (patrz [R5]). Opiszmy pokrétce schemat dowodu Twierdzenia 10. W pierwszym kroku, uzywa-
jac, migdzy innymi, twierdzenia Gromova-Bishopa, wykazujemy twierdzenie o ciaglym zanurzeniu
(Twierdzenie 4.2 z pracy [R5]). Nastepnie, stosujemy metody z pracy Fana, Zhao i Zhao [19] i udo-
wadniamy odpowiednik Twierdzenia 9 w przestrzeniach ze zmiennnym wyktadnikiem na rozmaito-
Sciach riemannowskich. Ostatni etap dowodu jest bardzo podobny do dowodu Twierdzenia 8.

C. Warunki geometryczne na zanurzenia Sobolewa

W tej czgSci autoreferatu przyjrzymy si¢ doktadniej przestrzeniom, ktére spetniaja warunek (2) z Twier-
dzenia 1. Wyniki tego rozdziatu bazuja na artykutach [R6] i [R7]. Zacznijmy od tla historycznego.

Niech €2 bedzie podzbiorem otwartym w R”. Jesli €2 jest dostatecznie gtadkie oraz p < n, to
zachodzi twierdzenie Sobolewa W'P(Q) < LP"(Q), gdzie p* 1= 2 [4]. Z drugiej strony, Hajtasz,
Koskela i Tuominen [36] wykazali, ze jesli W1 (Q) — LP"(Q), to 2 spetnia tzw. warunek na ggstosé
miary (measure density condition), tzn. istnieje ¢ > 0, takie ze, dlaz € Qidla0 < r < 1 spetniona
jest nieréwnos¢’

|B(xz,r) N Q| > er”. 3)

W péZniejszej pracy Zhou [68] przenidst wynik Hajtasza, Koskeli i Tuominena na przypadek prze-
strzeni Slobodeckiego-Sobolewa W *P.

W pracy [R6] badaliSmy zwiazki migdzy zanurzeniami przestrzeni Hajtasza-Sobolewa, a dolng
regularno$cia miary w sensie Ahlforsa. UdowodniliSmy nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 11. Niech (X, p, 1) bedzie przestrzeniq metryczng z miarq podwajajqcq. Jesli
MYP(X) — LI(X),
gdzie q > p, to wowczas istnieje stata b = b(p, q, Cpq) taka, ze
w(B(x,r)) >br® dla r e (0,1],

gdzie % — == é oraz Cpy jest stalq z zanurzenia.

1
q

°| - | oznacza miarg Lebesgue’a w R™.
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Poczatek dowodu tego twierdzenia polega na konstrukcji dobrej funkcji wycinajacej. Nastgpnie,
testujemy nia nieréwno$¢ wynikajaca z zanurzenia M'P(X) < L9(X). W kolejnym etapie, ite-
rujemy otrzymane nieréwnosci i przechodzimy z liczba iteracji do nieskoriczonosci. Co ciekawe,
w powyzszym twierdzeniu stata b nie zalezy od statej podwajania. Dzigki procesowi iteracyjnemu
i przejSciu granicznemu stata podwajania *znika’. Otwartym pozostaje pytanie, czy zachodzi teza
Twierdzenia 11 bez zatozenia warunku podwajania.

Ponadto, w pracy [R6] otrzymaliSmy ponizsze dwa twierdzenia charakteryzujace zanurzenia prze-
strzeni M1P.

Twierdzenie 12. Niech (X, p, pu) bedzie nieograniczonq przestrzeniq metryczng z miarq podwajajgcq
takq, ze W(B(x,r)) < Br®dlar > 0 oraz x € X. Zatézmy, ze 1 < p < qoraz a = %. Wowczas,
nastepujqce warunki sq rownowazne:

i) istnieje b > 0 takie, e dla x € X oraz v > 0 spetniona jest nieréwnosé

p(B(x,r)) = bre,

MYP(X) — LY(X),

oraz istnieje C > 0 takie, Ze dla u € M'P(X) zachodzi nieréwnosé
lullLacx) < Cllgllze(x)s

gdzie g jest gradientem Hajlasza funkcji u.

Dowdd implikacji i7) = i) przebiega w analogiczny sposéb jak dowéd Twierdzenia 11. Aby po-
kaza¢ implikacje w druga strone (jest to, de facto, tres¢ Stwierdzenia 3.1 z pracy [R6]), stosujemy
oszacowania na kulach z ustalonym promieniem z pracy [34]. Nastgpnie, uzywajac nieréwnosci Hol-
dera, przechodzimy z promieniem kuli do nieskoficzonosci.

Laczac Twierdzenie 11 z wynikami z pracy [33], otrzymujemy nastgpujace twierdzenie charakte-
ryzujace zanurzenia przestrzeni Sobolewa na ograniczonych przestrzeniach metrycznych:

Twierdzenie 13. Niech (X, p, 1) bedzie ograniczonq przestrzeniq metryczng z miarq podwajajgcq.
Zatozmy, Ze p < q oraz o = %. Wowczas, nastgpujace warunki sq rownowazne:

i) istnieje b > 0 takie, e dla x € X oraz 0 < r < diamX, spetniona jest nieréwnos¢

w(B(x,7)) = bre,
ii)
MYP(X) — LI(X).

W pracy [R7] badaliSmy, migdzy innymi, zwiazki migdzy nieréwnoscia Trudingera-Mosera a wa-
runkiem (2). Udowodnili§my nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 14. Niech (X, p, i) bedzie spdjnq przestrzeniq metryczng z miarq podwajajgcq. Niech
ponadto, Cyq > 2 oznacza statq podwajajacq oraz s = logy Cy. Wowczas, nastgpujace warunki sq
rownowazne:
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i) istniejq 3 oraz B takie, ze'°

o Is1=2 g k25
sup / ePlul*=t _ Z B‘l;l' du < B,
HU”MLS§1 X k=0 )

ii) istnieje 0 > 0 taka, zZe dla x € X, spetniona jest nierownos¢

u(B(z,1)) = 0.

Aby pokaza¢ implikacje i) = i7), wykorzystujemy nieréwnos¢ interpolacyjna i pokazujemy za-
nurzenie przestrzeni M * w L9, gdzie ¢ > s. Stosujac wyniki z pracy [R6], otrzymujemy teze. Dowéd
drugiej implikacji jest bardziej ztozony i wymaga, migdzy innymi, skonstruowania funkcji wycinaja-
cych do ’zlokalizowania’ problemu, uzycia ’lokalnych’ nieréwnosci Trudingera-Mosera z pracy [35],
a nastgpnie lematu pokryciowego z pracy [R4], aby ’sklei¢’ catos¢.

D. Twierdzenie typu Sudakova

Sprébujmy przyjrzec si¢ warunkom (A), (B), (C) oraz (A), (B’), (C) z twierdzenia Riesza-Kotmogorowa.
Pego [55] udowodnit bardzo ciekawe twierdzenie o dulanosci. Mianowicie, ograniczona rodzina K C
L?(R™) spetnia warunek (B) (odpowiednio (C)) tylko wtedy, gdy F(K)!! spetnia warunek (C) (od-
powiednio (B)). Twierdzenie Pego znalazto réwniez swéj odpowiednik w przestrzeniach Lebesgue’a
na lokalnie zwartych grupach abelowych [27, 28].

Bardziej zaskakujace okazato si¢ odkrycie Sudakova [63] (praca [43] zawiera krétki dowdd tego
twierdzenia) z 1957 roku, ktéry zauwazyt, iz warunki (B) oraz (C') implikuja ograniczenie rodziny,
tj. warunek (A)'? (sic!). Stad, do sformutowania klasycznego twierdzenia o zwartosci w LP(R™) wy-
starczg dwa warunki: (B), (C). Twierdzenie Sudakova w przestrzeniach funkcyjnych Banacha okre-
S§lonych na lokalnie zwartych i spdjnych grupach topologicznych zostato udowodnione w pracy [31].

W pracy [R8] udowodniliSmy nastgpujaca wersje twierdzenia Sudakova na przestrzeniach me-
trycznych:

Twierdzenie 15. Niech (X, p, ) bedzie spdjna przestrzeniq metryczng z miarq podwajajacq, ktora
Jjest ciqgta wzgledem metryki. Zatoimy ponadto, Ze kule sq prezwarte oraz istnieje 8 > 0 takie,
ze u(B(x,1)) > 6. Niech 1 < p < oo oraz D bedzie ograniczonym podzbiorem X takim, Ze
X\ D # (). Wowczas, jesli rodzina F C LP(D, i) spetnia warunek

lim/ |f(2) = (f)B@n[Pdu(r) =0 jednostajnie dla f € F,
X

r—0
gdzie rozszerzylismy f zerem poza D, to F jest ograniczona.

Dowéd powyzszego twierdzenia polega na zbadaniu operatora usrednienia po kulach o ustalonym
promieniu. Stosujac twierdzenie o prezwarto$ci w LP pokazujemy, ze operator usrednienia jest zwarty,
a nastgpnie wykazujemy, ze 1 nie jest wartoScia wlasna. Teoria Riesza-Schaudera pozwala zakonczyé
dowdd.

5. Syntetyczne omowienie pozostatych osiagnie¢ naukowo-badawczych
Lista prac po doktoracie spoza rozprawy hibilitacyjne;j:

YTa]l =min{k € Z: k > a}.
JF oznacza transfromatg Fouriera.
2warunki (B’) oraz (C') réwniez implikuja warunek (A).
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Rownania fizyki matematycznej

Rownanie Kleina-Gordona z logarytmiczng nieliniowosciq

W pracach [G2], [G3] badaliSmy réwnanie Kleina-Gordona'?® z logarytmiczna nieliniowoS$cia
w jednym wymiarze przestrzennym. Przy odpowienim zatozeniu na dane poczatkowe, w pracy [G2]
skonstruowaliSmy stabe rozwigzania dla zagadnienia Cauchy’ego. Ponadto, wykazaliSmy w niej ist-
nienie rozwiazan klasycznych, jak réwniez zbadaliSmy rozwiazania w postaci fal biegnacych. Z kolei,
w pracy [G3] skonstruowaliSmy stabe rozwiazania dla przypadku, gdy obszar, na ktérym badamy
réwnanie jest odcinkiem.

Rownania Hamiltona-Jacobiego

Réwnanie Kleina-Gordona jest relatywistyczna wersja réwnania Schrodingera.
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W cylku prac [G6], [G21] i [G32] badamy ewolucj¢ 'powyginanych’ prostokatéw, opisang poto-
kiem Sredniokrzywiznowym z waga, tj.

BV =ky+o0, na I(t),

gdzie k jest krzywizna, I'(t) krzywa zamknigta, -y anizotropia, 8 wsp6tczynnikiem kinetycznym, a o
cztonem wymuszajacym. Zapisujac zagadnienie w lokalnym ukladzie wspétrzednych, otrzymujemy
uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych sprz¢zonych z rownaniami Hamiltona-Jacobiego. Przy
odpowienim zatozeniu na dane poczatkowe wykazujemy istnienie rozwiazan. Nastgpnie, zaktadajac,
ze dane poczatkowe spetniaja odpowiednie warunki geometryczne, pokazujemy ze rozwigzanie jest
rozwigzaniem lepkoSciowym. To pozwala zastosowac zasady poréwnawcze w celu otrzymania jedno-
znacznosci rozwiazan. Z kolei, w pracy [G11] badamy réwnanie Hamiltona-Jacobiego z nieciagtym
Hamiltonianem. Wykazujemy w niej wersj¢ zasady poréwnawczej.

Rownania nieskoriczonego rzedu

Seria prac: [G10], [G12], [G14], [G16], [G20] jest po§wigcona réwnaniom nieskoiczonego rzedu,
ktére pojawiaja si¢ w fizyce czastek elementarnych, nielokalnej kosmologii, czy tez w teorii strun. W
pracach [G10] i [G14] badamy réwnania ewolucyjne typu

f(O)u = J(t),

gdzie f jest ustalong funkcja analityczna.
Badamy teorig istnienia w odpowiednio dobranych przestrzeniach funkcyjnych.
Ponadto, w pracach [G12], [G16] 1 [G20] rozwazamy zagadnienia stacjonarne, tj. rOwania typu

Ae By — V(z,u) =0,

gdzie V jest ustalong nieliniowoscia.
Udowadniamy w nich twierdzenia o istnieniu rozwiazan w przypadku przestrzeni euklidesowej oraz
zwartych rozmaito$ci riemannowskich. Ponadto, otrzymujemy takze wyniki o regularno$ci rozwiazan.

Rownania typu Camassy-Holma, Huntera-Saxtona oraz KdV

W pracach [G13], [G15] oraz [G17] zajmujemy si¢ tzw. zmodyfikowanymi wersjami réwnan
Camassy-Holma, Huntera-Saxtona oraz Kortewega-de Vriesa-Fokasa-Qiao. Interesuja nas aspekty
geometryczne (prawa zachowania, symetrie itp.) oraz analityczne (istnienie i jednoznaczno$¢ roz-
wigzan).

Praca [G28] ma charakter geometryczny i dotyczy geometrii riemannowskiej grupy dyfeomorfi-
zméw.'* Dla grupy dyfeomorfizméw okregu znajdujemy wzér na krzywizne sekcyjna.

Analiza na przestrzeniach metrycznych

Klasyczne twierdzenie Campanato charakteryzuje funkcje holderowsko ciagle w terminach normy
LP réznicy funkcji i Sredniej na matych kulkach. W pracy [G4] udowodniliSmy twierdzenie Campa-
nanto na przestrzeniach metrycznych wyposazonych w miar¢ borelowska, ktéra jest ciagta wzgledem
metryki oraz spetnia warunek podwajania. Jako wniosek, udowodniliSmy twierdzenie typu Morreya
dla funkcji z klasy Hajtasza-Sobolewa.

Niech 2 bedzie podzbiorem otwartym przestrzeni metrycznej X . Powiemy, ze funkcjau :  — R
jest harmoniczna, jesli spetnia wlasno$¢ wartoSci Sredniej, tj.

1
o /B | i),

"“Niektére réwnania moga byé interpretowane jako réwnania geodezyjne na grupie dyfeomorfizméw albo na grupie
Virasoro, wyposazonych w odpowiednia metryke [47].

u(zx) =
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dla kazdej kuli B(x, r) takiej, ze B(x,r) C . W pracy [G5] badalismy funkcje harmoniczne'> okre-
Slone na przestrzeniach metrycznych z miara. UdowodniliSmy zasady maksimum oraz nieréwnos¢
Harnacka, jak rowniez twierdzenia o zbieznoSci i zwartosci.

W pracy [G25] badaliSmy réwnanie paraboliczne na przestrzeniach metrycznych. Udowodnili-
Smy twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci rozwiazafi. Przy dodatkowych zatozeniach skonstru-
owaliSmy globalne w czasie rozwigzania. Ponadto, badaliSmy regularno$¢ oraz wtasnosci jakosciowe
rozwigzan.

W [G41] udowodnilismy, ze w przestrzeni Hajtasza-Sobolewa M * na przestrzeni metrycznej z
miarg s-regularna w sensie Ahlforsa, gdzie s > 1, zawsze istnieje funkcja nieciagla. Tym samym,
udzieliliSmy pozytywnej odpowiedzi na hipotezg Zhou [67].

Centralne twierdzenia graniczne prawie na pewno

W pracach [G18] i1 [G22] zajmujemy si¢ centralnymi twierdzeniami granicznymi w sensie prawie
na pewno. W [G18] udowadniamy wersj¢ centralnego twierdzenia granicznego prawie na pewno dla
sum ciagu stowarzyszonych (associated) zmiennych losowych, gdzie sumy sa indeksowane niezalez-
nymi zmiennymi losowymi, natomiast w [G22] wykazujemy centralne twierdzenie graniczne prawie
na pewno dla maksiméw sum ciagéw stabo zaleznych zmiennych losowych, w sensie definicji z pracy
[17].

Przestrzenie funkcyjne

Przestrzenie ze zmiennym wyktadnikiem

Prace [G19], [G31], [G34], [G37], [G38] oraz [G40] poswigcone sa przestrzeniom i rOwnaniom
z niestandardowym wzrostem. Prace te mozemy podzieli¢ na dwa cykle.

W pracach [G31], [G34] oraz [G38] badamy réwnania z niestandardowym wzrostem oraz réw-
nania eliptyczne w przestrzeniach z niestandardowym wzrostem. W pracy [G34] rozwazamy réwna-
nia A-harmoniczne z niestandardowym wzrostem na R™. Modelowym przyktadem moze by¢ tutaj
réwnanie z p(x)-laplasjanem. Wykazujemy r6zne warianty twierdzenia Liouvillea oraz twierdzenia
0 nieistnieniu rozwiazaf. Z kolei, w pracach [G31] i [G38] zajmujemy si¢ rownaniem eliptycznym
w przestrzeniach Holdera ze zmiennym wyktadnikiem. W pracy [G31] wykazujemy oszacowania
Schauderowskie oraz istnienie rozwigzan dla zagadnienia:

Lu = f w
u = g na O,

gdzie: ) jest obszarem w R™ z dostatecznie gladkim brzegiem, L jest operatorem eliptycznym, kt6-
rego wspoétczynniki, f i g naleza do odpowieniej przestrzeni Holdera ze zmiennym wyktadnikiem. W
pracy [G38] badamy stabe rozwigzania réwnania:

> Dj(aij(x)Dju) + c(x)u = f(x).

ij=1

Przy odpowiednim zatozeniu na wspétczynniki a;;, c oraz f pokazujemy, Ze rozwigzania powyzszego
zagadnienia naleza do przestrzeni Holdera ze zmiennym wyktadnikiem. Ponadto, przy mocniejszych
zatozeniach na a;;, c oraz f, udowadniamy, ze réwniez gradienty rozwiazan znajduja si¢ w przestrze-
niach Holdera ze zmiennym wykladnikiem.

W pracach [G19], [G37] oraz [G40] zajmujemy si¢ przestrzeniami funkcyjnymi ze zmiennym wy-
fadnikiem. W [G19] badamy przestrzenie Sobolewa ze zmiennym wyktadnikiem na zwartych rozma-
itoSciach riemannowskich. Udowadniamy tam, migdzy innymi, twierdzenia o znurzeniu, twierdzenie

SKontynuacje tych badafi mozna znalezé w pracy [2].
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o zwartym wtozeniu i nieréwno$¢ Poincarégo. Jako zastosowanie, otrzymujemy twierdzenie o rozwia-
zywalnosci réwnania Poissona z p(x)-laplasjanem. W [G40] zajmujemy si¢ przestrzeniami Hajtasza-
Sobolewa ze zmiennym wyktadnikiem na zwartych przestrzeniach metrycznych z miara podwaja-
jaca. Zaktadajac ciagtos¢ wyktadnika, udowadniamy zwarto$¢ zanurzeni w przestrzenie Lebesgue’a
ze zmiennym wyktadnikiem oraz przestrzenie Holdera ze zmiennym wyktadnikiem. Podkresimy, ze
nie zaktadamy logarytmicznej holderowskiej ciagtosci wyktadnikéw. Z kolei, w artykule [G37] udo-
wadniamy twierdzenie ergodyczne w LP() na przestrzeniach probabilistycznych, gdzie wyktadnik p
jest T-niezmienniczy, a 7' jest ustalong transformacja zachowujaca miarg probabilistyczna.

Przestrzenie Sobolewa na grupach topologicznych

W cyklu prac: [G23], [G26], [G29], [G35] zajmujemy si¢ przestrzeniami Sobolewa na lokalnie
zwartych grupach abelowych. Przypomnijmy jej definicjg.

Niech G bedzie lokalnie zwarta grupa abelowa, a G” grupa dualna. Dla s > 0 oraz wagi v :
G" — [0,00) definiujemy przestrzeri Sobolewa HS(G) jako zbidr tych f € L?(G), dla ktérych
ponizsze wyrazenie jest skoficzone

/GA (1+4©%) 1/ ©F dc(©).

Nasze badania zwiazane ze wspomniana tematyka rozpoczyna praca [G29]. Udowadniamy w niej
podstawowe twierdzenia typu Sobolewa o ciagtym zanurzeniu, jak réwniez odpowiednik twierdzenia
Rellicha-Kondraszowa o zwartym wtozeniu. Z kolei, w pracach [G23] oraz [G26] udoskonaliliSmy
twierdzenia z [G29] oraz badaliSmy przestrzenie Sobolewa na obszarach lokalnie zwartych grup to-
pologicznych. Artykut [G35] po§wigcony jest przestrzeniom Sobolewa na grupach metryzowalnych.'®
Przy zatozeniu odpowiedniego wzrostu miar kulek w grupie dualnej udowadniamy twierdzenie Sobo-
lewa, twierdzenie Morreya oraz nieréwno$¢ Trudingera-Mosera. Wyniki te moga by¢, w szczegdlno-
Sci, stosowane do przestrzeni Sobolewa na grupach p-adycznych Q) [58].

Zbiory zwarte w przestrzeniach Lebesgue’a

W pracach [G24] oraz [G36] udowadniamy wersj¢ twierdzenia Pego (zob. rozdzial D. z oméwnie-
nia rozprawy) na lokalnie zwartych grupach abelowych. Twierdzenie to orzeka, ze jesli G jest lokalnie
zwartg grupa abelowa oraz F jest ograniczonym podzbiorem w przestrzeni LP(G), gdzie p € [1, 2],
oraz jesli F jest jednakowo ciagte w LP (ma jednakowy zanik w LP), to wéwczas F (F') ma jednakowy
zanik w L9 (jest jednakowo ciagte w L), gdzie F(F) = {F(f) : f € F} oraz % + % = 1.

Z kolei, w [G27] charakteryzujemy zbiory relatywnie zwarte w przestrzeniach LP( X, p1), gdzie X
jest przestrzenig metryczna z miarg podwajajaca spelniajaca warunek (2) z Twierdzenia 1.

Inne tematy

W pracy [G1] udowadniamy nieréwnoS¢ Brézisa-Waingera na zwartych rozmaitoSciach rieman-
nowskich.

W pracy [G7] rozwazamy jednowymiarowe nieliniowe réwnanie falowe. Stosujac twierdzenie
o punkcie statym, wykazujemy istnienie klasycznych rozwigzan oraz rozwiazan okresowych i prawie
okresowych.

W pracy [G8] badamy krystaliczng wersje zmodyfikowanego zagadnienia Stefana na ptaszczyz-
nie. Dla zagadnienia zaburzonego cztonem stochastycznym pokazujemy istnienie stabych rozwiazan.
Z kolei, w pracy [G30] zajmujemy si¢ krystaliczna ewolucja spiral na ptaszczyZnie. Zagadnienie to
jest nieskonnczonym ukladem réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Udowadniamy istnienie rozwia-
zan tego uktadu.

!*Kontynuacje badari przestrzeni Sobolewa na grupach metrycznych mozna znalezé w pracy [29].
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W artykule [G9] zajmujemy si¢ réwnaniami zwyczajnymi z osobliwymi polami wektorowymi.
Uzywajac przestrzeni wagowych, udowadniamy twierdzenia o istnieniu i jednoznacznoS$ci rozwigzan.

Praca [G33] ma charakter fizyczny. Uzywajac transformaty Fouriera oraz teorii funkcji specjal-
nych, obliczamy macierz multipolowa funkcji Greena.

Artykut [G39] poswigcony jest rOwnaniu Schrodingera z utamkowa pochodng po czasie rzedu «
w przestrzeniach Hilberta. Wykazujemy w nim twierdzenie o istnieniu i jednoznaczno$ci rozwiazan.
Ponadto, badamy zalezno$¢ rozwiazan od a.. W szczeg6lnosci, interesuje nas zachowanie rozwiazan,
gdy a — 0.

6. Referaty wygloszone na konferencjach naukowych

o Krytyczne rozmiary krysztatéw, konferencja: Forum Réwnafi Rézniczkowych Czastkowych,
Bedlewo, Polska, 2004.

e FEvolution of crystals in three dimensions, konferencja: Equadiff 11, Bratystawa, Stowacja,
2005.

e Evolution of polyhedral crystals, konferencja: ICIAM 07, Zurich, Szwajcaria, 2007.

o Nierownos¢ Brezisa na rozmaitosciach riemannowskich, konferencja: VI Forum Réwnai R6z-
niczkowych Czastkowych, Bedlewo, Polska, 2008.

e Stochastic evolution of crystals, konferencja w CMM, Santiago de Chile, Chile, 2009.

e Stochastic evolution of 2D crystals, konferencja: 8th AIMS International Conference on Dyna-
mical Systems, Differential Equations and Applications, Drezno, Niemcy, 2010.

e Zagadnienie poczqtkowe dla zmodyfikowanego réwnania Camassa-Holma, konferencja: VII
Froum Réwnani Rézniczkowych Czastkowych, Bedlewo, Polska, 2010.

o Analysis on metric spaces with metricly continuous measure, konferencja: International Confe-
rence on Functional Analysis, Lwéw, Ukraina, 2010.

e Dynamics of Crystal Growth with Random Noise, konferencja: ICIAM 2011, Vancouver, Ka-
nada, 2011.

e Przestrzenie Sobolewa na lokalnie zwartych grupach abelowych, konferencja: VIII Forum Row-
nan Rézniczkowych Czastkowych, Bedlewo, Polska, 2012.

o referat zaproszony On (pre)compactness in variable exponent spaces, konferencja: Variable
exponent theory and applications, Warszawa, Polska, 2014.

o Cykl wyktadéw Poszukiwanie zaginionej zwartoSci na konferencji dla studentéw Horyzonty,
15-21 marca 2015, Bedlewo, Polska.

e Sobolev embeddings vs lower bound for the measure, konferencja: Spring Eastern Sectional
Meeting Hunter College, City University of New York, New York, USA 2017.

e referat zaproszony Totally bounded sets in nonstandard function spaces, konferencja: Operators
in Morrey-type Spaces and Applications, Kirsehir, Turcja, 2017.
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o referat zaproszony Totally bounded sets in variable exponent Lebesgue spaces, konferencja:
Nonstandard growth phenomena 2017, Turku, Finlandia, 2017.

8. Wyjazdy w ramach wspélpracy naukowej
e Universit’e de Paris-Sud, Orsay, Francja, 2006, jeden tydzien.
e Universidad de Talca, Instituto de Matematica y Fisica, Talca, Chile, 2011, 6 tygodni.
e Universidad Austral, Rosario, Argentyna, 2011, 4 dni.

e Universidad de Santiago de Chile, Departamento de Matematica y Ciencia de la Computacién,
Santiago de Chile, Chile, 2012, 5 miesigcy (w ramach stypendium wyjazdowego dla nauczycieli
akademickich Centrum Studiéw Zaawansowanych Politechniki Warszawskiej).

e Universidad de Santiago de Chile, Departamento de Matematica y Ciencia de la Computacion,
Santiago de Chile, Chile, 2013, 2 tygodnie.

e Universidad de Santiago de Chile, Departamento de Matematica y Ciencia de la Computacién,
Santiago de Chile, Chile, 2014, 2 tygodnie.

e TIFR Centre For Applicable Mathematics, Bangalore, Indie, 2015, 3 tygodnie.

e Universidad de Santiago de Chile, Departamento de Matemdtica y Ciencia de la Computacion,
Santiago de Chile, Chile, 2015, 2 tygodnie.

o Institute of Mathematics and Mechanics of Azerbaijan National Academy of Sciences, Baku,
Azerbejdzan, 2016, 2 tygodnie.

e Pontificia Universidad Javeriana, Departamento de Matematicas, Facultad de Ciencias, Bogota,
Kolumbia, 2016, 2 tygodnie.

e Universidad de Santiago de Chile, Departamento de Matematica y Ciencia de la Computacién,
Santiago de Chile, Chile, 2017, 2 tygodnie.

e Vasile Alecsandri University of Bacdu, Bacdu, Rumunia, 1 tydzien.

e Universidad de Santiago de Chile, Departamento de Matemdtica y Ciencia de la Computacion,
Santiago de Chile, Chile, 2018, 2 tygodnie.

e Universidad de Colima, Facultad de Ciencias, Colima, Meksyk, 2018, 2 tygodnie.

9. Udzial w krajowych i miedzynarodowych projektach badawczych

e Dynamika powierzchni swobodnych w modelach przejsé fazowych, 2005-2008, grant KBN 1
PO3A 037 28, wykonawca.

e Paraboliczne zagadnienia ewolucji powierzchni w teorii przejs¢é fazowych, 2008-2011, grant
MNiSW N N201 268935, wykonawca.

o Nonlinear Schrodinger equation with fractional laplacian, 2009-2011, grant FONDECYT Chile,
3100019, kierownik.

23



o Dyfuzja anizotropowa w ewolucji powierzchni swobodnych, 2011-2015, grant NCN 2011/01/B/ST1/01197,
wykonawca.

e Non Classical Pseudo-Differential Equations: fractional evolutionary equations, and equations
with infinitely many derivatives, 2013-2017, grant FONDECYT Chile, 1130554, wykonawca.

o Geometryczna teoria funkcji i przeksztatceri na przestrzeniach metrycznych, 2015-2017, grant
MNiSW 0009/1P3/2015/73, wykonawca.

e On NonLinear Pseudo Differential Equations: Equations with Infinitely Many Derivatives and
Non Local Equations, 2017-2021, grant FONDECYT Chile 1170571, wykonawca.

10. Nagrody i wyroéznienia

e 2008 - Nagroda Rektora Politechniki Warszawskiej (indywidualna I stopnia) za osiagnigcia
naukowe.

e 2009 - Nagroda Rektora Politechniki Warszawskiej (indywidualna I stopnia) za osiagnigcia
naukowe.

e 2011 - Nagroda Rektora Politechniki Warszawskiej (indywidualna I stopnia) za osiagnigcia
naukowe.

e 2012 - Nagroda Rektora Politechniki Warszawskiej (indywidualna I stopnia) za osiagnigcia
naukowe.

e 2012 - stypendium wyjazdowe dla nauczycieli akademickich Centrum Studiéw Zaawansowa-
nych Politechniki Warszawskie;j.

e 2013 - Nagroda Rektora Politechniki Warszawskiej (indywidualna I stopnia) za osiagnigcia
naukowe.

e 2014 - Nagroda Rektora Politechniki Warszawskiej (indywidualna I stopnia) za osiagnigcia
naukowe.

e 2016 - Nagroda Rektora Politechniki Warszawskiej (indywidualna I stopnia) za osiagnigcia
naukowe.

11. Wskazniki stuzace do oceny dorobku naukowego
e Sumaryczny Impact Factor wedtug listy JCR, zgodnie z rokiem opublikowania : 52
e Liczby cytowan wedtug bazy Web of Science:

— liczba cytowan: 222,

— liczba cytowan bez autocytowan: 116.

e Indeks Hirscha: 9.
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Wedlug bazy Scopus: liczba cytowan: 242, indeks Hirscha: 9;
Wedlug bazy MathSciNet: liczba cytowan: 171, przez 86 autoréw.

12. Dzialalnos¢ organizacyjna, recenzencka, czlonkowska
e Udziat w komitetach organizacyjnych migdzynarodowych i krajowych konferencji naukowych.

1. VIII Forum on Partial Differential Equations, 2012, Bedlewo, Polska, cztonek komitetu
organizacyjnego.

2. Chilean-French-Polish Conference on Nonlinear Evolutionary PDE’s, 2013, Bedlewo,
Polska, cztonek komitetu organizacyjnego.

3. Minisymposium na 6. Forum Matematykow Polskich, 2015, Warszawa, Polska, cztonek
komitetu organizacyjnego.

4. Minisymposium Non-archimedean analysis and physics, V Congreso latinoamericano de
Matematicos, 2016, Barranquilla, Kolumbia, cztonek komitetu organizacyjnego.

e Recenzje
— Recenzje dla nastgpujacych czasopism: Differential and Integral Equations, Journal of In-
equalities and Applications, SIAM Journal of Mathematical Analysis, Journal of Functional
Analysis, Filomat, Journal of Nonlinear Analysis, Studia Mathematica, Journal of Applied Ma-
thematics, Classical and Quantum Gravity, Moscow Mathematical Journal, Physica Scripta,
Bulletin of the Korean Mathematical Society, Mathematische Nachrichten, Miskolc Mathema-
tical Notes, Journal of Mathematics and Mathematical Sciences, Demonstratio Mathematica.
— Opisy artykuiéw dla bazy MathSciNet oraz bazy zbMATH.
—Recenzje wniosku grantowego dla King Fahd University of Petroleum and Minerals (KFUPM),
Arabia Saudyjska.
— Recenzja wniosku grantowego dla Chilean National Science and Technology Commission
(CONICYT - Chile), Chile.

e Czlonkowstwo w Polskim Towarzystwie Matematycznym oraz Polskim Towarzystwie Fizycz-
nym.

13. Ksztalcenie kadry
e Opieka naukowa nad doktorantami:

1. Piotr Bies, opieka naukowa w okresie 2012-2016, Tytul rozprawy Réwnania eliptyczne
w przestrzeniach Holdera ze zmiennym wytadnikiem, Wydziat MiNI Politechniki War-
szawskiej, promotor pomocniczy, doktorat obroniony w 2016 r.

2. Michat Gaczkowski, opieka naukowa w okresie 2012-2017, Tytul rozprawy Przestrzenie
Sobolewa ze zmiennym wyktadnikiem na rozmaitoSciach riemannowskich, Wydziat MiNI
Politechniki Warszawskiej, promotor pomocniczy, doktorat obroniony w 2017 r.

3. Mauricio Bravo Vera, opieka naukowa w okresie 2012-2015, Tytul rozprawy Un estudio
cualitativo para ecuaciones pseudo diferenciales definidas por un simbolo de tipo elip-
tico, Departamento de Matematica y Ciencia de la Computacién, Universidad de Santiago
de Chile, kopromotor, doktorat obroniony w 2015 r.
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4. Tomasz Kostrzewa, opieka naukowa od 2014 r., Tutut rozprawy Przestrzenie Sobolewa
na grupach metrycznych, Wydziat MiNI Politechniki Warszawskiej, promotor pomocni-
czy, praca w przygotowaniu.

e Doswiadczenie dydaktyczne:

1. Wyktady monograficzne dotyczace analizy matematycznej oraz rownan rézniczkowych,
prowadzone na Wydziale MiNI Politechniki Warszawskiej.

2. Seminaria studenckie z Teorii miary, Teorii ergodycznej, Analizy i Fizyki matematyczne;j,
Przestrzeni ultrametrycznych, Geometrycznej teorii miary, Geometrycznej teorii réwnan
rézniczkowych, Przestrzeni Sobolewa, Geometrii metrycznej, Metod analizy w teorii gra-
féw, prowadzone na Wydziale MiNI Politechniki Warszawskie;j.

3. Warsztaty dla doktorantéw z Analizy globalnej, Przestrzeni Newtonowskich i przestrzeni
Beppo-Levi’ego, Réwnar rézniczkowych czastkowych, Mechaniki klasycznej, Analizy
na nieskonczenie wymiarowym torusie, prowadzone na Wydziale MiNI Politechniki War-
szawskiej.

4. 16 obronionych prac licencjackich, 3 obronione prace magisterskie, Politechnika War-
szawska.
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