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Recenzja rozprawy doktorskiej Piotra Biesa pt. 'R6wnania eliptyczne w
przestrzeniach Hoeldera ze zmiennym wykladnikiem'

Rozprawa Piotra Biesa sklada sie z 4 rozdzidhw,3 dodatk6w oraz bibli-
ografii.

Praca poSwig"cona jest rozwijaniu tak zwanej teorii schauderowskiej na przestrze-
nie Hoeldera ze zmiennym wyk{adnikiem. Sq to przestrzenie funkcji spefnia-
jqcych warunek Hoeldera, z tym ze wykfadnik nie jest staly, jest on funkcjq
przestrzeni a : fl -+ (0,1], gdzie Q c R" to obszar, w kt6rym rozwaiamy
zasadnienie..-;eiti 

tytt o funkcja r .pJnlu warunek ioglipszycowski, w6wczas jak pokazuje
Bies w swej rozprawie, klasyczna teoria schauderowska rozszerza sie do przes-
rzeni Hoeldera ze zmiennym wykfadnikiem.

Po przedstawieniu czytelnikowi wstgpnych definicji, u|ytuczynychleczznanych
wczedniej lemat6w i twierdzeii oraz wpiowadzeniu skomplikowanej (lecz w przy-
padku takiego tematu koniecznej) notacji, autor przechodzi na poczqtku do
uogolnienia oszacowair schauderowskich do przestrzeni ze zmiennym wyldad-
nikiem. Temu tematowi poswigcony jest Rozdzial drugi rozprawy. Podobnie jak

w klasycznym przypadku, ,ofpru*u nuiludul. *y*6d uutotd* dynnej mono-
grafii Gilbarga i tudingera, autor zaczyna od analizy osraco*arf potencjafu
niutonowskiego (Lemat 2.1). St?d przechodzi do oszacowafi wewngtrznych dla
rozwiqzania r6wnania Poissona z prawq stronq w przestrzeni Hoeldera ze zmien-
nym wylcladnikiem (Lemat 2.2). Szkoda, ze antor nie pokusif sie w tym miejscu,
aby wytfuma""y{ dlactego kaide rozwiqzanie rdwnania Poissona musi byi dane
jako suma funkcji harmonicznej i potencjalu niutonowskiego. Bgdzie mialokazie
sig z tego wytttrmaczyd w trakcie obrony. Kolejne lematy shria. oszacowaniom
schauderowskim do brzegu w*qcznie. To bardzo skomplikowana czgdC pracy,
przedstawiona * spos6b elegancki, z jednym malym wyjatkiem, mianowicie po-
jawiajacy sie w dowodzie Lematu 2.5 obszar 7 edefiniowany jest dopiero w
Stwierdzeniu 2.7, kilka stron po tym.kiedy wprowadza sig go do ,or*aiai.
Wreszcie, autor rozszerza teorig do og6lnych operator6w eliptycznych drugiego
rzgdu. Rozdzial drugi to elegan-cka i bardzo dopracowana cze\t rorpra*y.

- 
W rozdziale trzecim autor zajmuje sie dowodzeniem istnienia tozwi2zan

r6wnania Poissona (orazbardziej og6ltty* przypadkiem operatora eliptycznego
drugiego rzgdu) w przestrzeni Hoeldera ze zmiennym wykTadnikiem. W tym
celu przedstawia lemat rozszerzeniowy (Lemat 3.1), a nastppnie wykorzystuje go

wraz z aparatem oszacowair z rozdzixlu drugiego, aby uzyskai istnienie rozwiyza-
nia zagadnienia brzegowego w Lemacie 3.1. Lematu 3.1 dotyczy moja najwipk-
sza watpliwoEi zwiqzana z rozprawaPiotra Biesa. Mianowicie, na stronie 88, w
pierwszym akapicie, autor stwierdza, nie podpierajqc tego zadnym argumentem,
ze pewna stala C (m) jest skonczona. Takie miejsca w dowodach czgsto sq Prob-
lematyczne. Bgdg sij domagaf od autora wytfumaczenia w tej kwestii.



Na koniec Rozdzialu 3 mamy do czynienia z z przyl*adem zagadnieniabrze-
gowego dla rtiwnania Poissona, ktdre moZemy rozwiazai dzigki rozwijanej teorii,
a kt5rego nie rozwiyzalibydmy w przestrzeni funkcji .putniulq-.y.h warunek Hoeldera
ze stu}m wyktadnikiem. To waEny rezultat, bo pokazuje ii, treii rozprawy istot-
nie rozszerza dotychczasowq wiedze. Mam jednak rownieZ kfopot z argumentem
pojawiajqcym si9 w tym miejscu, mianowicie nie rozumiem (a autor mi w tym
nie pomf,gf osta-tnich nier6wnodci w liniach jedenastej i czternastej na stronie
91. Bgde sig domagat wyjasnier'i w tej sprawie.

Dodatkowo zazvaczet, Ze argument przytoczony w przykladzie 3.3 obfituje
w misprinty i ewidentne oszustwa (kt6re jednak zaintersowany czytelnik iatwo
usunie) i odbiega pod wzgledem starannodci od reszty pracy. Ot6i, w sz6stej
linijce od g6.y nu stronie 91 mamy do czynienia z ewidentnie f.alszywanier6wnod-

" t ,
cia(autor pr6buje szacowai liczbe dodatni1 przez ulemnq). L3tw9 jednak za-
uwaLy(,, ze zamiast supo<,<(-r r in r powinno byc sup6.,<26 lr In rl i argument
pracuje. Podobnie, w trzeciej od dolu linijce na stronie 91, w dw6ch miejscach,
zamiast rk pojawia sie r,, ale takie blgdy zdarzajqsie przy redakcji tak dlugiego
tekstu.

Rozdzial czwarty pracy to dow6d, 2e slabe rozwiazania zagadnieri elipty-
cznych sa odpowiednio regularne. Zn6w, wystarczy aby wyktadnik byf funkcja
loglipszycowska i klasyczna teoria rozszerza sig do przestrzeni ze zmiennymwyk-
ladnikiem, Na koniec autor przedstawia przylitad takiej prawej strony w rdwna-
niu Poissona, 2e teoria zRozdzialu 4 daje silniejszy wynik ni2 klasyczna teoria.

Znalazlem jeszcze kilka drobnych uchybiefi w rozprawie Piotra Biesa. Na
stronie 22, ostatnia linijka od dcrhr, podobnie na stronie 8, w ostatniej Iinijce
dowodu Stwierdzenia 1.2, nier6wno6ci nie powinny byCostre. Nie rozumiem teZ
dlaczego d w dowodzie Lematu 2.1jest mniejsza ni? 2R, ale uczciwie dodam, Ze
nie pr6bowalem tego zrozumie6,, gdyi wida6, ze na pewno jest mniejsza niz 3R,
a to wystarczy.

Podsumowuj ac, rozprawa Piotra Biesa jest bardzo obszerna. Rozwija znana
teorigw nieznanym dotEd kierunku. Realizacja tego celu wymagala znakomitego

opanowania bardzo trudnych, ale bardzo istotnych elementow teorii regularno6ci.
Przestrzenie Hoeldera sa bardzo wainym narzgdziem w RRC, z jednej strony
w{adnie z powodu ichu|yTecznosci w zagadnieniich eliptycznych drugiego rzgdu,
z drugiej ze wzgledu na zastosowania w r6wnaniu transportu. Mimo drob-
nych niedoci2gn€;, ftzeba podkredlic ie ,orprawa Biesa napisana jest w spot"ob
bardzo utarainy.'Nie mam Lad,nych wqtpliwodci, ie speinia ona wszelkie usta-
wowe jak i zwyczajowe wymagania stawiane pracom doktorskim. Dlatego prosze

o dopuszczenie magistra Piotra Biesa do kolejnych etap6w postgpowania, kt6reg6

celem jest nadanie stopnia doktora.
Wigcej, cho6 wyniki uzyskane przez Piotra Biesa nie s1 w nurcie gl6wnych

zainterisowali RRC, to wiedza ktorlautor rozprawy nabyfp6zwalaprzypuszcza(,,
ze wkr6tce bedzie m6gl ja zastosowai w celu uzyskania bardzo istotnych rezul-

tat6w wzbudzajacych natychmiastowe zainteresowanie specjalist6w od RRC'
Bardzo trudne metody opanowane przez Piotra Biesa na bardzo rzetelnym
poziomie, staranno66 przedstawienia wynik6w, kt6re wymagal]t nietrywialnej

adaptacji trudnej teorii, powodujl Ze w przypadku rozwiania moich wqtpliwo6ci



co do dowodu Lematu 3.1 otaz nier6wno6ci z przykladu3.3, wystepujg o wyr6lnie-
nie rozorawv Piotra Biesa.

prof Uniwersytetu Ludwlka Maksymiliana

dr hab. Torp6z CieSlak,
prof ndzw. IMPAN,


