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Oméwienie rozprawy:

WiasnoSci metryczne i topologiczne zbiorow niezmienniczych
w dynamice przestepnej

Wstep

Przedstawiana rozprawa dotyczy dynamiki funkcji meromorficznych, w tym calkowitych, na
plaszczyznie zespolonej C. Dziedzina ta jest cz¢scia teorii Uktadéw Dynamicznych. Rozwazamy
przeksztatcenia meromorficzne przestgpne f : C — C (gdzie C jest sfera Riemanna), czyli takie,
dla ktérych nieskoriczono$¢ jest punktem istotnie osobliwym. Pétgrupa iteracji

fr=fo.of
—_—

n razy

takiego przeksztatcenia (gdzie n > 0) tworzy dyskretny uktad dynamiczny. Przedmiotem ba-
dan jest migdzy innymi geometryczna i topologiczna struktura zbioréw niezmienniczych pod
dziataniem tej potgrupy.

Zlozenie f" jest zdefiniowane dla wszystkich z € C poza przeliczalnym zbiorem punktow
bedacych biegunami funkcji f, f2, .., f*~". Jesli f jest funkcja wymierna, to f mozna rozszerzy¢
do funkcji meromorficznej na sferze Riemanna C. W rozwazanym przez nas przypadku funkcji
przestgpnych f nie rozszerza sig¢ na C.

Poczatki teorii iteracji funkcji holomorficznych na sferze Riemanna siggaja lat 20-tych XX
wieku, a jej podstawy stworzyli Gaston Julia 1 Pierre Fatou. Teoria ta intensywnie si¢ rozwija
od lat 80-tych XX wieku, gtéwnie dzigki nowym technikom (np. metodom chirurgii quasikonfo-
remnych wprowadzonym przez Sullivana, Douady’ego i Hubbarda), ale takze ze wzgledu na roz-
woj grafiki komputerowej pozwalajacej przedstawi¢ niezwykte, fraktalne ksztatty zbioréw Julii
i innych zbioréw niezmienniczych. O znaczeniu tej teorii Swiadczy¢ moga prestizowe wyrdznie-
nia przyznane matematykom zajmujacym si¢ ta dziedzing, jak np. Medale Fieldsa dla Yoccoza,
McMullena, Smirnova 1 Avili.

Podstawowymi obiektami badan w teorii iteracji funkcji meromorficznych, zaréwno wymier-
nych jak i przestgpnych, sa dwa rozlaczne niezmiennicze podzbiory, na ktére w naturalny sposéb
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dzieli si¢ sfera Riemanna pod dziataniem iteracji przeksztatcenia f: zbidr Fatou F(f) oraz zbior
Julii J(f). Zbior Fatou sktada si¢ z tych punktéow z € C, dla ktérych rodzina iteracji {f™}
jest zdefiniowana i normalna w sensie Montela w pewnym otoczeniu z (tzn. z kazdego ciagu
przeksztatcen z tej rodziny mozna wybra¢ podciag niemal jednostajnie zbiezny na tym otoczeniu
do funkcji holomorficznej o wartosciach w sferze Riemanna C). Jest to zbidr otwarty, na ktérym
dynamika f jest stabilna w tym sensie, ze trajektorie bliskich punktow zachowuja si¢ podobnie.
Zbior Julii to dopetienie zbioru Fatou: J (f) = C\ F(f). Na zbiorze Julii trajektorie zachowuja
si¢ w sposOb chaotyczny.

Kazda sktadowa spdjnosci U zbioru Fatou (nazywana krétko sktadowq Fatou) jest przeksztal-
cana przez f w pewna sktadowa Fatou. Oznaczmy przez U,, sktadowa zawierajaca " (U). Jesli
dla pewnych réznych n, m > 0 zachodzi U,, = U,,, to taka sklfadowa nazywamy preokresowq.
Sktadowe, ktére nie sa preokresowe nazywamy biqdzqcymi. W przeciwienistwie do przypadku
funkcji wymiernych [63], zbiér Fatou dla funkcji meromorficznych przestepnych moze zawierac
sktadowe biadzace. Zachowanie iteracji f na sktadowych okresowych (tzn. takich, ze U = U,
dla pewnego p > 1) jest w petni zbadane, zachodzi jedna z ponizszych mozliwosci [2], [62]:

o Sktadowa U zawiera punkt okresowy przyciagajacy zo tzn. taki, dla ktérego fP(z9) = 2
oraz |(f?)'(z0)| < 1. Wowczas f™(z) — zp dla z € U przy n — oo i U nazywa sig
sktadowa basenu punktu przyciqgajacego zy.

o Brzeg U (w C) zawiera punkt okresowy z, taki, ze f? (z0) = 29 oraz f"(z) — zy przy
n — oo dla z € U. Wéwcezas (f?) (z9) = 1. Wtedy U nazywa si¢ sktadowa basenu
parabolicznego.

o Po holomorficznej zamianie wspoétrzednych ¢ : U — D, gdzie D jest dyskiem jednost-
kowym, fP jest obrotem o kat niewymierny tzn. p(fP(¢1(2))) = e?™@2z dla pewnego
a € R\ Q. Wéwczas U nazywa si¢ dyskiem Siegela.

o Po holomorficznej zamianie wspétrzednych ¢ : U — A, gdzie A jest pierScieniem A =

2mia

{z:1<|z| <r},r > 1, f? jest obrotem o kat niewymierny tzn. o(fF(¢~*(2))) = ™2
dla pewnego o € R\ Q. Wéwczas U nazywa si¢ pierscieniem Hermana.

o Istnieje punkt zo € OU (w C) taki, ze f™(z) = zpdla z € U przy n — o0, ale fP(zg) nie
jest zdefiniowane. Wowczas U nazywa si¢ dziedzing Bakera.

W teorii iteracji funkcji przestepnych wazna role odgrywa takze zbior punktow uciekajqcych:
I(f)={z: ["(2) > o przy n — co}.

Dla funkcji catkowitych przestgpnych zbidr ten jest $cisSle zwiazany ze zbiorem Julii; Eremenko
[23], ktéry jako pierwszy badal wtasnosci zbioru I(f) dla iteracji dowolnej funkcji catkowite;j,
udowodnil, ze zbiér Julii J(f) jest brzegiem I(f). W teorii iteracji funkcji catkowitych prze-
stepnych szczeg6lng rolg odgrywa klasa B nazywana tez klasa Eremenki-Lyubicha:

B={f:Sing(f ') jestograniczony},
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gdzie Sing( f~1) oznacza zbidr osobliwosci funkcji odwrotnej (czyli zbiér skoriczonych wartosci
krytycznych i asymptotycznych f). Jak wykazali Eremenko i Lyubich [24], dla funkcji catkowi-
tych f € B zachodzi zawieranie I(f) C J(f).

Wspdlnym celem prac zawartych w rozprawie habilitacyjnej jest zbadanie struktury zbioréw
niezmienniczych dla iteracji przeksztatlcen meromorficznych, w tym catkowitych, ze szczegdl-
nym uwzglednieniem zwiazku z dynamika. Prace [R1], [R2] 1 [R3] dotyczg iteracji funkcji catko-
witych. Badamy w nich wlasnos$ci metryczne zbioréw niezmienniczych w zbiorze Julii. W [R1]
i [R2] rozwazamy funkcje catkowite z klasy B. Praca [R1] zawiera oszacowanie dolne wymiaru
hiperbolicznego zbioru Julii dla dowolnej funkcji catkowitej z klasy . Oszacowanie to otrzymu-
jemy rozwazajac niezmiennicze podzbiory J(f) ztozone z punktéw nieuciekajacych. W pracy
[R2] podajemy doktadne oszacowanie dolne na wymiar Hausdorffa zbioru Julli dla funkcji cal-
kowitej z klasy B w zaleznosci od szybkosci wzrostu funkcji. W tej pracy oszacowania dotycza
zbioru punktéw uciekajacych. Metody stosowane w dowodach pozwalaja na rozszerzenie tych
wynikéw na pewne funkcje meromorficzne. Wyniki z prac [R1] i [R2] przedstawiamy ponize]
w podrozdziatach A i B.

Praca [R3] dotyczy funkcji catkowitych spoza klasy B. Dowodzimy w niej, ze zbiér Julii dla
funkcji catkowitych o regularnym wzros$cie ma zawsze maksymalny wymiar Hausdorffa. Wpro-
wadzamy techniki, ktére pozwalaja pracowac z funkcjami catkowitymi, dla ktérych niedostgpne
sa narzedzia wykorzystywane dla klasy B. Oméwienie pracy [R3] zawarliSmy ponizej w podroz-
dziale C.

Wyniki z pracy [R4] oméwione w podrozdziatach D i E stanowia rozwigzanie znanego pro-
blemu zwiazku spéjnosci zbioru Julii dla funkcji meromorficznej przestgpnej z istnieniem stabo
odpychajacych punktow statych. Otrzymane przez nas rezultaty pozwolily zakonczy¢ dowod
twierdzenia méwiacego, ze kazda funkcja meromorficzna przestgpna, ktérej zbior Julii jest nie-
spéjny, ma co najmniej jeden stabo odpychajacy punkt staty. Bezposrednim wnioskiem z tego
twierdzenia jest sp6jnos¢ zbioru Julii dla funkcji meromorficznych pochodzacych od metody
Newtona zastosowanej do funkcji catkowitych. Jednym z gtéwnych rezultatow w [R4] jest twier-
dzenie o istnieniu zbioréw pochtaniajacych w dziedzinach Bakera. Badanie wtasnosci zbioréw
pochtaniajacych kontynuujemy w pracy [R5] oméwionej w podrozdziale E. Podajemy warun-
ki, przy ktérych istnieje jednospdjna dziedzina pochtaniajaca w niezmienniczej dziedzinie Ba-
kera, a takze charakteryzacje¢ typu przeksztatcenia (w sensie klasyfikacji Bakera-Pommerenke-
Cowena) w terminach jego dynamicznych wtasnosci.

A. Wymiar hiperboliczny i wymiar Hausdorffa zbioréw Julii dla funkcji calkowitych
z klasy B

Wymiar Hausdorffa (ktéry oznaczaé bedziemy przez dimy) zbioréw Julii dla funkcji catko-
witych f : C — C badany byt od korica lat 80-tych, kiedy McMullen [42] obliczyl wymiar
Hausdorffa zbioru Julii dla rodziny funkcji eksponencjalnych. Jednakze juz w latach 70-tych
Baker [1] wykazal, ze zbi6r Julii dowolnej funkcji catkowitej przestgpnej f zawiera niezdegene-
rowane continua, co oznacza, ze dimy J(f) > 1. W [60] Stallard udowodnita ciekawy rezultat
moéwiacy, ze wymiar Hausdorffa zbioru Julii dowolnej funkcji catkowitej z klasy B jest ostro



wigkszy od 1 (choé¢ moze on by¢ dowolnie bliski 1 [59]).

Bardzo uzytecznym narzg¢dziem wykorzystywanym do badania struktury zbioru Julii dla
funkcji catkowitych przestepnych z klasy B jest logarytmiczna zamiana zmiennych [24]. Jesli f
jest funkcja catkowita z klasy B to dla dostatecznie duzego R zbiér Ap = {z € C: |z| > R} nie
zawiera warto$ci krytycznych i wartosci asymptotycznych funkcji f. Wowczas kazda sktadowa
T zbioru f~1(ApR) jest jednospéjna oraz f : T — Ap jest nakryciem uniwersalnym. Definiu-
jemy F : exp '(T) — H, gdzie H = {z € C : Rez > log R} tak, aby exp F'(z) = f(e?).
Moéwimy wowczas, ze F' jest funkcja otrzymang z f poprzez logarytmiczng zamiang zmiennych.
Natomiast zbi6r 1" nazywamy traktem logarytmicznym.

W pracy [R1] badamy wymiar hiperboliczny zbioru Julii dla dowolnej funkcji catkowitej
przestepnej f € B. Niech X bedzie niezmienniczym, zwartym zbiorem Cantora zawartym
w J(f) takim, ze |(f*)'|x > 1 dla pewnego k > 0. Wowczas X nazywa si¢ konforemnym
repellerem w 7 (f). Wymiar hiperboliczny definiuje si¢ jako supremum wymiaréw Hausdorffa
po wszystkich konforemnych repellerach w 7 (f). Oczywiscie wymiar hiperboliczny 7 (f) jest
niewigkszy niz wymiar Hausdorffa. Jednakze, jak udowodniono w [65], moze by¢ ostro mniej-
Szy.

W [R1] udowodnili§my nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 1. Wymiar hiperboliczny zbioru Julii dla dowolnej funkcji catkowitej przestepnej
z klasy B jest wigkszy od 1. W szczegolnosci wymiar Hausdorffa zbioru punktow o ograniczonych
orbitach w zbiorze Julii jest wigkszy od 1.

Dowdd tego twierdzenia opiera si¢ na metodach formalizmu termodynamicznego rozwinig-
tych przez Bowena, Ruelle’a i Waltersa w latach 70-tych [19, 55]. Jesli X C J(f) jest konforem-
nym repellerem, to zgodnie ze znanym wzorem Bowena [19, 51] wymiar Hausdorffa X moze by¢
wyznaczony jako jedyna wartos$¢ ¢, dla ktdrej zeruje si¢ cisnienie topologiczne: t — P(f|x,1),
gdzie

P(f|x,t) = lim lln Z |(f™) (w)|™*, gdzie z € X.

n—oo N,
wef~n(z)NX

W dowodzie konstruujemy iterowany uktad funkcyjny (IFS) ztozony z konforemnych kontrak-
cji bedacych odpowiednimi gateziami funkcji odwrotnej do F2, gdzie F jest przeksztalceniem
otrzymanym z f poprzez logarytmiczng zamiang zmiennych. Zbiér graniczny Jp tego uktadu
funkcyjnego ma nastgpujace wlasnosci:

F?(Jg) = Jp, oraz (F")'(z) —» ocodlaz € Jp.

Wykorzystujac wzér Bowena dowodzimy, ze dimy Jp > 1. Zbiér X = exp((Jp) U F(Jp)) jest
wowczas konforemnym repellerem o wymiarze Hausdorffa wigkszym od 1 zawartym w zbiorze
Julii J(f). W szczegdlnosci trajektorie w przéd wszystkich punktéw z X sa ograniczone.

Twierdzenie 1 daje oszacowanie dolne wymiaru Hausdordffa zbioru Julii dowolnej funkcji
catkowitej z klasy B w oparciu o podzbiér ztozony z punktéw o ograniczonych orbitach; poka-
zujemy, ze jest to ,,duzy”, w sensie wymiaru Hausdorffa, podzbiér zbioru Julii.



Dla dowolnej funkcji catkowitej przestgpnej z klasy B zbiér punktéw uciekajacych I(f)
jest podzbiorem zbioru Julii J(f) [24], a wigc oszacowania dolne na wymiar Hausdorffa 7 (f)
mozna uzyskac takze badajac wymiar zbioru punktow uciekajacych. Jak wykazali Baranski [4]
i Schubert [57], jesli funkcja catkowita z klasy B ma skoficzony rzad, tzn.

o(f) = lim sup log log M(r, f)

< 00, dzie M(r, f) = max |f(2)|,
m st g g (r, f) ma £ (2)]

to jej zbior punktéw uciekajacych ma wymiar Hausdorffa réwny 2, co implikuje dimy J(f) = 2.
Okazuje si¢, ze wymiar zbioru Julii dla funkcji catkowitej z klasy B jest Scisle zwiazany
z szybkoscia wzrostu funkcji. W pracy [R2] udowodnili§my nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 2. Niech f bedzie funkcjq catkowitq przestepnq z klasy B i niech ¢ > 1. Zatoimy,
Ze dla dowolnego € > ( istnieje r. > 0 takie, Ze

[f(2)] < exp (exp ((log|2)"))  dla]z| = r-. (D

Wowczas )
dimyg J(f) > 1—|—5-

Oszacowanie podane w powyzszym twierdzeniu jest najlepsze mozliwe, jak pokazuja przy-
ktady Stallard skonstruowane w [61]. Zatozenie ¢ > 1 nie jest tu ograniczeniem, wiadomo bo-
wiem [38], ze funkcje z klasy BB nie moga spetnia¢ warunku (1) dla ¢ < 1.

Twierdzenie to implikuje w szczegdlnosci, ze wymiar Hausdorffa zbioru Julii dla funkcji
catkowitych f € B jest rowny 2 nie tylko w sytuacji, gdy f ma skonczony rzad, ale réwniez
wtedy, gdy spelniony jest ogdlniejszy warunek:

, logloglog M(r, f)
lim sup

=1. 2
r—00 loglog r @)

Twierdzenie 2 stosuje si¢ migdzy innymi do ciekawych przyktadéw funkcji catkowitych z klasy
B skonstruowanych w [53]. Sa to funkcje spetniajace (1), ktérych zbiér Julii nie ma nietrywial-
nych sktadowych tukowo spdjnych.

W dowodzie Twierdzenia 2 rozwazamy funkcje F : exp ' (T) — H otrzymana z f przez lo-
garytmiczna zamiang zmiennych. Dla dowolnego p > ¢ — 1 konstruujemy zbiér E, C exp (T
taki, ze

Re (F"(z)) — oo dlaz € E,

oraz ,
dimg E, > 1+ ——.
imyg £y 2> 1+ 1+
Oczywiscie exp(E,) C I(f). Ponadto zbiory £, oraz exp(E),) maja taki sam wymiar Hausdort-
fa. Konstrukcja zbioréw [, opiera si¢ na wprowadzonym przez nas pojeciu zbioru dopuszczal-
nego; jest to zbidér ograniczony, na ktérym wzrost funkcji F' jest w pewnym sensie regularny.
Zbiory L, sktadaja sie z punktéw, ktérych kolejne iteracje (pod dziataniem /) leza w zbiorach
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dopuszczalnych. Do szacowania wymiaru Hausdorffa zbioru £, wykorzystujemy techniki beda-
ce uogdlnieniem klasycznej metody McMullena [42].

Idea szacowania wymiaru Hausdorffa zbioru Julii dla funkcji catkowitych spetniajacych (1)
powstala z obserwacji, ze oszacowania otrzymane w przykladach Stallard sa bardzo podobne
do oszacowan z [33], mimo, ze prace te dotycza réznych zagadnien. W [33] badaliSmy wymiar
Hausdorffa podzbioréw zbioru Julii dla przeksztatceri eksponencjalnych E(z) = Ae*. Wykaza-
liSmy, ze zbidr tych punktéw uciekajacych, ktérych trajektorie leza w obszarze

x
Q= Y 1 —_—
{x+zy x>1, y> (logx)q—l}
ma wymiar Hausdorffa réwny 1 4+ 1/¢. W [61] Stallard podata przyktady funkcji catkowitych
z klasy B, dla ktérych wymiar Hausdorffa zbioru Julii jest zadana z géry liczba postaci 1+ % (dla
g > 1). Funkcje te maja trakty logarytmiczne o ksztalcie zblizonym do ksztattu (2.

B. Uogdlnienia dla funkcji meromorficznych z traktami logarytmicznymi

Metody stosowane w dowodach twierdzen 11 2 wykorzystywaly logarytmiczng zamiang zmien-
nych. KonstruowaliSmy odpowiednie zbiory niezmiennicze zlozone z punktéw, ktére pozostaja
w trakcie logarytmicznym 7" pod dziataniem iteracji f. Nie mial przy tym znaczenia fakt, jak
funkcja f zachowuje si¢ poza 7', ani nawet czy jest zdefiniowana poza 7. Twierdzenia 1 i 2 mo-
ga by¢ zatem sformutowane w ogdlniejszym kontekscie, w ktérym zatozenie o klasie BB zostanie
zastapione zalozeniem o istnieniu traktow logarytmicznych.

Niech f : C — C bedzie funkcja meromorficzna. Nieograniczony obszar jednospdjny 7' C C,
o brzegu kawatkami gtadkim i taki, ze C \ 7T jest nieograniczony, nazywa si¢ traktem logaryt-
micznym dla f, jesli f jest holomorficzna na T, ciagta na T oraz jesli istnieje R > 0 takie, ze
f T — Ap jest nakryciem uniwersalnym.

W pracach [R1] i [R2] zawarli§my nastgpujace twierdzenia:

Twierdzenie 3. Wymiar hiperboliczny zbioru Julii dla dowolnej funkcji meromorficznej z traktem
logarytmicznym jest wigkszy od 1. W szczegolnoSci wymiar Hausdorffa zbioru punktow o ogra-
niczonych orbitach w zbiorze Julii jest wigkszy od 1.

Twierdzenie 4. Niech f bedzie funkcjq meromorficzng z traktem logarytmicznym T'. Zatoimy,
ze dla dowolnego € > ( istnieje r. > 0 takie, Ze (1) zachodzi dla z € T'. Niech

I(f,T)={z€T: f*(z) € T dla dowolnegon € Ni f"(z) — oo przyn — co}.
Wowczas

1
dimp I(f,T) > 1+ —.
q

Powyzsze twierdzenia stosuja si¢ migdzy innymi do funkcji meromorficznych ze skonczong
iloScig biegundw, dla ktérych zbiér skoficzonych osobliwosci funkcji odwrotnej jest ograniczony.
Natomiast, jak wykazali Kotus i Urbanski w [35] 1 [37], dla funkcji meromorficznych z nieskon-
czong liczba biegunéw wymiar Hausdorffa zbioru Julii moze by¢ mniejszy od 1.
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C. Wymiar Hausdorffa zbiorow Julii dla funkcji catkowitych spoza klasy 5

W 1987 roku McMullen [42] udowodnit twierdzenie méwiace, ze wymiar Hausdorffa zbioru Ju-
lii dla rodziny funkcji eksponencjalnych f(z) = Aexp(z), A € C\ {0}, jest réwny 2 . McMullen
udowodnit najpierw ten rezultat dla zbioru punktow uciekajacych, a nastgpnie wykazat, ze dla
rozwazanych funkcji zbior punktow uciekajacych zawarty jest w zbiorze Julii.

Twierdzenie McMullena doczekato si¢ licznych uogdlnien dla funkcji catkowitych, jednakze
wszystkie te uogdlnienia dotycza funkcji catkowitych z klasy B. Dla takich funkcji f mamy
I(f) € J(f), a wigc, tak jak w dowodzie McMullena, przy szacowaniu wymiaru zbiér J (f)
mozna zastapi¢ zbiorem I(f).

Znanym uogdlnieniem rezultatu McMullena jest twierdzenie udowodnione niezaleznie przez
Baranskiego i Schuberta [4, 57] méwiace, ze dla dowolnej funkcji catkowitej f skoriczonego
rzedu z klasy B wymiar Hausdorffa 7 (f) jest réwny 2. Okazuje si¢ [61], ze zalozenia o skori-
czonym rze¢dzie nie mozna pominac i tu w sposéb naturalny pojawia si¢ pytanie, na ile istotne jest
zatozenie o klasie B. Problem ten jest interesujacy nie tylko w aspekcie uogélnienia wczesniej-
szych wynikow na szersza klas¢ funkcji, ale réwniez ze wzglgdu na konieczno$¢ wprowadzenia
nowych technik, ktére w pewnym sensie zastapia narz¢dzia zwigzane z logarytmiczng zamiang
zmiennych.

W pracy [R3] rozwazamy funkcje catkowite, ktérych wzrost jest dostatecznie regularny, tzn.
funkcje f, dla ktérych istnieja state A, B, C,ry > 1 takie, ze

Alog M(r, f) < log M(Cr, f) < Blog M(r, f) dlar > ry, 3)

gdzie M(r, f) = max. -, | f(2)].

Warunek (3) spetniony jest w szczegdlnosci wtedy, gdy istnieja ¢, p > 0 takie, ze log M (r, f) ~
crf przy r — 0o, a wigc miedzy innymi dla funkcji o catkowicie regularnym wzroscie w sensie
Pflugera [39]. Jak pokazuje klasyczny przyktad Fatou, f(z) = z + 1 + e~* [28] , dla funkcji
spetniajacych warunek (3) punkty uciekajace nie musza naleze¢ do zbioru Julii.

Gtéwny wynik pracy [R3] jest nastgpujacy:
Twierdzenie 5. Niech f bedzie funkcjq catkowitq spetniajacq warunek (3). Wowczas
dimg (I(f) N J(f)) = 2.

W dowodzie tego twierdzenia wykorzystujemy klasyczng technike McMullena szacowania wy-
miaru Hausdorffa nieskoficzonego przecigcia ,,zagniezdzajacych si¢” rodzin zbioréw [42]. Giow-
na trudno$¢ polega na skonstruowaniu zbioru X C I(f) N J(f), do ktérego t¢ technikg mozna
zastosowac.

Niech A(R) bedzie pierScieniem {z € C : R < |z| < 2R}. Opierajac si¢ na twierdze-
niu Ahlforsa o wyspach, zastosowanym do funkcji log f, znajdujemy w pierscieniu A(Ry), dla
ustalonego Ry, rodzing dyskéw D(a;,t) o takim samym promieniu, z ktérych kazdy zawiera
podzbidr V; przeksztatcany przez f na piersciert A(|f(a;)|). Istotnym elementem tej konstrukcji
jest wykazanie, ze dla dowolnych a4, ag > 0 zbidr

2f'(2)
f(z)

{z €eC: aqlogM(|z|, f) <

S%mMMﬁ}
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ma dodatnia gestos¢ w pierscieniu A(R) = {z € C: R < |z| < 2R}, dla dostatecznie duzych
R, ktéra moze by¢ oszacowana z dotu niezaleznie od R (przez ggsto$¢ zbioru A w zbiorze B
rozumiemy iloraz A(;ég?) , gdzie \ oznacza miarg Lebesguea w R?). Rezultat ten pozwala stwier-
dzié, ze suma zbioréw V; stanowi istotng czg$¢é wyjsciowego pierscienia A(Ry). Konstrukcje t¢
powtarzamy w kazdym z pierscieni f(V;) = A(|f(a;)|) i dalej postgpujemy indukcyjnie. Biorac
odpowiednie przeciwobrazy otrzymujemy rodzing zbioréw & w A(Ry), z ktérych kazdy jest
przeksztalcany przez f* na pewien pierscied A(Ry) dla Ry znacznie wigkszego od Rj_;. Do-
wodzimy nastgpnie, ze X = (), .y & ma maksymalny wymiar Hausdorffa. Z samej konstrukcji
zbioru X wynika, ze sktada si¢ on tylko z punktéw uciekajacych. Natomiast do wykazania, ze
X jest podzbiorem zbioru Julii wykorzystujemy rezultat Zhenga [66] méwiacy, ze funkcje spetl-
niajace warunek (3) nie maja wielospdjnych sktadowych Fatou.

D. Spdjnosé zbioréw Julii dla funkcji meromorficznych i stabo odpychajace punkty state

Sp6jnos¢ zbioréw Julii dla funkcji meromorficznych okazuje si¢ SciSle zwigzana z istnieniem
stabo odpychajacych punktéw statych. Punkt staty 2, przeksztatcenia holomorficznego f nazywa
si¢ stabo odpychajqcy, jesli |f'(zo)| > 1 1lub f’(z9) = 1 (przy standardowym rozszerzeniu dla
zp = oo w przypadku funkcji wymiernej).

Juz w 1919 roku Fatou [27] udowodnit, ze kazda funkcja wymierna stopnia wigkszego niz 1
ma co najmniej jeden stabo odpychajacy punkt staty w C. W 1990 roku Shishikura [58] wykazat,
ze jesli f jest funkcja wymierna, ktdrej zbior Julii jest niespéjny, to f ma co najmniej dwa stabo
odpychajace punkty state w C. Dla funkcji przestgpnych sytuacja jest bardziej skomplikowana;
takie funkcje moga w ogdle nie mie¢ punktéw statych. Od wczesnych lat 90-tych podejmowano
proby odpowiedzi na pytanie:

Czy kazda funkcja meromorficzna przestepna z niespojnym zbiorem Julii ma co najmniej jeden
stabo odpychajqcy punkt staty?

Gtéwna motywacja badania zwiazku pomigdzy spdjnoscia zbioru Julii a istnieniem stabo odpy-
chajacych punktéw statych byt znany otwarty problem sp6jnosci zbioru Julii dla metody Newto-
na

Ny(z) =z —

znajdowania zer funkcji catkowitej g : C — C. Dynamiczne wtasnosci metody Newtona, zwtasz-
cza dla wielomianéw, przyciagaly wiele zainteresowania w ciagu ostatnich kilkudziesigciu lat
[40, 41, 43, 44, 45, 54, 64]. Badanie topologicznych wlasnosci zbioru Julii dla metody Newtona
jest interesujace nie tylko z punktu widzenia dynamiki holomorficznej, ale rowniez ze wzglgdu
na ciekawe zastosowania numeryczne [29].

Zaréwno dla g bedacego wielomianem, jak i funkcja catkowita poszukiwanie pierwiastkéw
g metoda Newtona prowadzi do iterowania funkcji meromorficznej IV, ktérej punkty state w C
odpowiadaja zerom funkcji g. Wszystkie punkty stale N, w C sa przyciagajace. Jesli g jest
wielomianem stopnia co najmniej 2, to N, jest funkcja wymierna, dla ktérej 2y = oo jest odpy-
chajacym punktem statym (tzn. | f'(zp)| > 1). Innymi stowy, funkcja wymierna /N, pochodzaca
od metody Newtona dla wielomianéw ma tylko jednen stabo odpychajacy punkt staly. Zatem
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bezposrednim wnioskem z twierdzenia Shishikury [58] jest sp6jnos¢ zbioru Julii dla metody
Newtona zastosowanej do wielomianu.

Jesli g jest funkcja catkowita przestgpna, to N, jest funkcja meromorficzna przestepna (za
wyjatkiem przypadku, gdy ¢ jest postaci Pexp (), gdzie P i () sa wielomianami - wéwczas
N, jest funkcja wymierna), ktérej wszystkie punkty state sa przyciagajace. Zatem twierdzaca
odpowiedZ na postawione wyzej pytanie oznacza spdjnos$¢ zbioru Julii dla metody Newtona dla
funkcji catkowitej przestepnej.

Badanie spdjnosci zbioru Julii sprowadza si¢ do badania jednospéjnosci wszystkich skta-
dowych jego dopetnienia, czyli wszystkich sktadowych zbioru Fatou. Wymaga to rozwazenia
kilku przypadkéw: dla kazdego typu sktadowej Fatou U nalezy wykazac, ze jesli U jest wielo-
spdjna, to f ma stabo odpychajacy punkt staty. Mimo, ze schemat ten wydaje si¢ taki sam jak
dla funkcji wymiernych, dowéd Shishikury nie przenosi si¢ bezposrednio na przypadek funkcji
przestepnych z powodu braku zwartos$ci, istnienia warto$ci asymptotycznych i nowych typéw
sktadowych Fatou (ktére nie pojawiaja si¢ w przypadku wymiernym).

Przypadek dziedzin bladzacych rozwazany byt przez Bergweilera i Terglane’a w [18], na-
tomiast przypadki basendw przyciagania okresowych sciekdw (czyli punktdw przyciagajacych)
i punktéw parabolicznych byly tematem prac Jarque, Fagelli i Taixésa [25, 26]. Istnienie punktéw
stabo odpychajacych dla funkcji meromorficznych z wielospdjna dziedzing Bakera lub pierScie-
niem Hermana, a wigc w szczeg6lnosci jednosp6jnos¢ dziedzin Bakera dla metody Newtona,
pozostawaty otwartym problemem formutowanym m.in. w pracach Bergweilera, Buffa, Riicker-
ta, Mayera i Schleichera [14, 20, 41, 54].

W pracy [R4] rozwiazaliSmy ten problem dowodzac nastgpujacych twierdzen:

Twierdzenie 6. Niech f bedzie funkcjq meromorficzng przestepng z wielospojng okresowq dzie-
dzing Bakera. Wowczas f ma co najmniej jeden stabo odpychajqcy punkt staty.

Twierdzenie 7. Niech f bedzie funkcjq meromorficzng przestepna z cyklem pierscieni Hermana.
Wowczas f ma co najmniej jeden stabo odpychajqcy punkt staty.

Powyzsze twierdzenia wraz z wczesniejszymi wynikami pozwolily odpowiedzie¢ twierdzaco
na postawione na poczatku pytanie i zamkna¢ dowdd nastgpujacego ogdlnego twierdzenia:

Twierdzenie 8. Kazda funkcja meromorficzna przestepna z niespojnym zbiorem Julii ma co naj-
mniej jeden stabo odpychajqcy punkt staty.

Bezposrednim wnioskiem z Twierdzenia 8 jest spdjnos¢ zbioru Julii dla metody Newtona:

Twierdzenie 9. Jesli g jest funkcjq catkowitq przestepng to zbior Julii dla metody Newtona N,
jest spojny.

Gl6éwna przeszkoda w rozszerzeniu wczesniejszych wynikéw na przypadek dziedzin Bakera byt
problem istnienia tzw. zbioréw pochtaniajacych, o ktérych piszemy szerzej w kolejnym podroz-
dziale. Zasadnicza czg¢$¢ dowodu twierdzenia 6 polega na wykazaniu, ze w kazdej dziedzinie
Bakera mozna skonstruowac zbiér pochtaniajacy:
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Twierdzenie 10. Niech f : C — C bedzie funkcjq meromorficzng i niech U bedzie okresowq
dziedzing Bakera o okresie p taka, ze fP" — oo przy n — oco. Wowczas istnieje obszar W C U
o nastgpujacych wtasnosciach (ponizej rozwazamy domkniecia w C):

(a) W CU,
(b
(e) Moo f2(W) =10,

(d) W jest pochtaniajgcy w U dla fP, tzn. dla dowolnego zwartego zbioru K C U istnieje
n=n(K) >0, takie, ze f"P(K) C W.

)
) frP(W) = fre(W) C f=VP(W) dla dowolnego n > 1,
)
)

W dowodach twierdzen 6 i 7 rozwazamy obrazy krzywej  otaczajacej biegun funkcji f
i rozwijamy og6lne techniki, ktére pozwalaja stwierdzi€ istnienie stabo odpychajacych punktéw
statych przy pewnych zatozeniach kombinatorycznych, to znaczy w zaleznosci od konfiguracji
kolejnych obrazéw krzywej . Otrzymane przez nas rezultaty stanowia uogdlnienie wynikow
Shishikury, Bergweilera i Terglane’a [18, 58] i okazuja si¢ uzyteczne w nieco szerszym kontek-
Scie, umozliwiaja bowiem ,,ujednolicenie” dowodu spdjnosci zbioru Julii dla metody Newtona
N, tj. wykazanie istnienia punktow stabo odpychajacych niezaleznie od typu rozwazanej skta-
dowej Fatou 1 niezaleznie od tego, czy ¢ jest wielomianem, czy funkcja catkowita [8].

E. Zbiory pochlaniajace w niezmienniczych dziedzinach Bakera

Twierdzenie 10 (o istnieniu dziedzin pochtaniajacych w dziedzinach Bakera) jest wnioskiem
z naszego ogollniejszego wyniku, ktory jest rozszerzeniem znanego rezultatu Cowena [21] o
istnieniu dziedzin pochtaniajacych dla holomorficznych przeksztatcen obszaréw jednospdjnych
w siebie.

Niech U begdzie obszarem hiperbolicznym w C i niech f : U — U bedzie przeksztatceniem
holomorficznym bez punktéw statych w U (w szczegdlnoSci U moze by¢ dziedzing Bakera).
Rozwazmy nakrycie uniwersalne 7 : H — U, gdzie H oznacza prawa potptaszczyzne zespolona,
oraz podniesienie g : H — H przeksztatcenia f. Wéwczas g nie ma punktéw statych w H
i zgodnie z twierdzeniem Denjoy-Wolffa iteracje g zbiegaja niemal jednostajnie do pewnego
punktu ¢ na brzegu H w C. Mozna zatozy¢, ze ( = oo (sktadajac g z przeksztalceniem Mobiusa).

Twierdzenie Cowena méwi, ze kazde holomorficzne przeksztatcenie g : H — H bez punk-
tow statych posiada jednospdjna dziedzing pochtaniajaca V' C H, na ktorej g jest konforemnie
sprzezone z przeksztatceniem Mobiusa S : ) — (2, przy czym zachodzi jeden z trzech przypad-
kow

(1) Q=H, S(w)=aw dlapewnego a > 1 (typ hiperboliczny)

2) Q=H, Sw)=wti (typ paraboliczny)
3) Q=C, Sw =w-+l (typ podwéjnie paraboliczny).
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Opierajac si¢ na twierdzeniu Cowena, w pracy [R4] udowodniliSmy, ze jesli U jest dowolnym
obszarem hiperbolicznym w C i f : U — U jest przeksztalceniem holomorficznym takim,
ze f" — oo przy n — oo, to dla dowolnego z € U i dla dowolnego ciagu liczb dodatnich r,,
zbieznego do nieskoficzonosci istnieje obszar W C U o nastgpujacych wiasnoSciach:

(a) WU —yDu(f™(2),rn), gdzie Dy (f"(z), r,) oznacza dysk o srodku w f"(z) i promie-
niu r, w metryce hiperbolicznej w U,

(b) W C U oraz f*(W) = fr(W) C f*1(W) dla dowolnego n > 1,
0

(©) Moo fM(W) =10,
(d) W jest pochtaniajacy w U dla f.

Dowdd tego rezultatu polegat na skonstruowaniu odpowiedniego zbioru pochtaniajacego dla
przeksztalcenia S, ktérego istnienie gwarantuje twierdzenie Cowena. BezpoSrednim wnioskiem
z otrzymanego wyniku jest twierdzenie 10.

Zgodnie z twierdzeniem 10 zawsze mozna skonstruowac dziedzing pochtaniajaca w dziedzi-
nie Bakera, cho¢ nie musi by¢ ona jednosp6jna (jak wykazal Konig [34], w dziedzinach Bakera
jednospdjne dziedziny pochtaniajace moga nie istnie¢). Badania nad strukturg dziedzin Bakera,
ktére rozpoczgliSmy w pracy [R4] kontynuowali§my w kolejnej wspdlnej pracy [R5] podejmu-
jac migdzy innymi prébg odpowiedzi pytanie: jakie sa warunki na f, aby istniata jednospéjna
dziedzina pochtaniajaca w dziedzinie Bakera?

Nasze badania rozpoczeliSmy od szczegdtowej analizy typow przeksztalcenia f zgodnie
z opisang wyzej klasyfikacja Cowena. Z wtasnosci nakrycia uniwersalnego wynika, ze z doktad-
noscia do konforemnego sprzezenia, S nie zalezy od wyboru 7 ani g, a wigc i typ .S nie zalezy
ani od 7 ani od g. Mozna zatem zdefiniowac typ przeksztatcenia f jako typ przeksztalcenia S
z twierdzenia Cowena dla dowolnego podniesienia f. W pracy [R5] podajemy pelng charaktery-
zacje typu podwdjnie parabolicznego w terminach dynamicznych wtasnosci przeksztatcenia f,
a doktadniej w terminach odleglosci hiperbolicznej i euklidesowej pomigdzy kolejnymi iteracja-
mi f (ponizej oy oznacza odlegtos$¢ hiperboliczna w U):

Twierdzenie 11. Niech U bedzie obszarem hiperbolicznym w C i niech f : U — U bedzie
przeksztatceniem holomorficznym bez punktow statych i takim, Ze brzeg U w C nie zawiera izo-
lowanych punktow statych (tzn. punktow (, dla ktorych mozna rozszerzy¢ f holomorficznie tak,
aby f(¢) = (). Wowczas nastepujqce warunki sq rownowazne

(1) f jest typu podwdjnie parabolicznego,
(i1) ou(f"(2), f(2)) — 0 przy n — oo dla pewnego z € U,

(ii7) |f"T(2) — f™(2)|/ dist(f™(2),0U) — 0 przy n — oo dla pewnego z € U.
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Metody dowodu powyzszego twierdzenia opieraja si¢ na oszacowaniach metryki hiperbolicz-
nej w U. W przypadku pozostatych typéw przeksztalcenh metody te daja warunek wystarczajacy
na to, aby f bylo typu hiperbolicznego: jesli f spelnia zatozenia twierdzenia 11 oraz

inf lim oy (f"™(2), f"(2)) > 0,

zeU n—ro0
to f jest typu hiperbolicznego. Interesujacym problemem, ktéry nadal pozostaje nierozstrzy-
gniety, jest pytanie, czy powyzszy warunek jest konieczny. Pozytywna odpowiedzZ na to pytanie
pozwolitaby na uzyskanie petnej charakteryzacji typu f w terminach jego dynamicznych wta-
snosci.

W pracy [RS5] podajemy warunki, przy ktérych istnieje jednospdjna dziedzina pochtaniajaca
dla f:

Twierdzenie 12. Niech U bedzie obszarem hiperbolicznym C i niech f : U — U bedzie prze-
ksztatceniem holomorficznym takim, Ze, f"(z) — oo przyn — oo dla z € U. Zatéimy, Ze oo nie
jest izolowanym punktem brzegu U w C. Jesli f jest typu podwdjnie parabolicznego, to istnieje
Jednospaojny zbior pochtaniajqcy W C U dla f.

Zatozenie, ze oo nie jest izolowanym punktem brzegu U w C jest istotne. W dowodzie po-
wyzszego twierdzenia pokazujemy najpierw, ze istnienie jednospdjnego zbioru pochtaniajacego
jest réwnowazne warunkowi, ze dla dowolnej krzywej v C U istnieje n € N takie, ze f"(7) jest
Sciagalna w U. Nastgpnie, opierajac si¢ na wczesniejszym twierdzeniu 11 dowodzimy, ze jesli
istnieje krzywa, dla ktorej f™(y) nie sa Sciagalne dla zadnego n, to U zawiera naktute otoczenie
cow C.

Okazuje sig, ze dla pozostatych dwdch typéw przeksztatcen f jednospdjne zbiory pochtania-
jace moga nie istniec.

5. Omoéwienie pozostatych osiagnie¢ naukowo-badawczych

Publikacje wchodzace w skiad rozprawy doktorskie;j:

[A1] B. Karpifiska, Area and Hausdorff dimension of the set of accessible points of the Julia set
of Aexp z and A sin z, Fund. Math. 159 (1999), 269-287 (w spisie literatury pozycja [30])

[A2] B. Karpifiska, Hausdorff dimension of the hairs without endpoints for Aexpz, C. R. Acad.
Sci. Paris, 328, Serie 1, (1999), 1039—-1044 (w spisie literatury pozycja [31])

Publikacje po doktoracie spoza rozprawy habilitacyjne;j:

[A3] B. Karpiniska, On the accessible points in the Julia sets of some entire functions, Fund.
Math. 180 (2003), 89-98 (w spisie literatury pozycja [32])

[A4] B. Karpifiska, M. Urbanski, How points escape to infinity under exponential maps, J. Lon-
don Math.Soc. (2) 73 (2006), 141-156 (w spisie literatury pozycja [33])
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[AS] K. Baranski, B. Karpifiska, Coding trees and boundaries of attracting basins for some
entire maps, Nonlinearity 20 (2007), 391415 (w spisie literatury pozycja [9])

[A6] K. Baranski, B. Karpiniska, A. Zdunik, Dimension properties of the boundaries of expo-
nential basins, Bull. London Math. Soc. 42 (2010), 210-220 (w spisie literatury pozycja

[11])

[A7] K. Baranski, B. Karpinska, A. Zdunik, Bowen’s formula for meromorphic functions, Ergod.
Theory and Dynam. Sys. 32 (2012), 1165-1189 (w spisie literatury pozycja [12])

[A8] K. Baranski, N. Fagella, X. Jarque, B. Karpinska, Accesses to ininity from Fatou compo-
nents, ukaze sie¢ w Trans. Amer. Math. Soc.,
http://www.ams.org/cgi-bin/mstrack/accepted_papers/tran
(w spisie literatury pozycja [6])

Artykuly spoza rozprawy habilitacyjnej dotycza kilku aspektow dynamiki funkcji catkowitych
1 meromorficznych przestgpnych, takich jak:

o struktura zbioru Julii i1 jego podzbioréw dla rodziny funkcji eksponencjalnych,

o wtasnosci brzegowe przeksztatcen catkowitych i meromorficznych na jednospdjnych nie-
zmienniczych sktadowych Fatou,

o formalizm termodynamiczny funkcji meromorficznych.

Prace [A1], [A2], [A4] oraz [A6] dotycza dynamiki funkcji eksponencjalnych postaci £ (z) =
A exp z, gdzie \ jest zespolonym niezerowym parametrem. Jak wykazali Devaney i Krych w [22],
jesli E, ma punkt staly przyciagajacy (a wiec np. dla A € (0, %)) to zbiér Julii J(FE)) jest
bukietem Cantora krzywych. Kazdemu punktowi zbioru 7 (E)) mozna przypisaé jednoznacznie
ciag liczb catkowitych s(z) = (so, s1, ...), nazywany kodem, w nastgpujacy Sposob:

sp=7 <= E¥2)e{zeC: (2j-Dn<Imz< (2j+1)n}, gdziejecZ.

Devaney i Krych [22] udowodnili, ze kazdemu ciagowi liczb catkowitych s = (sg, s1, ..) spetnia-
jacemu pewien warunek dopuszczalnosci odpowiada punkt z € J(E)) o tym kodzie. Co wigcej,
zbidr punktéw o kodzie s tworzy krzywa X: istnieje ciaglte odwzorowanie ¢, : [0, +00) — C ta-
kie, ze ¢4 ([0, +00)) = X, oraz p4(t) — oo przy t — co. Krzywa X nazywa si¢ wlosem, a punkt
0s(0) — koricem wtosa. Zbiér J (E)) jest suma krzywych X przy sumowaniu po wszystkich ko-
dach dopuszczalnych s, przy czym konce wlosow stanowia gesty podzbidr zbioru Julii.
McMullen wykazat w [42], ze wymiar Hausdorffa 7 (F)) jest réwny 2. W pracy [Al] do-
wodzimy, ze wymiar Hausdorffa zbioru koncéw tych krzywych, czyli zbiér koncéw wioséw
takze jest maksymalny mozliwy, czyli réwny 2, co oznacza, ze jest ,bardzo gesty” w zbiorze
Julii. Natomiast w [A2] pokazujemy, ze, nieoczekiwanie, suma krzywych X bez koricéw sta-
nowi znacznie mniejszy w sensie wymiaru podzbidr zbioru Julii; wymiar Hausdorffa wloséw
bez koncéw jest réwny 1, czyli minimalny mozliwy. Wyniki te zostaly nazwane w literaturze
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,paradoksem wymiaru” i byly uogdlniane m.in. przez Schleichera, Baraniskiego, Bergweilera
1 Eremenke [4, 13, 15, 56].

W [A1] wykazaliSmy takze, ze dla funkcji Sy\(z) = Asinz, gdzie A € (0, 1) zbior koncéw
wloséw ma dodatnig miar¢ Lebesgue’a.

W [A4] badamy strukturg zbioru punktéw uciekajacych do nieskoriczonosci pod dziataniem
przeksztatcenn £\ dla dowolnego parametru \. Interesuje nas zalezno$¢ wymiaru Hausdorffa od
szybkosci wzrostu kodéw. Jak wynika z dowodéw rezultatéw z [A1] i [A2] punkty uciekajace,
ktérych kody rosng supereksponencjalnie szybko stanowig podzbidr zbioru I(E)) o wymiarze
Hausdorffa 2, natomiast podzbiér I (F)) ztozony z punktéw o kodach ograniczonych ma wymiar
bliski 1. W pracy [A4], dla dowolnie wybranej liczby g z przedziatu [1, 2] podajemy naturalny
warunek na szybkos$¢ wzrostu kodéw, przy ktérym wymiar Hausdorffa zbioru punktéw o kodach
spetniajacych ten warunek jest rowny gq.

W pracy [A6] opisujemy inne paradoksy zwiazane z wymiarem dla hiperbolicznych funkcji
eksponencjalnych z wieloma sktadowymi Fatou. Rozwazamy przeksztalcenia E), dla tych para-
metréw A, dla ktérych E\ ma cykl okresowy przyciagajacy o okresie p > 1. Wéwczas zbior
Julii J(F)) jest brzegiem (catego) basenu Scieku dla tego cyklu, a jego wymiar Hausdorffa
jest rtéwny 2 [42]. Dla p = 1 basen przyciagania sktada si¢ z jednej jednospdjnej sktadowe;j
U idimgy(0U) = 2. Jak wynika z dowodu McMullena [42], zbi6r punktéw uciekajacych sta-
nowi ,,najwiekszy”, w sensie wymiaru, podzbior brzegu basenu. Urbanski 1 Zdunik [65] wyka-
zali, ze punkty nieuciekajace w OU maja wymiar ostro mniejszy od 2. Mozna si¢ spodziewac,
ze podobne zjawisko powinno zachodzi¢ w przypadku cyklu przyciagajacego o okresie p > 1.
Okazuje si¢ jednak, ze dla p > 1 sytuacja jest w pewnym sensie odwrotna. W [A6] dowodzi-
my, ze dla dowolnej sktadowej U basenu cyklu przyciagajacego o okresie p > 1, zbidr punktéw
uciekajacych zawartych w OU ma wymiar Hausdorffa réwny 1. Punkty nieuciekajace stanowia
zbior o wymiarze Hausdorffa ostro wigkszym od 1, przy czym wymiar ten jest rtOwny wymiaro-
wi QU . Tak wigc, inaczej niz w przypadku p = 1, o wymiarze ,,decyduja” punkty nieuciekajace.
W [A6] dowodzimy ponadto, ze brzeg kazdej sktadowej ma wymiar ostro mniejszy niz 2 (mimo,
ze wymiar Hausdorffa brzegu calego basenu nadal jest rowny 2).

Prace [A3] i [AS] dotycza struktury zbioru Julii dla funkcji catkowitych z klasy B z jedna cat-
kowicie niezmiennicza sktadowa Fatou U bedaca basenem przyciagania punktu statego. W tej
sytuacji mozna zdefiniowac kody dla punktéw ze zbioru Julii numerujac trakty logarytmiczne
i dziedziny fundamentalne w tych traktach. W pracy [A3] dowodzimy, ze przy pewnych dodat-
kowych zatozeniach geometrycznych, dla dowolnego kodu s istnieje punkt osiqgalny z basenu
U o tym kodzie w J (f) U {oo} (punkt z € QU nazywa si¢ osiagalny z U, jesli istnieje krzywa
v :10,1) — U taka, ze lim;_,;- y(t) = z). Wynik ten oparty jest na technice drzew kodujqcych,
ktore powstaja przez potaczenie wybranego punktu zg € U z punktami z f~'(zg) krzywymi za-
wartymi w U i przeciaganie tych krzywych za pomoca odpowiednich galezi f~". Abstrakcyjna
teoria drzew kodujacych rozwijana byta przez Przytyckiego, Urbanskiego i Zdunik w serii prac
[46, 47, 50, 52] i stosowana byta dla przeksztatcein wymiernych na sferze Riemanna. W kontek-
Scie funkcji catkowitych przestgpnych, Devaney i Goldberg wykazali, ze dla przeksztalcen E)
z niezmienniczym basenem punktu statego przyciagajacego wszystkie gatezie drzewa kodujace-
go sa zbiezne w C. Praca [A3] jest uogdlnieniem tego wyniku.
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Technike drzew kodujacych stosujemy takze w pracy [AS], w ktérej kontynuujemy badanie
geometrycznej i kombinatorycznej struktury zbioru Julii dla funkcji z klasy B z jedna sktado-
wa Fatou. Rozwazamy funkcje catkowite, dla ktérych zbiér Sing(f~!) zawarty jest w zwartym
podzbiorze basenu przyciagania B punktu stalego. Podajemy warunek na dopuszczalno$¢ kodu
(tzn. warunek, przy ktérym kodowi s odpowiada punkt w zbiorze Julii o tym kodzie) w termi-
nach zbieznos$ci galezi drzewa kodujacego i szybkosSci wzrostu kodéw. Badamy takze wtasnosci
brzegowe przeksztatcenia Riemanna ¢ : D — B (jak wynika z [24], dla funkcji catkowitych
f € B okresowe sktadowe Fatou sa jednospdjne). Dowodzimy w szczegdlnosci, ze na gestym
nieprzeliczalnym podzbiorze 0D przeksztalcenie Riemanna ¢ ma granicg réwna co. R

W pracy [A8] badamy zwiazek dynamiki przeksztatcenia meromorficznego f : C — C
na jednospojnej niezmienniczej sktadowej U zbioru Fatou z wilasnosciami brzegowymi prze-
ksztatcenia Riemanna ¢ : D — U. Rozwazamy tzw. korytarze do nieskoriczonosci w U (przy
zatozeniu, ze oo jest punktem osiagalnym z U), czyli klasy homotopii krzywych « : [0,1] — C
o ustalonym poczatku vy € U, takich, ze v([0,1)) C U, y(0) = v, (1) = oco. Jednym z wyni-
kéw pracy [A8] jest odpowiednio$¢ pomigdzy niezmienniczymi korytarzami do nieskoficzonoSci
w U, stabo odpychajacymi punktami statymi f i brzegowymi punktami statymi odpowiadajacej
funkcji wewnetrznej na D (czyli funkcji h = ¢~ 'o foy, gdzie ¢ : D — U jest przeksztatlceniem
Riemanna). Gl6wna motywacja tej pracy jest proba zbadania struktury zbioru Julii w otoczeniu
nieskonczonosci dla przeksztalcen Newtona (metody znajdowania zer funkcji catkowitych g):

Opierajac si¢ na wczesniej wykazanej odpowiednioSci wyznaczamy liczbg niezmienniczych ko-
rytarzy do nieskoriczonosci dla przeksztatceri Newtona.

Praca [A7] dotyczy formalizmu termodynamicznego dla funkcji meromorficznych. Metody
formalizmu termodynamicznego rozwijane przez Ruelle’a, Bowena 1 Waltersa w latach 70-tych
ubieglego wieku dostarczyly wielu uzytecznych narzedzi do badania struktury zbioréw Julii i je-
go podzbioréw dla funkcji wymiernych na sferze Riemanna. W szczeg6lnosci, znany wzér Bo-
wena pozwala wyznaczy¢ wymiar Hausdorffa konforemnego repellera X (a wigc np. zbioru Julii
dla hiperbolicznych punkcji wymiernych) jako jedyne miejsce zerowe funkcji: t — P(f|x,1t),
gdzie

.1 n _ .
P(flx,t) = Jim —In Yo UMY W), gdziez € X,
wef~n(z)NX

nazywanej ci$nieniem topologicznym dla potencjatu —¢ In | f/|".
Proby przeniesienia metod formalizmu termodynamicznego na przypadek funkcji meromorficz-
nych przestgpnych napotykaja na wiele trudnosci, w szczeg6lnosci ci$nienie topologiczne moze
by¢ nieskoniczone. Pierwsze wyniki dotyczace wzoru Bowena dla pewnych klas okresowych
funkcji meromorficznych otrzymane byly przez Baranskiego, Kotus 1 Urbanskiego [3], [36].
W [65] Urbanski 1 Zdunik stworzyli teori¢ formalizmu termodynamicznego dla hiperbolicznych
funkcji eksponencjalnych F)(z) = Aexp(z) i udowodnili, ze wzér Bowena dla takich funkcji
ma nowa postac: jedyne zero ci$nienia jet rowne wymiarowi Hausdorffa tzw. radialnego zbioru
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Julii J.(FE)). Dla funkcji meromorficznej f radialny zbior Julli J,(f) definiuje si¢ jako zbidr
tych z € J(f), dla ktérych istnieje r = r(z) > 0 oraz ciag n; — oo taki, ze na kuli o Srodku
w f"(z) i promieniu 7 (w metryce sferycznej) mozna zdefiniowac¢ holomorficzng gataz f~"
przeprowadzajaca " (z) w z.

W pracy [A7], inspirowane]j podejSciem Przytyckiego, Rivery-Leteliera oraz Smirnova [48,
49] dowodzimy, ze wzér Bowena w nowej postaci zachodzi dla szerokiej klasy funkcji mero-
morficznych przestepnych. Dowodzimy, ze jesli zbiér Sing(f 1) jest skoficzony, to ciSnienie jest
dobrze zdefiniowane i nie zalezy od wyboru punktu z € C, poza zbiorem o wymiarze Hausdorffa
zero. Ponadto wykazujemy, ze wymiar Hausdorffa radialnego zbioru Julii dla f jest réwny infi-
mum zbioru tych parametréw ¢, dla ktérych ci$nienie jest niedodatnie. Podobne rezultaty uzysku-
jemy dla funkcji meromorficznych z klasy 5, dla ktérych domknigcie zbioru postsingularnego
tzn. sumy trajektorii w przéd punktéw z Sing(f~!) nie zawiera zbioru Julii, w szczegdlnosci dla
hiperbolicznych funkcji meromorficznych z klasy B.

6. Referaty wygloszone na konferencjach naukowych

e Hausdorff dimension of the set of accessible points of the Julia sets of )\ exp z, konferen-
cja Complex Dynamics and Hyperbolic Geometry, Centrum Matematyczne im. Stefana
Banacha, Warszawa, Polska, 16-28.03.1998,

o Area and Hausdorff dimension of the set of accessible points of the Julia sets of A exp z and
Asin z, konferencja Conformal Geometry, Centre International de Rencontres Mathémati-
ques, Marseille-Luminy, Francja, 24-30.05.1998,

e Hairs without endpoints for exponential maps, konferencja Holomorphic Dynamics, Ano-

gia, Grecja, 26.06-2.07.1999,

e How points escape to infinity under the exponential maps, konferencja Holomorphic Dy-
namics, University of Warwick, Wielka Brytania, 6-11.12.2004,

o Coding trees in the boundaries of attracting basins for some entire maps, konferencja Nor-
mal families and Complex Dynamics, Mathematisches Forschungsinstitut Oberwolfach,
Niemcy, 18-24.02.2007,

e Coding trees in the boundaries of attracting basins for some entire maps, konferencja

Conformal Structures and Dynamics. The current state-of-art and perspectives, University
of Warwick, Wielka Brytania, 11-15.06.2007,

e Accessible points in the boundaries of attracting basins for some entire maps, konferencja
First Joint International Meeting between the AMS and PTM, Warszawa, Polska, 31.07-
3.08.2007,

e cykl trzech wyktadéw Cantor bouquets in the iteration of entire functions and Hausdorff
dimension, konferencja Topics in Complex Dynamics, Universitat de Barcelona, Hiszpania,
5-9.11.2007,
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Hausdorff dimension of the Julia set and growth rate of entire function, konferencja Aspects
of Transcendental Dynamics, Jacobs University Bremen, Niemcy, 16-20.06.2008,

Hyperbolic dimension of Julia sets of meromorphic maps with logarithmic tracts, konfe-
rencja Dynamical Systems, University of North Texas, Denton, USA, 17-23.05.2009,

Dimension properties of the boundaries of exponential basins, konferencja Conformal
Structures and Dynamics. CODY - Third Year Conference., Bedlewo, Polska, 21-25.09.2009,

The Hausdorff dimension of Julia sets of entire functions with regular growth, konferencja
The Escaping Set in Transcendental Dynamics, Mathematisches Forschungsinstitut Obe-
rwolfach, Niemcy, 6-12.12.2009,

Thermodynamic formalism for some meromorphic maps, konferencja The Sth AIMS Con-

ference on Dynamical Systems, Differential Equations and Applications, Dresden, Niemcy,

26-29.05.2010,

Pressure for non-hyperbolic meromorphic maps, konferencja Transcendental Dynamics,
Centrum Matematyczne im. Stefana Banacha, Warszawa, 8-12.11.2010,

Connectivity of Julia sets for meromorphic maps, konferencja The role of complex analysis
in complex dynamics, International Centre for Mathematical Sciences, Edinburgh, Wielka
Brytania 20-24.05.2013,

Pressure for meromorphic maps, konferencja Workshop on Holomorpic Dynamics — Maps
with essential singularities, Holbaek, Dania, 3-6.10. 2013,

Absorbing domains for holomorphic maps, konferencja 2015 Joint Meeting AMS EMS
SPM, University of Porto, Portugalia, 10-13.06.2015,

Thermodynamic formalism for transcendental maps, konferencja Ergodic theory and ho-
lomorphic dynamics, Erwin Schrodinger International Institute for Mathematical Physics,
Wieden, Austria, 28.09- 2.10.2015.

7. Wybrane referaty na seminariach

Cantor bouquets for exponential maps Centre de Recerca Matematica, Barcelona, Hiszpa-
nia, 1999,

Wymiar Hausdorffa koricow witosow dla exp(z), Wydziat Matematyki 1 Informatyki Uni-
wersytetu Jagielloniskiego, Krakéw, 2003,

Cantor bouquets for complex exponentials, Laboratoire de Probabilites, Universite Paris
VI, Francja, 2003,

Jak punkty uciekajq do nieskoriczonosci pod dziataniem funkcji eksponencjalnych, Instytut
Matematyczny PAN, Warszawa, 2004,
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e Bukiety Cantora dla iteracji \exp z, Katedra Metod Matematycznych Fizyki, Wydziat
Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego, Warszawa, 2005,

o Wymiar Hausdorffa zbioréw Julii i szybkos¢ wzrostu funkcji catkowitych, Instytut Mate-
matyczny PAN, Warszawa, 2008,

e Hyperbolic dimension of Julia sets for entire maps in class B, Christian-Albrechts-Universitit
zu Kiel, Niemcy, 2008,

o Wymiar hiperboliczny zbiorow Julii dla funkcji meromorficznych z traktami logarytmicz-
nymi, Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Jagielloniskiego, Krakéw, 2011,

e Hausdorff dimension of Julia sets of entire functions, Universitat de Barcelona, Hiszpania,
2011,

e Absorbing domains for holomorphic maps, Instytut Matematyczny PAN, Warszawa, 2013,

Accesses to ininity from Fatou components, Instytut Matematyczny PAN, Warszawa, 2015.

8. Wyjazdy w ramach wspétpracy naukowej
e Centre de Recerca Matematica, Barcelona, Hiszpania (marzec 1999)
e Laboratoire de Probabilités, Université Paris VI, Francja (maj 2003)
e Institut Henri Poincaré, Paryz, Francja (pazdziernik 2003)
o Christian-Albrechts-Universitét zu Kiel, Niemcy (listopad 2008)
e Universitat de Barcelona, Hiszpania (wrzesien 2011),
e Universitat de Barcelona, Hiszpania (czerwiec 2014)
e Universitat de Barcelona, Hiszpania (wrzesien 2014)
e Universitat de Barcelona, Hiszpania (kwiecien 2015)

e Universitat de Barcelona, Hiszpania (listopad 2015)

9. Udzial w krajowych i miegdzynarodowych projektach badawczych
e grant KBN Nr 2 PO3A 009 17 Iteracje funkcji holomorficznych I (1999-2002), wykonawca

e grant KBN Nr 2 PO3A 034 25 Konforemne uktady dynamiczne i geometria zbiorow frak-
talnych (2003-2006), wykonawca

e grant MNiSW Nr N N201 0234 33 Geometryczne i ergodyczne wtasnosci uktadow dyna-
micznych (2007-2010), wykonawca
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e EU Research Training Network CODY Conformal Structures and Dynamics (2007-2010),
wykonawca

e grant MNiSW Nr N N201607940 Geometryczne i ergodyczne wtasnosci uktadow dyna-
micznych 11 (2011-2014), wykonawca

e grant NCN Nr 2012/06/M/ST1/00168 Wtasnosci topologiczne zbiorow niezmienniczych
w dynamice przestepnej (2013-2016), wykonawca

e grant NCN Nr 2014/13/B/ST1/04551 Metody stochastyczne w teorii gtadkich uktadow dy-
namicznych (2015-2018), wykonawca

10. Nagrody i wyro6znienia
e Nagroda Rektora Politechniki Warszawskiej za osiagnigcia naukowe w roku 1999

e Nagroda Rektora Politechniki Warszawskiej za osiggnigcia naukowe w latach 2009-2010

e Nagroda Rektora Politechniki Warszawskiej za wyrdzniajace prowadzenie zaje¢ dydak-
tycznych w roku akademickim 2012/2013

e Zlota Kreda (wyrdznienie dla najlepszych nauczycieli akademickich Politechniki War-
szawskiej) 2013 oraz 2015

11. Wskazniki stuzace do oceny dorobku naukowego

e sumaryczny impact factor wedhug listy JCR zgodnie z rokiem opublikowania : 9,9
(Do wyznaczenia wskaznika dla pracy [R5] wykorzystano dane z 2014 roku. Podany su-
maryczny impact factor nie uwzglednia pracy [A8] przyjetej do publikacji.)

e liczba cytowan wedtug bazy Web of Science

— liczba cytowan: 91

— liczba cytowan bez autocytowan: 74

e Indeks Hirscha: 5
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