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Wydzia l Fizyki Technicznej i Matematyki Stosowanej
Politechnika Warszawska

4. Wskazanie osia↪gnie↪cia wynikaja↪cego z art. 16 ust. 2 ustawy z dnia 14 marca
2003r. o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie
sztuki (Dz.U. Nr 65, poz. 595 ze zm.):
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Omówienie celu naukowego ww. prac i osia↪gnie↪tych wyników :

Równości entropiczne a algebry pochodne

1. Wprowadzenie

Rezultaty prezentowane w rozprawie wchodza↪ w zakres algebry uniwersalnej, ale maja↪ swoje
korzenie zarówno w klasycznych dzia lach algebry takich jak teoria grup, pó lgrup, pierścieni,
modu lów, jak też w geometrii, topologii czy logice. Przez (abstrakcyjna↪) algebre↪ (A,Ω) typu
τ : Ω→ N rozumiemy zbiór A wraz ze zbiorem Ω operacji określonych na A. Do podstawowych
konstrukcji algebraicznych należa↪ podalgebry, różnego typu produkty oraz obrazy homomor-
ficzne. Przez homomorfizm rozumiemy przekszta lcenie zachowuja↪ce strukture↪ algebry. Roz-

maitościa↪ (quasirozmaitościa↪) nazywamy niepusta↪ klase↪ algebr podobnych (tego samego typu),
która jest zamknie↪ta ze wzgle↪du na podalgebry, obrazy homomorficzne oraz produkty proste

(obrazy izomorficzne, podalgebry oraz produkty zredukowane). S lynne twierdzenie Birkhoffa
orzeka, że klasa algebr jest rozmaitościa↪ wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje zbiór równości, który
spe lniaja↪ wszystkie algebry w tej klasie. Podobnie, klasa algebr jest quasirozmaitościa↪ wtedy i

tylko wtedy, gdy istnieje zbiór quasirówności (implikacji), który spe lniaja↪ wszystkie algebry w
tej klasie.

Wymienione konstrukcje nie zawsze sa↪ wystarczaja↪ce do przedstawienia jasnego opisu struk-

tury algebr w (quasi)rozmaitościach. Spośród wielu innych sposobów konstrukcji algebr wy-
bralísmy algebry pote↪gowe, algebry podalgebr oraz sumy algebr. Wszystkie be↪dziemy wspólnie

określać jako algebry pochodne [87].
Algebry pote↪gowe zosta ly wprowadzone przez Jónssona i Tarskiego [50]. Dla danego zbioru A,

niech P>0A oznacza zbiór wszystkich niepustych podzbiorów A. Dla dowolnej n-argumentowej
operacji f : An → A w naturalny sposób definiujemy jej operacje↪ kompleksowa↪ (nazwa odnosi

sie↪ do ang. s lowa complex ) na (niepustych) podzbiorach zbioru A:

(1) f : (P>0A)n → P>0A; (A1, . . . , An) 7→ f(A1, . . . , An) := {f(a1, . . . , an) | ai ∈ Ai}.

Algebra↪ pote↪gowa↪ (podzbiorów) algebry (A,Ω) nazywamy algebre↪ (P>0A,Ω), gdzie Ω jest

zbiorem operacji kompleksowych określonych przez (1). Jeżeli zbiór AS (niepustych) podalgebr
algebry (A,Ω) jest zamknie↪ty na operacje kompleksowe to algebre↪ (AS,Ω) be↪dziemy nazywać

algebra↪ podalgebr algebry (A,Ω).

Ogólnie, suma↪ algebr (Ai,Ω), dla i ∈ I, indeksowana↪ przez elementy innej algebry (I,Ω),

nazywamy algebre↪ (A,Ω) określona↪ na roz la↪cznej sumie zbiorów Ai w taki sposób, aby algebry

(Ai,Ω) by ly podalgebrami (A,Ω) oraz (I,Ω) by la jej algebra↪ ilorazowa↪. Do zdefiniowania ope-

racji w algebrze (A,Ω) wykorzystuje sie↪ dodatkowe funkcje określone mie↪dzy sk ladnikami. W
zależności od w laściwości tych przekszta lceń, otrzymujemy różne rodzaje sum. Do znanych
tego typu konstrukcji należa↪ sumy nad pó lkratami powszechnie stosowane w teorii pó lgrup.

Bardzo ważnym przyk ladem sa↪ sumy P lonki nad Ω-pó lkratami (czyli tzw. funktorialne sumy
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nad Ω-pó lkratami). W szczególności, sumy P lonki pó lgrup to tzw. silne pó lkraty pó lgrup (ang.
strong semilattices of semigroups). W naszym przypadku istotna↪ role↪ odgrywaja↪ również sumy,

w których algebra↪ indeksuja↪ca↪ jest pó lgrupa prawo (lub lewo) zerowa.
Motywacja↪ do badań tego typu konstrukcji jest fakt, że algebry w pewnych klasach moga↪ być

reprezentowane w laśnie jako algebry pochodne. Maja↪ one także ciekawe zastosowania zarówno
teoretyczne, jak i praktyczne. A co jest równie ważne, posiadaja↪ przejrzysty opis.

Jednym ze sposobów charakteryzacji algebr jest wskazanie równości (par termów), które te
algebry spe lniaja↪. (Mówimy, że dla pary termów t = t(x1, . . . , xn) i u = u(x1, . . . , xn), algebra

(A,Ω) spe lnia równość t ≈ u, jeśli dla dowolnych a1, . . . , an ∈ A, t(a1, . . . , an) = u(a1, . . . , an).
Stosuja↪c zapis t(x1, . . . , xn) przyjmujemy, że zmienne termu t należa↪ do zbioru {x1, . . . , xn}.)
Z drugiej strony równości, które spe lniaja↪ algebry determinuja↪ ich ogólna↪ strukture↪. Do kla-
sycznych przyk ladów należy twierdzenie, mówia↪ce o tym, że skończona grupa jest przemienna
wtedy i tylko wtedy, gdy jest produktem grup cyklicznych, czy też fakt, że skończona krata jest
algebra↪ Boole’a wtedy i tylko wtedy, gdy jest produktem dwuelementowej kraty.

Ważna↪ role↪ w opisie algebr pochodnych odgrywaja↪ dwa typy równości. Powiemy, że term t
jest liniowy, jeśli wszystkie zmienne wyste↪puja↪ w t co najwyżej raz. Równość t ≈ u jest liniowa,
jeśli oba termy t i u sa↪ liniowe. Natomiast równość t ≈ u jest regularna, jeśli w obu termach
t i u wyste↪puja↪ te same zmienne. W szczególności rozważać be↪dziemy równości entropiczne i
idempotentne.

Algebre↪ (A,Ω) nazywamy entropiczna↪ (medialna↪), jeśli dla każdej pary jej operacji funda-
mentalnych f : An → A i g : Am → A spe lniona jest równość entropiczna:

(2) g(f(a11, . . . , a1n), . . . , f(am1, . . . , amn)) ≈ f(g(a11, . . . , am1), . . . , g(a1n, . . . , amn)).

Mówimy wówczas, że operacje f i g sa↪ entropiczne. Równoważnie, algebra jest entropiczna,
jeśli jej operacje bazowe sa↪ homomorfizmami odpowiednich produktów. O rozmaitości V po-
wiemy, że jest entropiczna, jeśli jest rozmaitościa↪ algebr entropicznych. Równości entropiczne
sa↪ liniowe.

Powiemy, że algebra (A,Ω) spe lnia warunek uogólnionej entropiczności, jeśli dla każdej n-
argumentowej operacji f ∈ Ω i m-argumentowej operacji g ∈ Ω, istnieja↪ m-argumentowe termy

t1, . . . , tn takie, że w algebrze (A,Ω) prawdziwa jest równość:

g(f(a11, . . . , an1), . . . , f(a1m, . . . , anm)) ≈ f(t1(a11, . . . , a1m), . . . , tn(an1, . . . , anm)).(3)

Uogólniona entropiczność nie musi być równościa↪ liniowa↪ ponieważ termy t1, . . . , tn nie musza↪
być liniowe.

Algebra (A,Ω) jest idempotentna, jeśli każda jej bazowa operacja jest idempotentna, tzn.

f(a, . . . , a) ≈ a.(4)

Równoważnie, algebra (A,Ω) jest idempotentna, jeśli każdy jednoelementowy podzbiór A jest
jej podalgebra↪. Rozmaitość V jest idempotentna, jeśli jest rozmaitościa↪ algebr idempotentnych.

Algebry idempotentne i entropiczne, nazywamy modami lub algebrami modowymi [94, 99].
Algebry pote↪gowe modów sa↪ entropiczne, ale bardzo rzadko idempotentne. Natomiast dla
każdej algebry modowej istnieje jej algebra podalgebr, która również jest idempotentna i entro-
piczna. Co wie↪cej, algebry podalgebr istnieja↪ dla każdej algebry spe lniaja↪cej warunek uogólnio-
nej entropiczności. Sta↪d naturalnym polem do badania takich struktur sa↪ algebry spe lniaja↪ce
równości entropiczne lub idempotentne.
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Wyniki wszystkich prac wchodza↪cych w sk lad rozprawy należa↪ do nurtu badań, których

celem jest ustalenie zależności mie↪dzy rodzajem równości (w tym przypadku entropiczności,

uogólnionej entropiczności, idempotentności) spe lnionych w algebrach (i klasach algebr), a
struktura↪ tych algebr lub algebr pochodnych. Znanych jest wiele tego typu twierdzeń. I tak
na przyk lad, rozmaitość V jest zdefiniowana przez równości liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy
jest rozmaitościa↪ zamknie↪ta↪ na algebry pote↪gowe [40, Theorem 2 (Rozdzia l 63)]. Natomiast
rozmaitość V algebr typu τ : Ω → N jest zdefiniowana przez równości regularne wtedy i tylko
wtedy, gdy jest rozmaitościa↪ zamknie↪ta↪ na 2-elementowe Ω-pó lkraty [40, Theorem 1 (Rozdzia l

63)]. W przypadku, gdy V jest idempotentna↪ rozmaitościa↪ zdefiniowana↪ przez równości niere-

gularne, jej regularyzacja (rozmaitość zdefiniowana przez równości regularne prawdziwe w V)
pokrywa sie↪ z klasa↪ sum P lonki algebr z V . Natomiast idempotentna pó lgrupa (banda) jest

entropiczna (normalna) wtedy i tylko wtedy, gdy jest silna↪ pó lkrata↪ idempotentnych pó lgrup
rektangularnych.

Praca [A1] poświe↪cona jest algebrom uporza↪dkowanym pó lkratowo. Klasa pó lkratowo upo-
rza↪dkowanych algebr z ustalonej rozmaitości V tworzy rozmaitość SV . Rozszerzaja↪c wyniki
znane dla pó lkratowo uporza↪dkowanych pó lgrup oraz algebr modowych opisano algebry wolne
w rozmaitości SV . Naste↪pnie podano opis kraty podrozmaitości takiej rozmaitości w odniesieniu
do kraty podrozmaitości rozmaitości V . W zaprezentowanym opisie wykorzystano tzw. roz-
szerzone algebry pote↪gowe, algebry pote↪gowe z dodatkowa↪ operacja↪ sumy mnogościowej, które
sa↪ naturalnym uogólnieniem wprowadzonych przez Jónssona i Tarskiego pote↪gowych algebr
Boole’a z operatorami.

Praca [A2] dotyczy rozmaitości generowanych przez algebry podalgebr modów z ustalonej
rozmaitości V . Pokazano w niej, że takie rozmaitości sa↪ zdefiniowane dok ladnie przez równości
liniowe i idempotentne prawdziwe w V . Przedstawiona charakteryzacja jest analogiczna do tej,
która↪ podali Grätzer i Lakser w [42] dla rozmaitości generowanych przez algebry pote↪gowe.

Jednocześnie daje ona pozytywna↪ odpowiedź na pytanie postawione w [90, Problem 9.4].

W pracy [A3] udowodniono, że warunek uogólnionej entropiczności jest konieczny i wystar-
czaja↪cy na to, aby dla każdej algebry należa↪cej do V istnia la jej algebra podalgebr. Tym samym
uzyskano charakteryzacje↪ rozmaitości algebr spe lniaja↪cych warunek uogólnionej entropiczności

analogiczna↪ do charakteryzacji rozmaitości entropicznych przedstawionej przez Evansa [28] i

Klukovitsa [55]. Ponadto pokazano, że entropiczność i uogólniona entropiczność sa↪ równoważne
m.in. dla algebr z elementem neutralnym. W pracy zosta la również postawiona hipoteza
(nierozstrzygnie↪ta do dzís), że nie istnieja↪ nieentropiczne algebry z jedna↪, co najmniej binarna↪
idempotentna↪ operacja↪ bazowa↪, które spe lniaja↪ warunek uogólnionej entropiczności. Prace [A4]

i [A5] cze↪́sciowo potwierdzaja↪ te↪ hipoteze↪.
Twierdzenie Eckmanna-Hiltona mówi, że dwie binarne operacje entropiczne określone na tym

samym zbiorze, ze wspólnym elementem neutralnym sa↪ równe, przemienne i  la↪czne. G lównym

wynikiem w pracy [A4] jest uogólnienie tego twierdzenia na operacje n-argumentowe a także
pokazanie, że algebra z elementem neutralnym jest entropiczna wtedy i tylko wtedy, gdy
jest reduktem przemiennego monoidu. Ponadto pokazano, że w przypadku pó lgrup z inwer-
sja↪ (pó lgrup z pewna↪ dodatkowa↪ operacja↪ unarna↪) warunki przemienności, entropiczności i
uogólnionej entropiczności sa↪ równoważne.
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Praca [A5] dotyczy n-pó lgrup - algebr z jedna↪ n-argumentowa↪ operacja↪ spe lniaja↪ca↪ prawo
uogólnionej  la↪czności. Dla każdego n ≥ 2, skonstruowano nieidempotentna↪ i nieentropiczna↪ n-
pó lgrupe↪, która ma w lasność uogólnionej entropiczności. Naste↪pnie podano szereg przyk ladów

n-pó lgrup idempotentnych, które potwierdzaja↪ hipoteze↪ sformu lowana↪ w [A3]. W szczególności
pokazano, że jest ona prawdziwa dla idempotentnych n-pó lgrup, które sa↪ reduktami pó lgrup
oraz dla idempotentnych n-pó lgrup skracalnych. Udowodniono także, że dla pó lgrup spe lniaja↪-
cych równość xn ≈ x, warunki entropiczności i uogólnionej entropiczności sa↪ równoważne.

W pracy [A6] badano quandle medialne, czyli idempotentne i entropiczne, lewe quasigrupy.
Pokazano, że każdy quandel medialny można przedstawić jako algebre↪ pochodna↪ tzw. sume↪ sieci
afinicznych. Taka konstrukcja pozwala skutecznie rozstrzygać, kiedy dwa quandle medialne sa↪
izomorficzne. Na jej podstawie zosta ly opracowane algorytmy s luża↪ce do określenia liczby
nieizomorficznych quandli medialnych niskich rze↪dów. Uzyskane wyniki istotnie poprawiaja↪
znane wcześniej rezultaty.

Main Theorem [A2] o równościach spe lnionych w rozmaitościach generowanych przez algebry
podalgebr oraz Theorem 3.14 [A6] o reprezentacji quandli medialnych uważam za najważniejsze
wyniki prezentowanej rozprawy.

2. Rozmaitości generowane przez algebry kompleksowe

Rozszerzenie definicji operacji określonej na zbiorze A do operacji zdefiniowanej na podzbio-
rach tego zbioru jest szeroko wykorzystywane i jest naturalnym uogólnieniem mnożenia warstw
w grupach. Na przyk lad, operacje kresu górnego i kresu dolnego w kracie idea lów kraty rozdziel-
nej (L,∨,∧) sa↪ kompleksowymi operacjami odpowiednio ∨ oraz ∧ a w teorii je↪zyków formal-
nych, produkt dwóch je↪zyków jest operacja↪ kompleksowa↪ konkatenacji.

Algebry kompleksowe, czyli algebry pote↪gowe oraz algebry podalgebr algebry (A,Ω), niejed-

nokrotnie dostarczaja↪ nowego, czasami nawet wygodniejszego je↪zyka do opisu algebry (A,Ω).

Uzasadnione sa↪ zatem pytania o w lasności algebry (A,Ω), które be↪da↪ dziedziczone przez algebry

kompleksowe jak i te do jakiego stopnia algebry kompleksowe determinuja↪ algebre↪ (A,Ω). Do

klasycznych zagadnień pojawiaja↪cych sie↪ w tym kontekście należa↪ pytania o (quasi)równości
spe lnione przez algebry pote↪gowe oraz pytania kiedy izomorfizm algebr pote↪gowych implikuje
izomorfizm algebr, od których one pochodza↪ tzw. problem globalnego determinizmu.

Systematyczne badania algebr pote↪gowych pó lgrup, czasami nazywanych algebrami global-

nymi, rozpocze↪li Tamura i Shafer [111]. Almeida [4] opisa l pseudorozmaitości generowane
przez algebry pote↪gowe pó lgrup. Algebry pote↪gowe dowolnych algebr by ly badane m.in. w

[32, 102, 41]. Grätzer i Lakser [42] pokazali, że rozmaitość generowana przez wszystkie al-
gebry pote↪gowe algebr z danej rozmaitości V jest zdefiniowana dok ladnie przez równości li-

niowe prawdziwe w V . Brink [15] oraz Bošnjak i Madarász [11] badali relacje określone na
algebrach pote↪gowych. Natomiast najciekawsze wyniki dotycza↪ce globalnego determinizmu

uzyskano m.in. w [63, 56, 43]. Bargenda, Brink i Vajner [8] przedstawili algebry pote↪gowe w
uje↪ciu kategoryjnym.

Algebry pote↪gowe maja↪ bardzo liczne zastosowania. Okaza ly sie↪ być przydatne m.in. do

reprezentacji innych algebr. Trnková [112] opisa la pote↪gowa↪ reprezentacje↪ dla przemiennych

pó lgrup a Ježek [47] przedstawi l taka↪ reprezentacje↪ dla dowolnych grupoidów (algebr z jedna↪
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operacja↪ binarna↪). Rezultat Trnkovej dowodzi, że klasa produktów algebr pote↪gowych podal-
gebr addytywnej pó lgrupy nieujemnych liczb ca lkowitych jest rozmaitościa↪. Jednak w przy-

padku dowolnych algebr takie klasy moga↪ być bardzo z lożone. Szendrei [110] pokaza la, że nie
musza↪ być nawet aksjomatyzowalne.

Algebry kompleksowe sa↪ w naturalny sposób uporza↪dkowane przez relacje↪ inkluzji i tym

samym stanowia↪ przyk lad tzw. algebr uporza↪dkowanych [29, 10, 18]. Odgrywaja↪ one istotna↪ role↪
m.in. w logice, zarówno jako modele teorii pierwszego (i wyższych) rze↪du, jak i ze wzgle↪du na
algebraiczna↪ semantyke↪ nieklasycznych logik, które wyros ly w XX wieku w lingwistyce, filozofii,
matematyce i informatyce. Na przyk lad, kratowo uporza↪dkowane grupy pe lnia↪ podstawowa↪ role↪
w badaniu algebr logik, natomiast MV-algebry sa↪ algebraicznym odpowiednikiem nieskończenie
wartościowej logiki  Lukasiewicza.

W szczególności algebry pote↪gowe można traktować jako algebry Boole’a (podzbiorów) i
przedstawiać jako tzw. algebry Boole’a z operatorami wprowadzone przez Jónssona i Tarskiego
[50] do uogólnienia twierdzenia o reprezentacji Stone’a dla algebr Boole’a. Ogólny opis roz-
maitości algebr Boole’a z operatorami, które można reprezentować przez pote↪gowe algebry

Boole’a (z operatorami) poda l Goldblatt [38]. Przyk ladami takich rozmaitości sa↪ m.in. roz-
maitości algebr domknie↪ć, algebr relacyjnych, algebr cylindrycznych czy też algebr modalnych.
Ostatni przyk lad określa dobrze znana↪ dualność mie↪dzy modelami algebraicznymi jakimi sa↪ al-
gebry modalne a odpowiadaja↪cymi im modelami relacyjnymi, czyli modelami Kripkego. Jedna↪ z
prób aksjomatyzacji klas pote↪gowych algebr Boole’a z operatorami podje↪li Hodkinson, Mikulas

i Venema [44]. Jipsen [49] pokaza l, że rozmaitości generowane przez pote↪gowe algebry Boole’a

(z operatorami) pó lgrup nie sa↪ skończenie bazowalne.
Algebry pote↪gowe można także rozważać jako algebry uporza↪dkowane kratowo lub pó lkratowo.

Zarówno w algebrach Boole’a z operatorami jak i algebrach uporza↪dkowanych (pó l)kratowo ope-
racje bazowe sa↪ monotoniczne wzgle↪dem relacji porza↪dkuja↪cej i sta↪d takie algebry sa↪ algebrami

uporza↪dkowanymi w sensie opisanym w [18].

Dla danej klasy K algebr podobnych, niech H(K), S(K) oraz P(K) oznaczaja↪, odpowiednio,
klase↪ wszystkich obrazów homomorficznych, podalgebr i produktów algebr z klasy K. Sta↪d

HSP(K) oznacza najmniejsza↪ rozmaitość zawieraja↪ca↪ K.

A. Algebry uporza↪dkowane pó lkratowo

Niech 0 be↪dzie rozmaitościa↪ wszystkich algebr (A,Ω) ustalonego typu τ : Ω → N i niech

V ⊆ 0 be↪dzie podrozmaitościa↪ 0. Algebre↪ (A,Ω,+) nazywamy pó lkratowo uporza↪dkowana↪
V-algebra↪, jeśli (A,Ω) ∈ V , (A,+) jest (górna↪) pó lkrata↪ oraz wszystkie operacje ze zbioru Ω
sa↪ rozdzielne wzgle↪dem operacji +, tzn. dla każdej 0 6= n-argumentowej operacji ω ∈ Ω oraz
a1, . . . , ai, bi, . . . , an ∈ A:

(5) ω(a1, . . . , ai + bi, . . . , an) = ω(a1, . . . , ai, . . . , an) + ω(a1, . . . , bi, . . . , an).

Klasa wszystkich pó lkratowo uporza↪dkowanych V-algebr tworzy rozmaitość oznaczana↪ SV .
Przyk ladami pó lkratowo uporza↪dkowanych algebr sa↪ addytywnie idempotentne pó lpierście-

nie, kraty dystrybutywne, czy też moda ly - pó lkratowo uporza↪dkowane algebry idempotentne

i entropiczne (algebry modowe) [94]. Algebra (R,R,max) określona na zbiorze liczb rzeczy-
wistych, gdzie R jest zbiorem binarnych operacji średniej ważonej p : R × R → R; (x, y) 7→
(1− p)x+ py, dla każdego p ∈ R, jest przyk ladem moda lu.
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Algebra (P>0A,Ω,∪), gdzie ∪ oznacza sume↪ mnogościowa↪ zbiorów, jest kolejnym przyk la-
dem pó lkratowo uporza↪dkowanej algebry. Be↪dziemy ja↪ nazywać rozszerzona↪ algebra↪ pote↪gowa↪.

Algebra (P<ω>0 A,Ω,∪) wszystkich skończonych niepustych podzbiorów A jest jej podalgebra↪.
Rozszerzone algebry pote↪gowe sa↪ uogólnieniem algebr Boole’a z operatorami, które wprowadzili

Jónsson i Tarski [50].
Podrozmaitości danej rozmaitości algebrR tworza↪ krate↪ zupe lna↪ LR ze wzgle↪du na relacje↪ za-

wierania. Mimo, że ta krata jest cze↪sto bardzo skomplikowana, to jakakolwiek wiedza o jej struk-
turze daje ważne narze↪dzie do analizy rozmaitości R. Jak wiadomo, teorie równościowe można
bezpośrednio scharakteryzować poprzez algebraiczna↪ strukture↪ algebr wolnych, a dok ladniej

krata LR jest dualnie izomorficzna z krata↪ w pe lni niezmienniczych kongruencji algebry FR(X)

wolnej w R, o przeliczalnym (nieskończonym) zbiorze generatorów X.

W pracy [A1] podalísmy opis kraty LS0 podrozmaitości rozmaitości S0 w odniesieniu do
kraty L0 podrozmaitości (dowolnej) rozmaitości 0. Kluczowa↪ role↪ w tym opisie odgrywaja↪
rozszerzone algebry pote↪gowe algebr wolnych. Postać takiej kraty dla dowolnej rozmaitości
nie by la dota↪d znana. Opisane by ly kraty podrozmaitości tylko dla bardzo szczególnych

rozmaitości pó lkratowo uporza↪dkowanych algebr. McKenzie i Romanowska [62] pokazali, że
jest dok ladnie 5 rozmaitości pó lkratowo uporza↪dkowanych pó lkrat. Ghosh, Pastijn i Zhao

[66, 34, 65] rozszerzyli ten wynik dowodza↪c, że krata wszystkich podrozmaitości rozmaitości
pó lkratowo uporza↪dkowanych pó lgrup idempotentnych jest dystrybutywna i zawiera 78 ele-

mentów. Kuřil i Polák [59] przedstawili opis kraty podrozmaitości rozmaitości wszystkich
pó lkratowo uporza↪dkowanych pó lgrup stosuja↪c tzw. dopuszczalne operatory domknie↪cia (ang.

admissible closure operators). W swoim opisie oparli sie↪ na w lasnościach pó lgrup. Kearnes

[53] pokaza l, że z każda↪ rozmaitościa↪ S entropicznych moda lów (modów pó lkratowych) można
zwia↪zać przemienny pó lpierścień, którego krata kongruencji jest dualnie izomorficzna z krata↪
wszystkich podrozmaitości rozmaitości S.

Niech FV(X) oznacza algebre↪ wolna↪ w rozmaitości V ⊆ 0, o przeliczalnym (nieskończonym)

zbiorze generatorów X. W pracy [A1] pokazalísmy, że algebra (P<ω>0 FV(X),Ω,∪) ma w lasność
uniwersalności w rozmaitości SV [A1, Theorem 3.1]. W szczególności opisalísmy algebry wolne
w rozmaitośći SV ⊆ S0, uogólniaja↪c rezultaty z [59, 114, 96] dla pó lkratowo uporza↪dkowanych
pó lgrup oraz moda lów.

Twierdzenie 2.1 (A1, Corollary 3.3). Algebra (P<ω>0 FV(X),Ω,∪) jest wolna nad zbiorem X w
rozmaitości SV wtedy i tylko wtedy, gdy (P<ω>0 FV(X),Ω,∪) ∈ SV .

Sta↪d algebra (P<ω>0 F0(X),Ω,∪) jest wolna nad zbiorem X w rozmaitości S0. Zasadnicza↪
trudność w opisie kraty LS0 podrozmaitości rozmaitości S0 stanowi l fakt, że dla dwóch różnych
podrozmaitości V ,W ⊆ 0, rozmaitości SV i SW moga↪ być równe [A1, Example 3.5]. Niech A
be↪dzie zbiorem. Aby wyselekcjonować tylko te rozmaitości V ⊆ 0, które wyznaczaja↪ różne

podrozmaitości SV , dla relacji Θ ⊆ P>0A × P>0A zosta la zdefiniowana relacja Θ̃ ⊆ A × A
(podobna relacja dla pó lgrup zosta la podana w [59]):

(t, u) ∈ Θ̃ ⇔ ({t}, {u}) ∈ Θ.

Niech Confi(FV(X)) be↪dzie zbiorem wszystkich w pe lni niezmienniczych kongruencji algebry

(FV(X),Ω) i oznaczmy przez Confi(P<ω>0 FV(X)) zbiór wszystkich w pe lni niezmienniczych kon-

gruencji algebry (P<ω>0 FV(X),Ω,∪). Jeżeli Θ ∈ Confi(P<ω>0 FV(X)) to również Θ̃ ∈ Confi(FV(X))
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[A1, Lemma 3.7]. Sta↪d każda kongruencja Θ ∈ Confi(P<ω>0 FV(X)) określa podrozmaitość 0Θ̃ :=

HSP((F0(X)/Θ̃,Ω)) rozmaitości 0. Z drugiej strony, dla każdej podrozmaitości SV ⊆ S0, ist-
nieje kongruencja Θ ∈ Confi(P<ω>0 F0(X)) taka, że SV = S0

Θ̃
. W [A1] pokazalísmy, że podroz-

maitości rozmaitości S0 sa↪ dwojakiego rodzaju. Niech

Con<fi (P<ω>0 F0(X)) := {Θ ∈ Confi(P<ω>0 F0(X)) | Θ =
⋂

Φ, Φ ∈ Confi(P<ω>0 F0(X)), Φ̃ = Θ̃}.

Ponieważ dla Θ1 6= Θ2 ∈ Con<fi (P<ω>0 F0(X)), S0
Θ̃1
6= S0

Θ̃2
[A1, Theorem 3.14], to dla każdej

kongruencji Θ ∈ Con<fi (P<ω>0 F0(X)), podrozmaitości

S0
Θ̃

:= HSP((P<ω>0 F0(X)/Θ,Ω,∪)),

stanowia↪ tzw. g lówne we↪z ly (ang. main knots) kraty LS0 [A1, Theorem 4.1, Corollary 4.4].

Niech L<(0) := {0Θ̃ ⊆ 0 | Θ ∈ Con<fi (P<ω>0 F0(X))}.
Twierdzenie 2.2 (A1, Corollary 4.8). Krata ({S0

Θ̃
| Θ ∈ Con<fi (P<ω>0 F0(X))},⊆) wszystkich

g lównych we↪z lów jest izomorficzna z krata↪ (L<(0),⊆). Dla 0Θ̃1
,0Θ̃2

∈ L<(0):

S0
Θ̃1
∨ S0

Θ̃2
= S0

Θ̃1
∨ 0

Θ̃2
= S0

Θ̃1∩Θ2

oraz S0
Θ̃1
∩ S0

Θ̃2
= S0

Θ̃1∨Θ2

.

Należy przy tym zwrócić uwage↪, że rozmaitość 0
Θ̃1∩Θ2

równa jest rozmaitości 0Θ̃1
∨ 0Θ̃2

,

ale rozmaitości 0
Θ̃1∨Θ2

i 0Θ̃1
∩ 0Θ̃2

nie musza↪ być równe.

Z drugiej strony dla każdej podrozmaitości S ⊂ S0, która nie jest g lównym we↪z lem istnieje
najmniejszy g lówny we↪ze l, w którym jest ona zawarta. Aby scharakteryzować podrozmaitości
drugiego typu wprowadzilísmy poje↪cie podrozmaitości zachowuja↪cych rozmaitość V .

Powiemy, że nietrywialna podrozmaitość K rozmaitości SV zachowuje V , jeśli K * SW dla
żadnej w laściwej podrozmaitości W ⊂ V .

Dla Θ,Ψ ∈ Confi(P<ω>0 F0(X)), nietrywialna podrozmaitość S = HSP((P<ω>0 F0(X)/Ψ,Ω,∪)) ⊆
S0

Θ̃
zachowuje 0Θ̃ wtedy i tylko wtedy, gdy Ψ̃ = Θ̃. Zatem każda podrozmaitość S ⊆ S0 jest

albo g lównym we↪z lem S0
Θ̃

albo zachowuje S0
Θ̃

, dla pewnej kongruencji Θ ∈ Con<fi (P<ω>0 F0(X)).

Niech dla Θ ∈ Con<fi (P<ω>0 F0(X))

Con id
fi (P<ω>0 F0

Θ̃
(X)) := {ψ ∈ Confi(P<ω>0 F0

Θ̃
(X)) | ψ̃ = idF0

Θ̃
(X) i (P<ω>0 F0

Θ̃
(X)/ψ,Ω) ∈ 0Θ̃}.

Twierdzenie 2.3 (A1, Theorem 5.4). Niech Θ ∈ Con<fi (P<ω>0 F0(X)).
(Con id

fi (P<ω>0 F0
Θ̃

(X)),⊆) tworzy pó lkrate↪ zupe lna↪, dualnie izomorficzna↪ z pó lkrata↪ wszystkich
podrozmaitości rozmaitości S0

Θ̃
, które zachowuja↪ 0Θ̃.

Sta↪d dowolna podrozmaitość S ⊆ S0 może być jednoznacznie opisana przez dwie kongru-

encje: Θ ∈ Con<fi (P<ω>0 F0(X)) oraz αΘ̃ ∈ Confi(P<ω>0 F0
Θ̃

(X)).
Aby podać kompletny opis kraty LS0 wprowadzilísmy jeszcze dwie relacje. Niech Θ ∈

Con<fi (P<ω>0 F0(X)), Ψ ∈ Confi(P<ω>0 F0(X)) i ψ ∈ Con id
fi (P<ω>0 F0

Θ̃
(X)). Dla podzbiorów Q,R ∈

P<ω>0 F0(X), QΘ̃, RΘ̃ ∈ P<ω>0 (F0(X)/Θ̃) oraz QΨ̃, RΨ̃ ∈ P<ω>0 (F0(X)/Ψ̃):

(QΨ̃, RΨ̃) ∈ δΨ ⇔ (Q,R) ∈ Ψ oraz

(Q,R) ∈ ∆ψ ⇔ (QΘ̃, RΘ̃) ∈ ψ.
Niech dla αΘ̃ ∈ Confi(P<ω>0 F0

Θ̃
(X)), SαΘ̃

0
Θ̃

:= HSP((P<ω>0 F0(X)/αΘ̃,Ω,∪)). G lówny rezultat

pracy [A1] stanowi naste↪puja↪ce twierdzenie:



9

Twierdzenie 2.4 (A1, Theorem 5.12). Krata

(L(S0) = {SαΘ̃

0
Θ̃
| Θ ∈ Con<fi (P<ω>0 F0(X)), αΘ̃ ∈ Con id

fi (P<ω>0 F0
Θ̃

(X))},⊆)

jest krata↪ wszystkich podrozmaitości rozmaitości S0. Dla SαΘ̃

0
Θ̃
,Sβ

Ψ̃

0
Ψ̃
∈ L(S0)

SαΘ̃

0
Θ̃
∨ Sβ

Ψ̃

0
Ψ̃

= S
δ∆
αΘ̃

∩∆
βΨ̃

0
Θ̃∩Ψ

oraz SαΘ̃

0
Θ̃
∩ Sβ

Ψ̃

0
Ψ̃

= S
δ∆
αΘ̃

∨∆
βΨ̃

0 ˜∆
αΘ̃

∨∆
βΨ̃

= S
δ∆
αΘ̃

∨∆
βΨ̃

0
Υ̃

,

gdzie Υ :=
⋂

Φ∈Confi(P<ω>0 F0(X))

Φ̃= ˜∆
αΘ̃

∨∆
βΨ̃

Φ ∈ Con<fi (P<ω>0 F0(X)).

Opis kraty LS0 przedstawiony w Twierdzeniu 2.4 nie wymaga znajomości wszystkich w
pe lni niezmienniczych kongruencji algebry (P<ω>0 F0(X),Ω,∪). Z drugiej strony, znaja↪c zbiór

Confi(P<ω>0 F0(X)) opis ten można istotnie uprościć. Każda podrozmaitość S równa jest roz-
maitości HSP((P<ω>0 F0(X)/Ψ,Ω,∪)), dla pewnej kongruencji Ψ ∈ Confi(P<ω>0 F0(X)). Niech Θ ∈
Con<fi (P<ω>0 F0(X)) be↪dzie taka, że Ψ̃ = Θ̃. Wtedy kongruencje↪ α

Θ̃ można zasta↪pić przez kongru-

encje↪ δ
Ψ ∈ Con id

fi (P<ω>0 F0
Θ̃

(X)) i wówczas S = SαΘ̃

0
Θ̃

= SδΨ0
Ψ̃

. Sta↪d dla Ψ,Φ ∈ Confi(P<ω>0 F0(X))

i SδΨ0
Ψ̃
,SδΦ0

Φ̃
∈ L(S0):

(6) SδΨ0
Ψ̃
∨ SδΦ0

Φ̃
= SδΨ∩Φ

0
Ψ̃∩Φ

oraz SδΨ0
Ψ̃
∩ SδΦ0

Φ̃
= SδΨ∨Φ

0
Ψ̃∨Φ

.

Dla dowolnej rozmaitości V ⊆ 0, w oparciu o (6), podany jest algorytm [A1, Rozdzia l 6]
znajdowania kraty LSV , jeśli znana jest krata LV . W szczególności, poste↪puja↪c zgodnie z tym
algorytmem uzyskamy opis kraty podrozmaitości rozmaitości moda lów dowolnego typu. Jak
bardzo z lożona może to być krata pokazuja↪ wyniki z prac [82, 83, 86].

Algorytm pozwala także skutecznie wskazać te podrozmaitości V ⊆ 0, które wyznaczaja↪
g lówne we↪z ly w kracie LS0 . A mianowicie, jeżeli zbiór

ConV := {ψ ∈ Confi(P<ω>0 FV(X)) | ψ̃ = idFV (X) oraz (P<ω>0 FV(X)/ψ,Ω) ∈ V}
nie jest pusty, to SV 6= SW , dla żadnej w laściwej podrozmaitości W ⊂ V . Sta↪d, jeśli V jest
zdefiniowana tylko przez równości liniowe to idP<ω>0 FV (X) ∈ ConV i SV jest g lównym we↪z lem w

kracie LS0 .
NiechM be↪dzie rozmaitościa↪ algebr idempotentnych i entropicznych typu τ : Ω→ N i niech

(A,Ω) ∈M. Zdefiniujmy relacje↪ α ⊆ P>0A× P>0A:

X α Y ⇔ 〈X〉 = 〈Y 〉,

gdzie 〈X〉 jest podalgebra↪ (A,Ω) generowana↪ przez zbiór X. Ponieważ α̃ = idA, to na mocy [A2,

Theorem 2.5], α ∈ ConM i SM jest g lównym we↪z lem w kracie LS0 . Podobnie be↪dzie dla każdej
liniowej podrozmaitości M. Kongruencje↪ α wykorzystamy jeszcze w naste↪pnym podrozdziale.

B. Algebry podalgebr

Można teraz postawić pytanie o dok ladniejsza↪ np. równościowa↪ charakteryzacje↪ g lównych
we↪z lów w kracie LS0 . Z Twierdzenia 2.1 wynika, że do takiej charakteryzacji niezbe↪dna be↪dzie
aksjomatyzacja algebr podzbiorów i pewnych ich algebr ilorazowych.
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Dla dowolnej rozmaitości V ⊆ 0, Grätzer i Lakser [42] scharakteryzowali równości w roz-
maitości:

VΣ := HSP({(P>0A,Ω) | (A,Ω) ∈ V}).
Analogiczna↪ charakteryzacje↪ dla pó lgrup poda l Almeida [5, Rozdzia l 11]. Oczywíscie, V ⊆ VΣ.

Twierdzenie 2.5 (Grätzer-Lakser). Niech V ⊆ 0. Rozmaitość VΣ spe lnia dok ladnie te
równości, które sa↪ konsekwencjami równości liniowych prawdziwych w V.

Wniosek 2.6. [42] Niech V ⊆ 0. VΣ = V wtedy i tylko wtedy, gdy V jest zdefiniowana przez
równości liniowe.

Rozmaitość VΣ<ω := HSP({(P<ω>0 A,Ω) | (A,Ω) ∈ V}) generowana przez algebry pote↪gowe
podzbiorów skończonych jest podrozmaitościa↪ VΣ. Z analizy dowodu Twierdzenia 2.5 wynika,

że obie rozmaitości sa↪ równe, tzn. VΣ<ω = VΣ oraz, że algebra (P<ω>0 FV(X),Ω,∪) spe lnia
dok ladnie te równości, które sa↪ konsekwencjami równości liniowych prawdziwych w V . To

implikuje, że algebra (P<ω>0 FV(X),Ω,∪) jest wolna w rozmaitości SV wtedy i tylko wtedy, gdy
V jest zdefiniowana przez równości liniowe [86].

W przypadku, gdy V jest zdefiniowana również przez równości nieliniowe, g lówny we↪ze l w

kracie LS0 be↪dzie wyznaczony przez pewien obraz homomorficzny algebry (P<ω>0 FV(X),Ω,∪).

Na przyk lad, dla dowolnej algebry (A,Ω), algebra (P>0A,Ω) jest idempotentna wtedy i tylko
wtedy, gdy każdy (niepusty) podzbiór A jest podalgebra↪ (A,Ω) [86] (algebry spe lniaja↪ce taki

warunek nazywane sa↪ konserwatywnymi). To sugeruje, że w przypadku rozmaitości idempo-
tentnych, istotna↪ role↪ odgrywać be↪da↪ algebry podalgebr.

Niech dla algebry (A,Ω), AS be↪dzie zbiorem wszystkich jej (niepustych) podalgebr. Ogólnie,
zbiór AS nie musi być zamknie↪ty na operacje kompleksowe. Ale jeśli tak jest, tzn. dla dowolnej

n-argumentowej operacji f ∈ Ω i dla A1, . . . , An ∈ AS, f(A1, . . . , An) ∈ AS, to (AS,Ω) jest
podalgebra↪ (P>0A,Ω) i algebre↪ (AS,Ω) nazywamy algebra↪ podalgebr algebry (A,Ω). Mówimy

wtedy, że algebra (A,Ω) ma w lasność domknie↪cia na podalgebry. Algebra (AP,Ω) wszystkich

skończenie generowanych podalgebr (A,Ω) jest podalgebra↪ (AS,Ω). Na przyk lad, niech I0

oznacza otwarty przedzia l jednostkowy w R. Wtedy (RS, {p | p ∈ I0}) jest algebra↪ podzbiorów
wypuk lych przestrzeni R.

Romanowska i Smith pokazali, że algebry podalgebr istnieja↪ dla wszystkich algebr entro-
picznych. Sta↪d każda algebra entropiczna ma w lasność domknie↪cia na podalgebry. Udowodnili

również, że jeżeli algebra (A,Ω) jest idempotentna to algebra (AS,Ω) (jeśli istnieje) też jest
idempotentna i (A,Ω) można zanurzyć w jej algebre↪ podalgebr. Zatem, jeśli (A,Ω) jest al-

gebra↪ modowa↪, to (AS,Ω) również jest algebra↪ modowa↪ spe lniaja↪ca↪ wszystkie równości liniowe

prawdziwe w (A,Ω). Taka w lasność ”samo-powielania” jest jedna↪ z ważniejszych konsekwencji

po la↪czenia idempotentności i entropiczności w algebrach modowych. Co wie↪cej, jeżeli (A,Ω)

jest algebra↪ modowa↪ to (AS,+) jest (górna↪) pó lkrata↪ z operacja↪ A1 +A2 := 〈A1∪A2〉 określona↪
dla A1, A2 ∈ AS. Ponieważ obie struktury, modowa↪ i pó lkratowa↪,  la↪czy prawo rozdzielności

(5), algebra (AS,Ω,+) jest moda lem. Algebra (AP,Ω,+) jest jej podalgebra↪. Algebry modowe

podmodów i ogólnie, moda ly, by ly szczegó lówo badane w monografii [94] a także m.in. w
[105, 106, 93, 96, 97, 80, 79, 70, 71].

Algebra (AS,Ω,+) jest izomorficzna z algebra↪ ilorazowa↪ (P>0A/α,Ω,∪) oraz (AP,Ω,+) ∼=
(P<ω>0 A/α,Ω,∪) [A2, Theorem 3.3, Corollary 3.4].
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Romanowska i Smith pokazali [94], że dla każdej podrozmaitości V modów zdefiniowanej
przez równości liniowe, algebra↪ wolna↪ w SV jest (FV(X)P,Ω,+). Uzasadnione jest zatem py-

tanie, postawione w [90, Problem 9.6] (a wcześniej w [70]), o równości spe lnione przez algebry
podalgebr. Ogólnie, nie ma uniwersalnej techniki, aby określić jakie nieliniowe równości be↪da↪
spe lnione w takich algebrach.

Niech V ⊆ 0 be↪dzie rozmaitościa↪, w której każda algebra ma w lasność domknie↪cia na podal-
gebry i niech

VS := HSP({(AS,Ω) | (A,Ω) ∈ V}).
Oczywísci VS jest podrozmaitościa↪ VΣ i spe lnia wszystkie równości liniowe prawdziwe w V .

Rozmaitość VP := HSP({(AP,Ω) | (A,Ω) ∈ V}) jest jej podrozmaitościa↪. Charakteryzacja
rozmaitości VS, podobna do przedstawionej przez Grätzera i Laksera w Twierdzeniu 2.5 dla
rozmaitości VΣ, nie jest znana. Dla rozmaitości V algebr idempotentnych otrzymujemy:

V ⊆ VS ⊆ IV ⊆ VΣ,

gdzie IV oznacza idempotentna↪ podrozmaitość VΣ. Warto w tym miejscu podkreślić, że
inkluzja V ⊆ VS nie musi zachodzić ogólnie. Na przyk lad dla rozmaitości A grup abelowych,
AS jest rozmaitościa↪ pó lkrat. Z drugiej strony, jeśli rozmaitość V jest zdefiniowana tylko przez
równości liniowe, to VS ⊆ V . Zatem, jeżeli idempotentna rozmaitość zdefiniowana jest przez
równości liniowe to VS = V . To sugeruje pytanie, czy dla rozmaitości idempotentnych liniowość
be↪dzie warunkiem koniecznym, aby rozmaitości VS i V pokrywa ly sie↪. Naste↪puja↪ca hipoteza

(której inspiracja pochodzi z [70]), zosta la postawiona w [A2]:

Hipoteza 2.7 (A2, Conjecture 1.3). Idempotentna rozmaitość V taka, że każda algebry (A,Ω) ∈
V ma w lasność domknie↪cia na podalgebry, pokrywa sie↪ z rozmaitościa↪ VS wtedy i tylko wtedy,
gdy baza równościowa rozmaitości V sk lada sie↪ z równości idempotentnych i liniowych.

Hipoteza nie jest prawdziwa bez za lożenia idempotentności. W [A3, Example 5.10] pokaza-
lísmy, że istnieje nieidempotentna rozmaitość V entropicznych grupoidów (G, ·) zdefiniowana
przez równości nieliniowe (x · x) · y ≈ x · y oraz y · (x · x) ≈ y · x, dla której V = VS.

Cze↪́sciowe rozwia↪zanie d lugo otwartego problemu [90, Problem 9.5] stanowi najważniejszy

wynik pracy [A2]. Niech M⊆ 0 be↪dzie rozmaitościa↪ wszystkich modów typu τ : Ω→ N.

Twierdzenie 2.8 (A2, Main Theorem). Niech V ⊆ M be↪dzie podrozmaitościa↪ modów i niech
VΣ be↪dzie lokalnie skończona. Rozmaitość VS spe lnia dok ladnie te równości, które sa↪ konsek-
wencjami równości idempotentnych i liniowych prawdziwych w V.

Jako bezpośredni wniosek z Twierdzenia 2.8 otrzymujemy potwierdzenie Hipotezy 2.7, a tym
samym pozytywna↪ odpowiedź na [90, Problem 9.5], w przypadku rozmaitości V ⊆M modów,
dla której rozmaitość VΣ jest lokalnie skończona.

Wniosek 2.9 (A2, Corollary 3.16). Niech V ⊆M i niech VΣ be↪dzie lokalnie skończona. Wtedy
V = VS wtedy i tylko wtedy, gdy V zdefiniowana jest dok ladnie przez równości idempotentne i
liniowe.

Twierdzenie 2.8 dowodzimy (w sposób ca lkowicie odmienny od tego, który zaprezentowali
Grätzer i Lakser w [42]) pokazuja↪c, że każda algebra ilorazowa algebry z lokalnie skończonej
rozmaitości VΣ, która należy do IV , należy także do podrozmaitości VS. W tym celu, dla
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algebry (A,Ω), definiujemy relacje↪ ρ ⊆ P>0A× P>0A:

X ρ Y ⇔ istnieja↪ k-argumentowy term t i m-argumentowy term s takie, że

X ⊆ t(Y, Y, . . . , Y ) i Y ⊆ s(X,X, . . . , X).

W przypadku, gdy (A,Ω) jest algebra↪ modowa↪, ρ jest I-replika↪ algebry (P>0A,Ω,∪), to znaczy,

jest najmniejsza↪ kongruencja↪ w zbiorze wszystkich kongruencji γ algebry (P>0A,Ω,∪), takich

że algebra ilorazowa (P>0A/γ,Ω,∪) jest idempotentna. Ponadto, kongruencje ρ i α pokrywaja↪
sie↪, gdy ograniczymy je tylko do podalgebry (P<ω>0 A,Ω,∪).

Za lożenie o lokalnej skończoności rozmaitości VΣ jest istotne, aby w serii lematów [A2,
Lemma 3.6, 3.7, 3.8, 3.10] pokazać, że rozmaitość ρVΣ∪<ω := HSP({(P<ω>0 A/ρ,Ω,∪) | (A,Ω) ∈
V}) równa jest idempotentnej podrozmaitości IVΣ∪<ω rozmaitości VΣ∪<ω := HSP({(P<ω>0 A,Ω,∪) |
(A,Ω) ∈ V}). A to już implikuje, że VS = VP = HSP({(P<ω>0 A/ρ,Ω) | (A,Ω) ∈ V}) [A2, The-
orem 3.12 i 3.14].

Algebry idempotentne i entropiczne (algebry modowe) by ly intensywnie badane od późnych
lat 30-tych ubieg lego stulecia i nadal pozostaja↪ w kre↪gu zainteresowania badaczy. Dzieje sie↪
tak, gdyż algebry modowe obecne sa↪ m.in. w geometrii afinicznej, programowaniu liniowym,
kombinatoryce, teorii agregacji, teorii zbiorów wypuk lych, geometrii różniczkowej, teorii we↪z lów
oraz w wielu problemach CSP. Znajduja↪ też liczne zastosowania w informatyce, fizyce, biologii,
ekonomii, czy też w wielokryteriowych metodach podejmowania decyzji. Algebry modowe w
systematycznym uje↪ciu zosta ly przedstawione w dwóch monografiach Romanowskiej i Smitha

[94, 99]. Jednymi z najważniejszych przyk ladów modów sa↪ idempotentne redukty i podredukty

(podalgebry reduktów) modu lów nad przemiennymi pierścieniami R z jednościa↪. Pe lny idem-
potentny redukt R-modu lu jest równoważny przestrzeni afinicznej nad pierścieniem R i dlatego
nazywany jest R-przestrzenia↪ afiniczna↪ lub bardziej ogólnie, przestrzenia↪ afiniczna↪.

C. W lasność uogólnionej entropiczności

Niech (A,Ω) i (B,Ω) be↪da↪ algebrami podobnymi i niech Map(A,B) be↪dzie zbiorem wszyst-
kich przekszta lceń ϕ : A → B. Dla n-argumentowej operacji f ∈ Ω i funkcji ϕ1, . . . , ϕn ∈
Map(A,B) odwzorowanie

f(ϕ1, . . . , ϕn) : A→ B; f(ϕ1, . . . , ϕn)(a) := f(ϕ1(a), . . . , ϕn(a))

nazywamy indukowanym przez f . Zbiór Map(A,B) wraz z operacjami indukowanymi przez
operacje z Ω tworzy algebre↪ (Map(A,B),Ω) typu τ : Ω→ N.

Powiemy, że algebra (A,Ω) ma w lasność domknie↪cia na endomorfizmy (ang. the endomor-

phism closure property), jeśli dla każdej n-argumentowej operacji f ∈ Ω i endomorfizmów
ϕ1, . . . , ϕn ∈ End(A) algebry (A,Ω), indukowane przez f przekszta lcenie f(ϕ1, . . . , ϕn) jest
również endomorfizmem tej algebry. Innymi s lowy, (End(A),Ω) jest podalgebra↪ (Map(A,B),Ω).

Evans [27, 28] i Klukovits [55] podali naste↪puja↪ca↪ charakteryzacje↪ rozmaitości algebr entropicz-
nych.

Twierdzenie 2.10 (Evans, Klukovits). Rozmaitość V jest entropiczna wtedy i tylko wtedy, gdy
każda algebra w V ma w lasność domknie↪cia na endomorfizmy.

Dla rozmaitości V , rozmaitość VS jest określona tylko pod warunkiem, że każda algebra
(A,Ω) ∈ V ma w lasność domknie↪cia na podalgebry. Oczywíscie warunku tego nie spe lniaja↪
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wszystkie rozmaitości. Przyk ladem jest rozmaitość generowana przez grupe↪ S3. Jak już wspom-
nielísmy, warunkiem wystarczaja↪cym na to, aby istnia la rozmaitości VS jest np. za lożenie, żeby
rozmaitość V by la entropiczna. Nie jest to jednak warunek konieczny.

Niech V be↪dzie rozmaitościa↪ grupoidów. Evans [27] pokaza l, że każdy grupoid (A, ·) ∈ V
ma w lasność domknie↪cia na podalgebry wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja↪ binarne termy t1 i t2
takie, że równość

(a · b) · (c · d) ≈ t1(a, c) · t2(b, d)(7)

jest spe lniona w V . W pracy [A3] uogólnilísmy wynik Evansa na przypadek rozmaitości algebr
dowolnego typu otrzymuja↪c rezultat analogiczny do charakteryzacji Evansa i Klukovitsa.

Twierdzenie 2.11 (A3, Proposition 2.2). Rozmaitość V spe lnia warunek uogólnionej entro-
piczności wtedy i tylko wtedy, gdy V ma w lasność domknie↪cia na podalgebry.

Fakt, że uogólniona entropiczność gwarantuje istnienie rozmaitości VS znany by l już wcześniej
[70]. Dowód implikacji w druga↪ strone↪ opiera sie↪ na w lasnościach algebr wolnych w V .

Uogólniony warunek entropiczności jest szczególnym przypadkiem rektangularnej uogólnionej
bisymetrii (ang. the rectangular generalized bisymmetry), która odgrywa istotna↪ role↪ w agre-

gacji zgodnej oraz w modelach mikroekonomicznych [1].
Warto zwrócić uwage↪, że samo istnienie algebry endomorfizmów (End(A),Ω) nie implikuje, że

algebra (A,Ω) jest entropiczna [26]. Podobnie, dla pojedynczej algebry (A,Ω) istnienie algebry
(AS,Ω) nie gwarantuje, że (A,Ω) ma w lasność uogólnionej entropiczności [A3, Example 2.3].

Podobna↪ odpowiedniość, ale w we↪ższym sensie, uzyskali Bošnjak i Madarász [14], pokazuja↪c,

że rozmaitość V algebr (A,Ω) ma w lasność domknie↪cia na retrakcje (idempotentne endomor-

fizmy) wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdej n-argumentowej operacji f ∈ Ω spe lnia równość
diagonalna↪:

f(f(a11, . . . , an1), . . . , f(a1n, . . . , ann)) ≈ f(a11, . . . , ann).(8)

Bošnjak i Madarász również badali klasy algebr posiadaja↪cych w lasność domknie↪cia na pod-

algebry [13]. W oparciu o nasze rezultaty pokazali, że klasa algebr skończonych ustalonego
typu, która ma w lasność domknie↪cia na podalgebry nie jest zamknie↪ta na skończone produkty
proste oraz nie jest globalnie zdeterminowana.

Podobnie jak zbiór podalgebr algebry modowej (A,Ω), również zbiór Hom(A,B) homo-
morfizmów z algebry modowej (A,Ω) w algebre↪ modowa↪ (B,Ω) ma strukture↪ algebry typu

τ : Ω → N, tzn. dla dowolnej operacji f ∈ Ω oraz homomorfizmów ϕ1, . . . , ϕn ∈ Hom(A,B),
odwzorowanie indukowane f(ϕ1, . . . , ϕn) należy do Hom(A,B). Algebra (Hom(A,B),Ω) jest
tzw. modem homomorfizmów. Adaricheva, Romanowska i Smith [3] pokazali, że dla modów
spe lniaja↪cych równość diagonala↪ (8), algebra homomorfizmów modów jest podalgebra↪ algebry

((A×B)S,Ω).

Hipoteza 2.7 pozostaje nierozstrzygnie↪ta w przypadku rozmaitości idempotentnych, ale nie-
entropicznych. Nie jest znany żaden przyk lad idempotentnej i nieentropicznej rozmaitości V ,
dla której VS = V . Rozmaitości V generowane przez algebry przedstawione w [A3, Example
3.1] maja↪ w lasność domknie↪cia na podalgebry, ale V 6= VS.

Hipotezy 2.7 nie można też wzmocnić w tym sensie, że istnieje idempotentny grupoid (G, ·),
posiadaja↪cy algebre↪ podalgebr (mimo, że nie spe lnia warunku (3)), dla którego HSP((GS, ·)) =
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HSP((G, ·)), ale HSP((G, ·)) nie jest zdeterminowana przez równości liniowe i idempotentne
[A3, Rozdzia l 6].

Pozostaje wie↪c pytanie o równości spe lnione w rozmaitości VS, w przypadku dowolnej idem-

potentnej rozmaitości V spe lniaja↪cej warunek (3). Aby na nie (przynajmniej cze↪́sciowo) odpo-
wiedzieć wprowadzilísmy dla pary termów poje↪cie tzw. pó lliniowego prekursora.

Równość t∗ ≈ s̃ nazywamy pó lliniowym prekursorem uporza↪dkowanej pary termów (t, s),

jeżeli istnieja↪ termy rij(ai1, . . . , aiki), takie, że

s̃ = s∗(r11(a1), . . . , r1l1(a1), . . . , rn1(an), . . . , rnln(an)),

gdzie ai = (ai1, . . . , aiki), s
∗ jest liniowym termem, z którego otrzymujemy term s oraz t∗ jest

liniowym termem, z którego otrzymujemy term t.

Twierdzenie 2.12 (A3, Theorem 5.3). Niech V be↪dzie rozmaitościa↪ spe lniaja↪ca↪ warunek (3).
Wtedy VS spe lnia równość t ≈ s wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja↪ pó lliniowe prekursory par

(t, s) oraz (s, t), oba prawdziwe w V.

Mimo, że Twierdzenie 2.12 nie rozwia↪zuje problemu w sposób konstruktywny, to jest bardzo
wygodnym narze↪dziem do sprawdzania, które z równości prawdziwych w rozmaitości V nie be↪da↪
spe lnione w VS.

3. Entropiczność i uogólniona entropiczność w algebrach z operacja↪  la↪czna↪

Każda pó lgrupa przemienna jest entropiczna. Ta obserwacja jest również prawdziwa w
ogólniejszym przypadku. Klasyczna↪ definicje↪ prawa  la↪czności operacji binarnej można roz-
szerzyć na operacje↪ o dowolnej liczbie argumentów w naste↪puja↪cy sposób. Niech 1 < n ∈ N.
Powiemy, że operacja f : An → A jest  la↪czna, jeśli dla dowolnych a1, . . . , a2n−1 ∈ A

f(f(a1, . . . , an), an+1, . . . , a2n−1)

= · · · = f(a1, . . . , ar, f(ar+1, . . . , ar+n), ar+n+1, . . . , a2n−1)

= · · · = f(a1, . . . , an−1, f(an, . . . , a2n−1)).

Algebre↪ (A, f) z jedna↪ n-argumentowa↪ operacja↪  la↪czna↪ f nazywamy n-pó lgrupa↪. Przyk ladem

takich algebr sa↪ n-pó lgrupy Aczéla [16].

Dla 1 ≤ i < j ≤ n, operacja f : An → A jest (i, j)-przemienna, jeśli dla a1, . . . , an ∈ A

f(a1, . . . , ai, . . . , aj, . . . , an) = f(a1, . . . , ai−1, aj, ai+1, . . . , aj−1, ai, aj+1, . . . , an).

(1, n)-przemienna↪ operacje↪ nazywamy pó lprzemienna↪. Operacja f jest przemienna (totalnie

symetryczna), jeśli dla każdej permutacji σ ∈ Sn, f(a1, . . . , an) = f(aσ(1), . . . , aσ(n)).
Dörnte [21] udowodni l, że

Twierdzenie 3.1 (Dörnte). Każda n-pó lgrupa pó lprzemienna jest entropiczna.

Sta↪d w szczególności, entropiczne sa↪ n-pó lgrupy, w których n-argumentowa operacja jest

s labo prawie-zgodna (ang. weak near-unanimity) [A5, Proposition 5.1, Corollary 5.2]. Ale
oczywíscie nie każda pó lgrupa entropiczna musi być przemienna (np. pó lgrupy prawo lub
lewo-zerowe). Natomiast każdy entropiczny monoid jest przemienny. W oparciu o Twierdze-
nie Eckmanna-Hiltona możemy scharakteryzować wszystkie entropiczne grupoidy z elementem
neutralnym.
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Twierdzenie 3.2 (Eckmann-Hilton). Niech f, g : A2 → A be↪da↪ entropicznymi operacjami bi-
narnymi ze wspólnym elementem neutralnym. Wtedy f = g oraz f jest przemienna i  la↪czna.

Zatem grupoid z elementem neutralnym jest entropiczny wtedy i tylko wtedy, gdy jest prze-
miennym monoidem. Co wie↪cej, jak pokaza l Evans [27], lupa (grupa) jest entropiczna wtedy

i tylko wtedy, gdy jest grupa↪ abelowa↪. W pracy [A4] pokazalísmy, że Twierdzenie Eckmanna-
Hiltona jest prawdziwe także dla operacji o wie↪kszej niż dwa liczbie arumentów. W tym celu

wprowadzilísmy poje↪cie cia↪gu neutralnego. Powiemy, że cia↪g (e1, . . . , en−1) ∈ An−1 jest neu-
tralny dla operacji f : An → A, jeśli dla każdego a ∈ A i dowolnej permutacji σ ∈ Sn−1

f(a, eσ(1), . . . , eσ(n−1)) = · · · = f(eσ(1), . . . , eσ(r), a, eσ(r+1), . . . , eσ(n−1))

= · · · = f(eσ(1), . . . , eσ(n−1), a) = a.

Cia↪g jest neutralny dla algebry (A,Ω), jeśli jest neutralny dla każdej operacji f ∈ Ω. Element

e ∈ A nazywamy neutralnym dla operacji f : An → A, gdy cia↪g (e, . . . , e) jest neutralny dla f .

Uogólnionym n-monoidem (n-monoidem) nazywamy n-pó lgrupe↪ z cia↪giem neutralnym (z ele-

mentem neutralnym). Z kolei n-pó lgrupe↪ (A, f) nazywamy n-grupa↪, jeśli dla każdego i ≤ n oraz

a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an, c ∈ A istnieje jednoznacznie wyznaczony b ∈ A taki, że f(a1, . . . , ai−1,
b, ai+1, . . . , an) = c. (Zgodnie z ta↪ definicja↪, monoid jest 2-monoidem zaś grupa jest 2-grupa↪.)

Twierdzenie 3.3 (A4, Theorem 2.5). Niech f, g : An → A be↪da↪ n-argumentowymi operacjami
entropicznymi ze wspólnym cia↪giem neutralnym. Wtedy f = g oraz f jest  la↪czna i przemienna

(totalnie symetryczna).

Dowód Twierdzenia 3.3 przebiega dwuetapowo. Wykorzystuja↪c w lasności kwadratów  lacińs-
kich najpierw pokazujemy, że operacje sa↪ równe i totalnie symetryczne a naste↪pnie dowodzimy,
że sa↪  la↪czne.

G lazek i Gleichgewicht pokazali [37], że n-grupy sa↪ entropiczne wtedy i tylko wtedy, gdy
sa↪ pó lprzemienne. Na mocy Twierdzenia 3.3 oraz 3.1 otrzymujemy analogiczny wynik dla

(uogólnionych) n-monoidów: (uogólniony) n-monoid jest entropiczny wtedy i tylko wtedy, gdy
jest pó lprzemienny [A4, Theorem 4.3].

Zwia↪zek entropiczności w (uogólnionych) n-monoidach z przemiennościa↪ nie jest przypad-
kowy. Wykorzystuja↪c w lasność n-argumentowych operacji  la↪cznych opisana↪ przez Couceire↪
i Marichala [16] pokazalísmy, że prawdziwe jest naste↪puja↪ce twierdzenie, be↪da↪ce g lównym

wynikiem pracy [A4].

Twierdzenie 3.4 (A4, Theorem 2.8). Każda algebra (A,Ω) z elementem neutralnym jest en-
tropiczna wtedy i tylko wtedy, gdy jest reduktem pewnego przemiennego monoidu.

Entropiczność implikuje przemienność nie tylko w przypadku algebr z elementem neutralnym.
Pó lgrupa↪ z inwersja↪ (ang. inverse semigroup) nazywamy algebre↪ (A, ·, −1) typu (2, 1) taka↪, że

(A, ·) jest pó lgrupa↪ oraz dla każdego a, b ∈ A:

• aa−1a = a,
• (a−1)−1 = a,
• (ab)−1 = b−1a−1,
• aa−1a−1a = a−1aaa−1.

Twierdzenie 3.5 (A4, Theorem 3.4). Pó lgrupa z inwersja↪ (A, ·, −1) jest entropiczna wtedy i

tylko wtedy, gdy (A, ·) jest przemienna.
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Oprócz n-grup i (uogólnionych) n-monoidów przyk ladem algebr, dla których Twierdzenie
Dörnte’a można odwrócić sa↪ n-pó lgrupy Mal’ceva. Niech n ≥ 3. n-pó lgrupe↪ (A, f) nazywamy
n-pó lgrupa↪ Mal’ceva, jeśli dla a, b ∈ A,

f(a, b, . . . , b) = a oraz f(b, . . . , b, a) = a.

Twierdzenie 3.6 (A5, Theorem 3.5). n-pó lgrupa Mal’ceva jest entropiczna wtedy i tylko wtedy,
gdy jest pó lprzemienna.

Ogólnie, w lasność entropiczności i uogólnionej entropiczności nie sa↪ równoważne, nawet dla

algebr unarnych [A3, Example 4.1 i 4.3]. Ale przy pewnych dodatkowych za lożeniach moga↪
być. Jest tak na przyk lad dla algebr z elementem neutralnym.

Twierdzenie 3.7 (A3, Proposition 4.5). Niech (A,Ω) be↪dzie algebra↪ z elementem neutralnym.

Wtedy (A,Ω) ma w lasność uogólnionej entropiczności wtedy i tylko wtedy, gdy jest entropiczna.

W szczególności, Twierdzenie 3.7 implikuje, że w lasność uogólnionej entropiczności jest rów-
noważna entropiczności (a w konsekwencji przemienności) w n-grupach i w n-monoidach.

Jednak posiadanie elementu neutralnego nie jest warunkiem koniecznym takiej równoważ-
ności. Na przyk lad przemienny grupoid posiadaja↪cy w lasność uogólnionej entropiczności, przy

za lożeniu, że jeden z termów t1 lub t2 w (7) jest liniowy, jest entropiczny [A3, Proposition 4.8].
W lasność uogólnionej entropiczności jest równoważna entropiczności także w różnych klasach

algebr z operacja↪  la↪czna↪. Wykorzystuja↪c charakteryzacje↪ rozmaitości Clifforda pó lgrup z in-
wersja↪ przez 5-cio elementowa↪ pó lgrupe↪ Brandta pokazalísmy, że

Twierdzenie 3.8 (A4, Theorem 3.4). Pó lgrupa z inwersja↪ spe lnia warunek uogólnionej entro-
piczności wtedy i tylko wtedy, gdy jest entropiczna.

Z klasyfikacji rozmaitości idempotentnych pó lgrup wynika, że warunek uogólnionej entro-
piczności i entropiczności sa↪ równoważne dla pó lgrup idempotentnych (bezpośredni dowód tego

faktu zosta l przedstawiony w [A3, Proposition 3.11]). W [A5] rezultat ten rozszerzylísmy na
dowolna↪ pó lgrupe↪ n-cykliczna↪. Grupoid (A, ·) nazywamy n-cyklicznym, jeśli dla każdego x ∈ A
spe lniony jest warunek xn = x.

Twierdzenie 3.9 (A5, Theorem 6.8). Pó lgrupa n-cykliczna ma w lasność uogólnionej entro-
piczności wtedy i tylko wtedy, gdy jest entropiczna.

W dowodzie Twierdzenia 3.9 skorzystalísmy z faktu, że w pe lni regularne pó lgrupy (ang. com-
pletely regular semigroups), których elementy idempotentne tworza↪ entropiczna↪ podpó lgrupe↪
sa↪ bandami normalnymi grup [67, Theorem 4.1, Corollary 4.3].

Z drugiej strony, interesuja↪cy i bardzo istotny Przyk lad 3.10 pokazuje, że oba rozważane
warunki nie sa↪ równoważne dla dowolnych n-pó lgrup.

Przyk lad 3.10 (A5, Proposition 2.3). Niech n ≥ 2. Oznaczmy przez [n] zbiór {1, . . . , n}.
Niech εn : [n] × [n] → [n] × [n] be↪dzie funkcja↪ taka↪, że (i, j) 7→ (j, i). Permutacje↪ σ zbioru

[n]× [n] nazwiemy transpozycja↪ przetasowana↪ (ang. shuffle-transposition), jeśli dla każdej pary

(i, j) ∈ [n]× [n], istnieje k ∈ [n] takie, że σ((i, j)) = (k, i).
Odwzorowanie β : [n]× [n]→ [n2], (i, j) 7→ (i−1)n+j, jest bijekcja↪. Be↪dziemy identyfikować

permutacje↪ σ zbioru [n]× [n] z permutacja↪ β ◦ σ ◦ β
−1 zbioru [n2]. W szczególności, powiemy,

że permutacja σ zbioru [n2] jest transpozycja↪ przetasowana↪, jeśli β−1 ◦ σ ◦ β jest transpozycja↪
przetasowana↪.
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Niech [n2]∗ be↪dzie wolnym monoidem nad alfabetem [n2]. Dla w ∈ [n2]∗, oznaczmy przez |w|
d lugość s lowa w. Niech W = {w ∈ [n2]∗ : 1 ≤ |w| < n2} oraz A = W ∪ {>,⊥}. Niech ponadto
σ : [n]× [n]→ [n]× [n] be↪dzie taka, że σ((i, j)) := ((i+ j) mod n, i). Permutacja σ jest trans-

pozycja↪ przetasowana↪ na zbiorze [n2], ale co jest tutaj kluczowe, nie generuje transpozycji εn.

Dowód tego faktu [A5, Lemma 2.2] opiera sie↪ na spostrzeżeniu, że dla każdej liczby naturalnej
k ≥ 1,

σk((i, j)) = ((Fk+1i+ Fkj) mod n, (Fki+ Fk−1j) mod n),

gdzie Fk sa↪ liczbami Fibonacciego.
Na zbiorze A definiujmy operacje↪ f : An → A naste↪puja↪co:

f(w1, . . . , wn) :=


w1 · · ·wn, jeśli w1, . . . , wn ∈ W i |w1 · · ·wn| < n2,

>, jeśli w1, . . . , wn ∈ W , |w1 · · ·wn| = n2 i

w1 · · ·wn = σp(1) · · ·σp(n2) dla pewnego p ∈ N,

⊥, w przeciwnym przypadku.

Algebra (A, f) jest nieentropiczna↪ n-pó lgrupa↪ maja↪ca↪ w lasność uogólnionej entropiczności.

Pó lgrupa skonstruowana w Przyk ladzie 3.10 nie jest idempotentna, ale jak już wcześniej
zauważylísmy, równoważność obu warunków zachodzi dla band. To nasuwa dość naturalne
pytanie, w jakiej korelacji be↪dzie entropiczność i uogólniona entropiczność w algebrach idem-
potentnych.

Przyk lad [A3, Example 3.1.] pokazuje, że istnieja↪ idempotentne i nieentropiczne algebry,
które maja↪ w lasność uogólnionej entropiczności. Ponieważ algebry w tym przyk ladzie maja↪
zawsze co najmniej dwie, co najmniej binarne operacje podstawowe, w [A3] zosta la postawiona
naste↪puja↪ca hipoteza:

Hipoteza 3.11 (A3, Conjecture 3.2). Każda idempotentna algebra (A, f) z jedna↪ podstawowa↪
n-argumentowa↪ operacja↪, dla n ≥ 2, posiadaja↪ca w lasność uogólnionej entropiczności jest ent-
ropiczna.

Problem pozostaje otwarty, nawet dla grupoidów, niemniej Hipoteza 3.11 zosta la potwier-
dzona przy pewnych dodatkowych za lożeniach. I tak np. idempotentny, lewo (prawo) skracalny
grupoid spe lniaja↪cy (7) jest entropiczny [A3, Proposition 3.13] oraz idempotentna algebra (A, f)

z n-argumentowa↪ operacja↪ totalnie symetryczna↪, która spe lnia (3) jest entropiczna (dla n = 2

[A3, Proposition 3.12]; dla n > 2 [24, 25]).
Dla n-pó lgrup idempotentnych (A, f) uda lo sie↪ potwierdzić Hipoteze↪ 3.11 w przypadku, gdy

(A, f) jest reduktem pewnej pó lgrupy lub, gdy jest skracalna, co stanowi g lówny rezultat pracy
[A5]. Niech n ≥ 3.

Twierdzenie 3.12 (A5, Theorem 6.2). Niech dla n ≥ 3, idempotentna n-pó lgrupa (A, f) be↪dzie

reduktem n-cyklicznej pó lgrupy (A, ·). Wtedy naste↪puja↪ce warunki sa↪ równoważne:

1. (A, f) jest entropiczna,
2. (A, f) ma w lasność uogólnionej entropiczności,
3. (A, ·) jest entropiczna,
4. (A, ·) ma w lasność uogólnionej entropiczności.

Twierdzenie 3.13 (A5, Proposition 3.4). Idempotentna skracalna n-pó lgrupa ma w lasność
uogólnionej entropiczności wtedy i tylko wtedy, gdy jest entropiczna.
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Co ciekawe, idempotentne n-pó lgrupy sa↪ skracalne wtedy i tylko wtedy, gdy sa↪ n-pó lgrupami

Mal’ceva [A5, Proposition 3.3].
Idempotentne n-pó lgrupy by ly ostatnio badane w [6] w kontekście problemu absorpcji alge-

bry przez jej podalgebre↪ - poje↪cia znajduja↪cego zastosowanie w zagadnieniach zwia↪zanych z

problemami CSP [7]. Warto też wspomnieć, że w teorii agregacji prawo entropiczności ope-
racji n-argumentowych z  la↪czna↪ operacja↪ binarna↪ znane jest pod nazwa↪ uogólnionych równań

Cauchy’ego [39, Section 2.5.2].

4. Reduktywność i quandle medialne

W przypadku rozmaitości V algebr modowych, Twierdzenie 2.8 zosta lo udowodnione przy
za lożeniu lokalnej skończoności rozmaitości VΣ. Jak wynika z przyk ladu [A2, Example 3.9]
za lożenie jest istotne, aby udowodnić, że idempotentna replika algebry wolnej (o n generatorach)
w rozmaitości VΣ∪<ω należy do rozmaitości ρVΣ∪<ω [A2, Lemma 3.10]. Z drugiej strony, inny
przyk lad pokazuje, że Twierdzenie 2.8 może być prawdziwe także dla rozmaitości V grupoidów
modowych, dla których VΣ nie jest lokalnie skończona.

Powiemy, że grupoid (B, ·) jest (prawo) m-reduktywny, jeśli spe lnia równość:

(9) (((x y)y) . . .)y︸ ︷︷ ︸
m−razy

≈ y.

Grupoid (B, ·) jest reduktywny, jeśli jest m-reduktywny dla pewnego m ∈ N. Jeżeli (B, ·) jest
idempotentna i entropiczna, równość (9) jest równoważna równości liniowej [79]:

(10) (((xz1)z2) . . .)zm ≈ (((yz1)z2) . . .)zm.

Zatem, jeśli (B, ·) jest m-reduktywnym grupoidem modowym, to algebra podalgebr (BS, ·) jest
również m-reduktywna.

2-reduktywne grupoidy modowe znane sa↪ pod nazwa↪ grupoidów różniczkowych lub LIR-

grupoidów i by ly badane m.in. w [91, 92, 98]. Romanowska i Roszkowska [91] opisa ly krate↪
podrozmaitości rozmaitości grupoidów różniczkowych, a Kravchenko [57] pokaza l, że krata
quasirozmaitości takich grupoidów jest znacznie bardziej z lożona.

Przyk lad 4.1 (A2, Example 3.17). Niech D be↪dzie rozmaitościa↪ grupoidów różniczkowych i

niech xyi := (. . . ((x y)y) . . .)y︸ ︷︷ ︸
i−razy

. Każda nietrywialna podrozmaitość Di,i+j rozmaitości D jest

zdefiniowana przez jedna↪ dodatkowa↪ równość:

xyi ≈ xyi+j,(11)

dla pewnych i, j ∈ N, j > 0 [91]. Jak pokazano w [79], Di,i+jS = Di,i+j wtedy i tylko wtedy,
gdy Di,i+j = D1,0 = LZ, gdzie LZ jest rozmaitościa↪ pó lgrup lewo-zerowych. W każdym innym
przypadku, Di,i+jS = D. Ale rozmaitość DΣ nie jest lokalnie skończona, ponieważ zawiera jako
podrozmaitość rozmaitość D, która nie jest lokalnie skończona.

Binarne mody reduktywne, w szczególności grupoidy różniczkowe, maja↪ bardzo wiele in-
tryguja↪cych w lasności oraz sa↪ źród lem wielu ciekawych przyk ladów i kontrprzyk ladów w teorii
algebr modowych, o czym piszemy wie↪cej w dalszej cze↪́sci autoreferatu.
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Grupoid (B, ·) nazywamy (lewo) n-symetrycznym, jeśli spe lnia równość:

x(x(. . . (x︸ ︷︷ ︸
n−razy

y))) ≈ y.

Grupoid (B, ·) jest symetryczny, jeśli jest n-symetryczny dla pewnego n ∈ N.
P lonka [88, 89] bada l symetryczne grupoidy różniczkowe w kontekście algebr, które dla

każdego n ∈ N, maja↪ dok ladnie n operacji pochodnych zależnych od wszystkich n zmien-

nych. (Lewo) m-reduktywne i (prawo) n-symetryczne grupoidy modowe odgrywaja↪ istotna↪ role↪
w klasyfikacji skończonych algebr modowych. Powiemy, że algebra (A,Ω) jest abelowa (w sensie
Freese’a - McKenziego), jeśli jest diagonalnie normalna tzn. przeka↪tna {(a, a) | a ∈ A} jest klasa↪
kongruencji produktu (A,Ω) × (A,Ω), lub równoważnie, (A,Ω) spe lnia pewne quasirówności
zwane warunkiem termowym (ang. term condition). Kearnes [52] zaobserwowa l, że idem-
potentne grupoidy abelowe sa↪ entropiczne. Pokaza l także, że każdy skończony idempotentny

abelowy grupoid (G, ·) daje sie↪ przedstawić w postaci produktu (A, ·)×(L, ·)×(R, ·), gdzie (A, ·)
jest równoważna pewnej przestrzeni afinicznej, natomiast (L, ·) oraz (R, ∗), gdzie x ∗ y = y · x,
należa↪ do rozmaitości Dm,n lewo m-reduktywnych i prawo n-symetrycznych grupoidów modo-
wych. Rozmaitość Dm,n oraz rozmaitość Vs,t lewo s-symetrycznych i prawo t-symetrycznych
modów binarnych sa↪ niezależne [79], tzn. Dm,n ∨ Vs,t = Dm,n × Vs,t.

Lewo n-symetryczne grupoidy (Q, ·) sa↪ lewymi quasigrupami (tzn. dla każdego x, y ∈ Q,

równanie x ·u = y ma jednoznaczne rozwia↪zane u ∈ Q). Z drugiej strony każda skończona lewa
quasigrupa jest n-symetryczna dla pewnego n. Sta↪d w przypadku grupoidów skończonych, klasa
lewo symetrycznych modów reduktywnych pokrywa sie↪ z klasa↪ reduktywnych lewych quasigrup
modowych. Lewe quasigrupy modowe można równoważnie zdefiniować jako algebry modowe
(Q, ·, \) z dwiema binarnymi operacjami, które spe lniaja↪ równości: x · (x\y) ≈ y ≈ x\(x · y).

Zauważmy jeszcze, że bezpośrednio z Twierdzenia 2.12 otrzymujemy, że dla rozmaitości V
grupoidów modowych, rozmaitość VS jest n-symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy V = LZ.
Podobnie, dla rozmaitości LQ lewych quasigrup modowych (Q, ·, \) rozmaitość LQS nie jest
rozmaitościa↪ lewych quasigrup.

Lewe quasigrupy modowe to tzw. quandle medialne (entropiczne). Grupoid (Q, ·) nazywamy
quandlem, jeśli jest idempotentna↪, lewo-rozdzielna↪ (dla każdego a ∈ Q lewe translacje La : Q→
Q; q 7→ a · q, sa↪ homomorfizmami), lewa↪ quasigrupa↪. Bardzo ważnym przyk ladem quandli

medialnych sa↪ quandle afiniczne (A, ∗) = Aff(A, f) (zwane również quandlami Aleksandra),

gdzie dla grupy abelowej (A,+) i jej automorfizmu f , operacje↪ binarna↪ definiujemy jako x∗y =

(1− f)(x) + f(y) (1 oznacza automorfizm identycznościowy).
Quandle medialne badali wcześniej Joyce [51] oraz Romanowska i Smith [99, Rozdzia l 8.6].

Z ich prac wynika, że quandel (Q, ·) jest medialny wtedy i tylko wtedy, gdy podgrupa grupy
lewych przesunie↪ć generowana przez wszystkie z lożenia LaL

−1
b , dla a, b ∈ Q, jest przemienna.

Ale dla quandli medialnych można podać znacznie bardziej konstruktywny opis wykorzystuja↪c
do tego algebry pochodne, w tym przypadku odpowiednie sumy.

W pracy [A6] pokazalísmy, że w przypadku quandli medialnych (Q, ·), na każdej orbicie
tranzytywnego dzia lania grupy lewych przesunie↪ć na zbiorze Q, można zdefiniować strukture↪
grupy przemiennej i każda orbita (jako podquandel) jest quandlem afinicznym. Ten fakt
pozwala w elegancki sposób określić binarna↪ operacje↪ na roz la↪cznej sumie orbit, co stanowi

najważniejszy wynik [Theorem 3.14] tej pracy. Co najistotniejsze, taka↪ konstrukcje↪ można
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przeprowadzić w jednoznaczny sposób. Inspiracja↪ by la dla nas praca Roszkowskiej-Lech [101],

która bada la quandle inwolutarne (2-symetryczne), ale jej rezultaty sa↪ bardzo silnie zwia↪zane z
postacia↪ normalna↪ s lów w takich algebrach. Mimo, że wcześniej znane by ly różne twierdzenia

dotycza↪ce rozk ladu quandli na orbity (najnowsze w [23, 64]), to żadne z nich nie wprowadza lo
dodatkowej struktury na orbitach ani nie pozwala lo rozstrzygna↪ć, czy dwa quandle sa↪ izomor-

ficzne. Jedyne pe lne twierdzenie o rozk ladzie na orbity by lo podane przez Pierce’a [68] dla
quandli inwolutarnych.

Zasadniczym elementem naszej konstrukcji sa↪ wprowadzone przez nas tzw. sieci afiniczne.

Siecia↪ afiniczna↪ (ang. affine mesh) nad niepustym zbiorem I nazywamy trójke↪

A = ((Ai)i∈I , (ϕi,j)i,j∈I , (ci,j)i,j∈I) = (Ai;ϕi,j; ci,j),

gdzie (Ai,+) sa↪ grupami abelowymi, ϕi,j : Ai → Aj homomorfizmami tych grup, oraz ci,j ∈ Aj
sta lymi, spe lniaja↪cymi dla dowolnych i, j, j′, k ∈ I naste↪puja↪ce warunki:

(M1) 1− ϕi,i jest automorfizmem grupy (Ai,+);
(M2) ci,i = 0;
(M3) ϕj,kϕi,j = ϕj′,kϕi,j′ ;
(M4) ϕj,k(ci,j) = ϕk,k(ci,k − cj,k).

Suma↪ sieci afinicznej (ang. sum of an affine mesh) A = (Ai;ϕi,j; ci,j) nad zbiorem I jest binarna
algebra zdefiniowana na roz la↪cznej sumie zbiorów Ai, wraz z operacja↪ określona↪ dla a ∈ Ai i
b ∈ Aj naste↪puja↪co:

a ∗ b = ci,j + ϕi,j(a) + (1− ϕj,j)(b).
Sieć afiniczna↪ A = (Ai;ϕi,j; ci,j) nad zbiorem I nazywamy nierozk ladalna↪ (ang. indecompos-

able), jeśli każda grupa (Aj,+) jest generowana przez wszystkie elementy ci,j oraz ϕi,j(a), dla
i ∈ I oraz a ∈ Ai.

Twierdzenie 4.2 (A6, Theorem 3.14). Grupoid (Q, ·) jest quandlem medialnym wtedy i tylko
wtedy, gdy jest suma↪ nierozk ladalnej sieci afinicznej. Orbity quandla (Q, ·) pokrywaja↪ sie↪ z
grupami abelowymi sieci.

Wprowadzenie sieci nierozk ladalnych gwarantuje jednoznaczność konstrukcji a wraz z Twier-
dzeniem 4.2 pozwala sformu lować twierdzenie o izomorficznych quandlach medialnych.

Dwie sieci afiniczne A = (Ai;ϕi,j; ci,j) i A′ = (A′i;ϕ
′
i,j; c

′
i,j), nad tym samym zbiorem indeksów

I, nazywamy pokrewnymi (ang. homologous), jeśli istnieje permutacja π zbioru I, izomorfizmy
grup ψi : Ai → A′πi, oraz sta le di ∈ A′πi, takie, że dla każdego i, j ∈ I,

(H1) ψjϕi,j = ϕ′πi,πjψi,
(H2) ψj(ci,j) = c′πi,πj + ϕ′πi,πj(di)− ϕ′πj,πj(dj).

Twierdzenie 4.3 (A6, Theorem 4.2). Niech A = (Ai;ϕi,j; ci,j) i A′ = (A′i;ϕ
′
i,j; c

′
i,j) be↪da↪

dwiema nierozk ladalnymi sieciami afinicznymi nad tym samym zbiorem indeksów I. Wtedy
sumy sieci A i A′ sa↪ izomorficznymi quandlami wtedy i tylko wtedy, gdy sieci A i A′ sa↪ pokrewne.

Twierdzenie 4.2 umożliwia bardzo praktyczna↪ charakteryzacje↪ medialnych quandli reduktyw-
nych.
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Twierdzenie 4.4 (A6, Proposition 6.2). Niech A = (Ai; ϕi,j; ci,j) be↪dzie nierozk ladalna↪ siecia↪
afiniczna↪ nad zbiorem I. Wtedy suma sieci A jest m-reduktywna wtedy i tylko wtedy, gdy

ϕm−1
i,i = 0, dla każdego i ∈ I.

W szczególności, quandle z jednoelementowymi orbitami sa↪ zawsze 2-reduktywne.

W cia↪gu ostatniej dekady pojawi lo sie↪ bardzo dużo prac dotycza↪cych quandli. Mie↪dzy innymi

w kre↪gu zainteresowania znalaz la sie↪ klasyfikacja quandli skończonych. Hou [45] opisa l quan-

dle afiniczne rozmiaru p, p2, p3 i p4, gdy p jest liczba↪ pierwsza↪. Vendramin [113] zastosowa l

reprezentacje↪ Galkina [31] do określenia liczby quandli spójnych (posiadaja↪cych tylko jedna↪
orbite↪) do rozmiaru 35. W pracy [A6] poprawilísmy dotychczasowe rezultaty i podalísmy liczbe↪
nieizomorficznych quandli medialnych do 13 elementów (a nawet wie↪cej w kilku wybranych

przypadkach). Zastosowane algorytmy zliczaja↪ce opracowalísmy w oparciu o przedstawione
powyżej wyniki. Wykorzystalísmy również lemat Burnside’a o liczbie orbit.

Nasze obliczenia pokazuja↪, że zaskakuja↪co ma lo (skończonych) quandli medialnych nie jest

2-reduktywnych, a prawie wszystkie sa↪ reduktywne [A6, Table 1, 2, 3]. Blackburn [9] poda l
asymptotyczne ograniczenie na liczbe↪ nieizomorficznych quandli rze↪du n. Mie↪dzy innymi po-

kaza l, że ograniczenie górne wynosi 2cn
2
, gdzie c ≈ 1.5566. Dla quandli medialnych  latwo ten

wynik poprawić, uzyskuja↪c górne ograniczenie równe 2
1
2
n2

. Stosuja↪c nasza↪ teorie↪ można podać
jeszcze lepszy wynik w przypadku medialnych quandli 2-reduktywnych.

Wniosek 4.5 (A6, Corollary 8.2). Liczba nieizomorficznych 2-reduktywnych quandli medial-

nych rze↪du n równa jest co najwyżej 2
1
4
n2

.

Sa↪dzimy, że ograniczenie górne na liczbe↪ quandli medialnych nie jest jeszcze optymalne.
Wyniki obliczeniowe sugeruja↪ naste↪puja↪ca↪ hipoteze↪:

Hipoteza 4.6 (A6, Conjecture 8.3). Liczba nieizomorficznych quandli medialnych rze↪du n jest

równa co najwyżej 2
1
4
n2

.

Dodajmy jeszcze, że quandle odgrywaja↪ istotna↪ role↪ w topologii. W teorii we↪z lów bada sie↪
algebraiczne niezmienniki klas równoważności we↪z lów. Istnieje wiele takich niezmienników, ale

z regu ly nie sa↪ one  latwo obliczalne. W 1982 Joyce [47] pokaza l, że tzw. quandel we↪z la jest
algebra↪ w naturalny sposób zwia↪zana↪ z we↪z lem i jest silnym niezmiennikiem. Quandle znalaz ly

zastosowanie nie tylko w naukach matematycznych (geometria różniczkowa, teoria grafów), ale
także w chemii oraz inżynierii genetycznej.

Przedstawiona w Twierdzeniu 4.2 konstrukcja jest bardzo skutecznym narze↪dziem badania
quandli medialnych i daje dobre podstawy do dalszych prac. W nieopublikowanych jeszcze
materia lach wykorzystujemy ja↪ m.in. do opisania podprosto-nierozk ladalnych quandli medial-
nych oraz quandli abelowych. W szczególności pokazalísmy, że każdy skończony podprosto
nierozk ladalny quandel medialny jest albo spójny (i wtedy afiniczny) albo reduktywny. Również
w oparciu o te↪ konstrukcje↪ udowodnilísmy, że wszystkie quandle abelowe sa↪ quasi-afiniczne (tzn.

sa↪ podreduktami modu lów), co daje kolejny przyk lad potwierdzaja↪cy hipoteze↪, że wszystkie
abelowe algebry modowe zanurzaja↪ sie↪ w modu ly.

Efektem naszych intensywnych badań quandli medialnych sa↪ dwie prace w ostatnim czasie
wys lane do publikacji:
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[E1] P. Jedlička, A. Pilitowska, A. Zamojska-Dzienio, Subdirectly irreducible medial quandles,
2015, (http://arxiv.org/abs/1511.06529).

[E2] P. Jedlička, A. Pilitowska, A. Zamojska-Dzienio, Free medial quandles, 2015,
(http://arxiv.org/abs/1512.06275).

A także jedna praca w przygotowaniu:

[E3] P. Jedlička, A. Pilitowska, D. Stanovský, A. Zamojska-Dzienio, Subquandles of affine
quandles, 2016.

5. Omówienie pozosta lych osia↪gnie↪ć naukowo - badawczych

Prace opublikowane po doktoracie, które nie wesz ly do zasadniczej cze↪́sci rozprawy habilita-
cyjnej:

[B1] A. Pilitowska, A. Zamojska-Dzienio, Closure operators on algebras, 2015, International
Journal of Algebra and Computation 25, No. 6, 1055–1074. (w spisie literatury pozycja
[86])

[B2] A. Pilitowska, A. Zamojska-Dzienio, On some congruences of power algebras, 2012,
Central European Journal of Mathematics 10(3), 987–1003. (w spisie literatury pozycja
[83])

[B3] A. Pilitowska, A. Zamojska-Dzienio, Representation of modals, 2011, Demonstratio
Mathematica 44(3), 535–556. (w spisie literatury pozycja [82])

[B4] A. Pilitowska, A. Romanowska, Embedding modes into semimodules, Part III, 2011,
Demonstratio Mathematica 44(4), 791-800. (w spisie literatury pozycja [78])

[B5] A. Pilitowska, A. Romanowska, Embedding modes into semimodules, Part II, 2011,
Demonstratio Mathematica 44(4), 781-790. (w spisie literatury pozycja [77])

[B6] A. Pilitowska, A. Romanowska, Embedding modes into semimodules, Part I, 2011,
Demonstratio Mathematica 44(3), 523-534. (w spisie literatury pozycja [76])

[B7] A. Pilitowska, Linear identities in graph algebras, 2009, Commentationes Mathematicae
Universitatis Carolinae, 50(1), 11–24. (w spisie literatury pozycja [74])

[B8] A. Pilitowska, A. Romanowska, D. Stanovský, Varieties of differential modes embeddable
into semimodules, 2009, International Journal of Algebra and Computation 19, No. 5,
669–680. (w spisie literatury pozycja [81])

[B9] A. Kravchenko, A. Pilitowska, A. Romanowska, D. Stanovský, Differential modes, 2008,
International Journal of Algebra and Computation 18, No. 3, 567–588. (w spisie liter-
atury pozycja [58])

[B10] A. Pilitowska, Interval bilattices and some other simple bilattices, 2002, Relational Me-
thods in Computer Science (H.C.M. de Swart, ed.), Lecture Notes in Computer Science
2561, 190-196. (w spisie literatury pozycja [73])

[B11] A. Pilitowska, The lattice of subvarieties of the variety of some ternary modes, 2001,
Contributions to General Algebra 13, 265-273. [cze↪́sciowo zwia↪zana z wynikami z

rozprawy doktorskiej] (w spisie literatury pozycja [72])

[B12] A. Pilitowska, A. Romanowska, Reductive modes, 1998, Periodica Math. Hungarica
36(1), 67-78. (w spisie literatury pozycja [75])
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Publikacje wchodza↪ce w sk lad rozprawy doktorskiej:

[C1] A. Pilitowska, Enrichments of affine spaces and algebras of subalgebras, 1999, Discus-
siones Math., Algebra and Stochastic Methods 19, 207-225. (w spisie literatury pozycja
[71])

[C2] A. Pilitowska, Identities for classes of algebras closed under the complex structures, 1998,
Discussiones Math., Algebra and Stochastic Methods 18, 85-109. (w spisie literatury
pozycja [70])

[C3] A. Pilitowska, A. Romanowska, B. Roszkowska-Lech, Products of mode varieties and
algebras of subalgebras, 1996, Mathematica Slovaca 46(5), 497-514. (w spisie literatury
pozycja [79])

[C4] A. Pilitowska, A. Romanowska, J.D.H. Smith, Affine spaces and algebras of subalgebras,
1995, Algebra Universalis 34, 527-540. (w spisie literatury pozycja [80])

Prace opublikowane przed doktoratem, które nie wchodzi ly w sk lad rozprawy doktorskiej:

[D1] A. Pilitowska, Free P-bilattices, 1991, Demonstration Mathematica 24, (1-2), 121–127.
(w spisie literatury pozycja [69])

[D2] A. Romanowska, A. Trakul, On the structure of some bilattices, 1989, Universal and
Applied Algebra (K. Ha lkowska, B. Stawski, eds.), World Scientific, 235-253. (w spisie
literatury pozycja [100])

Prace, które nie wchodza↪ w sk lad rozprawy habilitacyjnej zasadniczo dotycza↪ naste↪puja↪cej
tematyki:

• Kongruencji w rozszerzonych algebrach pote↪gowych.
• Problemu zanurzania modów w pó lmodu ly nad przemiennymi pó lpierścieniami.
• Charakteryzacji algebr reduktywnych.
• Konstrukcji bikrat.
• Struktury algebr podalgebr przestrzeni afinicznych.

Wyniki uzyskane w pracach [B1]-[B3] stanowia↪ uzupe lnienie opisu kraty podrozmaitości roz-

maitości algebr uporza↪dkowanych pó lkratowo podanej w [A1], w szczególności rozmaitości

moda lów (pó lkratowo uporza↪dkowanych algebr modowych). Jak już zauważylísmy, algebry

pote↪gowe modów sa↪ entropiczne, ale bardzo rzadko idempotentne. W pracy [A2] zdefiniowane
by ly dwie kongruencje, α oraz ρ, rozszerzonych algebr pote↪gowych modów, tzw. kongruencje

idempotentne, dla których algebra ilorazowa jest idempotentna. W pracy [B2] opisujemy wie↪cej
takich kongruencji. Mie↪dzy innymi prezentujemy rodzine↪ kongruencji idempotentnych wyzna-
czonych przez tzw. Γ-sinki.

Niech (M,Ω) be↪dzie algebra↪ idempotentna↪ i entropiczna↪ i niech Γ ⊆ Ω. Podalgebra (S,Ω)

algebry (M,Ω) jest Γ-sinkiem, jeżeli dla każdej n-argumentowej operacji ν ∈ Γ oraz i = 1, . . . , n,
ν(M, . . . , S︸︷︷︸

i

, . . . ,M) ⊆ S (Ω-sink jest sinkiem wg definicji podanej w [94]). Niech 〈X〉Γ be↪dzie

Γ-sinkiem generowanym przez podzbiór X ⊆ M (〈∅〉Γ := ∅). Zbiór wszystkich niepustych Γ-
sinków tworzy pó lkrate↪ (SΓ(M),+) z operacja↪ S1 + S2 := 〈S1 ∪ S2〉Γ. Dla każdego podzbioru
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Γ ⊆ Ω, relacja αΓ ⊆ P>0M × P>0M :

XαΓY ⇔ 〈X〉Γ = 〈Y 〉Γ
jest idempotentna↪ kongruencja↪ algebry (P>0M,Ω,∪). Algebra ilorazowa (P>0M/αΓ,Ω,∪)

jest izomorficzna z moda lem (SΓ(M),Ω,+). Zbiór uporza↪dkowany ({αΓ | Γ ⊆ Ω},⊆) jest

ograniczona↪ pó lkrata↪ górna↪, w której sup(αΓ1 , αΓ2) = αΓ1∪Γ2 . Co wie↪cej, dla algebry wol-

nej (FV(X),Ω) w rozmaitości V modów, relacja αΓ jest w pe lni niezmiennicza↪ kongruencja↪
algebry (P<ω>0 FV(X),Ω,∪). Zatem dla rozmaitości M wszystkich Ω-modów, każda algebra

(P<ω>0 FM(X)/αΓ,Ω,∪) określa nietrywialna↪ podrozmaitość w rozmaitości moda lów. Żadna z

tych rozmaitości nie jest rozmaitościa↪ modów pó lkratowych (entropicznych moda lów).
Niech PM oznacza zbiór wszystkich podzbiorów zbioru M . Odwzorowanie

CΓ : PM → PM, X 7→ 〈X〉Γ
jest algebraicznym operatorem domknie↪cia na zbiorze M spe lniaja↪cym warunki:

(O1) CΓ(∅) = ∅,

(O2) ω(CΓ(T1), . . . , CΓ(Tn)) ⊆ CΓ(ω(T1, . . . , Tn)), dla T1, . . . , Tn ∈ P<ω>0 M ,

(O3) ϕ({r}) ⊆ CΓ(ϕ(T )), dla każdego endomorfizmu ϕ algebry (P<ω>0 M,Ω,∪), T ∈ P<ω>0 M i
r ∈ CΓ(T ).

Fuchs [30] określi l operatory domknie↪cia na monoidzie, które spe lniaja↪ warunek (O2) mianem

dopuszczalnych (ang. admissible) i zastosowa l je do badania zwia↪zków Galois w teorii je↪zyka. W

pracy [B1] pokazujemy zależności, jakie zachodza↪ mie↪dzy operatorami domknie↪cia określonymi

na dowolnej algebrze (A,Ω) a kongruencjami rozszerzonej algebry podzbiorów (P<ω>0 A,Ω,∪).
Ogólnie, dla dowolnej relacji kongruencji Θ algebry (P<ω>0 A,Ω,∪),

CΘ : PA→ PA; CΘ(T ) : = {a ∈ A | ∃(U ∈ P<ω>0 T ) U ∪ {a} Θ U}
jest algebraicznym operatorem domknie↪cia spe lniaja↪cym warunki (O1)-(O2). Jeżeli dodatkowo

kongruencja Θ jest w pe lni niezmiennicza, to operator CΘ spe lnia także warunek (O3). Z drugiej
strony, jeżeli C : PA→ PA jest operatorem domknie↪cia na A spe lniaja↪cym warunki (O1)-(O2),

to relacja ΥC ⊆ P<ω>0 A× P<ω>0 A:

(Q,R) ∈ ΥC ⇔ C(Q) = C(R)

jest kongruencja↪ algebry (P<ω>0 A,Ω,∪). Jeżeli C spe lnia również warunek (O3), to relacja ΥC
jest kongruencja↪ w pe lni niezmiennicza↪.

Niech 0 be↪dzie rozmaitościa↪ wszystkich Ω-algebr, V ⊆ 0 oraz (FV(X),Ω) be↪dzie alge-

bra↪ wolna↪ (na zbiorze X) w rozmaitości V . Wtedy krata wszystkich podrozmaitości roz-

maitości HSP((P<ω>0 FV(X),Ω,∪)) jest izomorficzna z krata↪ (Clofi(FV(X)),≤) wszystkich al-

gebraicznych operatorów domknie↪cia na (FV(X),Ω) spe lniaja↪cych warunki (O1)-(O3), gdzie

dla C1, C2 ∈ Clofi(FV(X)), C1 ≤ C2 ⇔ ΥC2 ⊆ ΥC1 . Ponadto, dla dowolnej kongruencji
Θ ∈ Confi(P<ω>0 F0(X)), pó lkrata zupe lna wszystkich podrozmaitości rozmaitości S0

Θ̃
, które

zachowuja↪ 0Θ̃, jest izomorficzna z pó lkrata↪ (Clo0
fi(F0

Θ̃
(X)),≤) wszystkich algebraicznych ope-

ratorów domknie↪cia C na algebrze (F0
Θ̃

(X),Ω), które spe lniaja↪ warunki (O1)-(O3) oraz
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(O4) C({t}) = C({u}) ⇔ t = u,

(O5) jeżeli s/Θ̃ ∈ C(QΘ̃) to s(P Θ̃
1 , . . . , P

Θ̃
n ) ⊆ C({q(P Θ̃

1 , . . . , P
Θ̃
n ) | q ∈ Q}),

dla {s}, Q, P1, . . . , Pn ∈ P<ω>0 F0(X) (dla A ∈ P<ω>0 F0(X), AΘ̃ = {a/Θ̃ | a ∈ A}).
Kuřil i Polák [59] opisali element najwie↪kszy w pó lkracie (Clo0

fi(FV(X),≤) w przypadku, gdy

V jest rozmaitościa↪ n-cyklicznych pó lgrup. W pracy [B1] rozszerzylísmy ich rezultat i opisalísmy

element najwie↪kszy w pó lkracie (Clo0
fi(FV(X),≤), w przypadku gdy V jest rozmaitościa↪ n-

pó lgrup idempotentnych. Tym samym otrzymalísmy opis kraty podrozmaitości rozmaitości
pó lkratowo uporza↪dkowanych n-pó lgrup idempotentnych.

Niech (M,Ω,+) be↪dzie moda lem i niech (〈X〉Ω,Ω) be↪dzie podalgebra↪ (M,Ω) generowana↪
przez zbiór X ⊆ M . W pracy [B3], dla rozmaitości V algebr modowych, opisujemy klase↪MV
wszystkich moda lów (M,Ω,+), dla których istnieje niepusty zbiór generatorów X ⊆ M taki,
że (〈X〉Ω,Ω) ∈ V . Klasa MV jest zamknie↪ta na obrazy homomorficzne i skończone podproste

produkty, ale nie tworzy rozmaitości. Sta↪d MV jest przyk ladem tzw. formacji algebr [104].
Pokazalísmy, że każda algebra w klasie MV jest obrazem homomorficznym algebry skończenie
generowanych (niepustych) podalgebr pewnej algebry wolnej w V . Natomiast każdy moda l
(M,Ω,+) generowany przez X jest obrazem homomorficznym moda lu (〈X〉ΩP,Ω,+). Zosta la
również podana charakteryzacja algebr wolnych w quasirozmaitości Ω-podreduktów moda lów
z ustalonej rozmaitości.

Możliwość zanurzenia algebry w inna↪ algebre↪, o bogatszej strukturze, dostarcza ważnych
narze↪dzi do jej badania. Sta↪d pytania o istnienie takich zanurzeń sa↪ jednymi z klasycznych
problemów algebry uniwersalnej. S lynne twierdzenie Mal’ceva o zanurzaniu pó lgrup w grupy,
by lo w pewnym sensie inspiracja↪ rozwoju algebry uniwersalnej. Jeżeli bogatsza struktura, w

która↪ zanurzamy, jest (pó l)modu lem, to takie zanurzenie pozwala reprezentować operacje alge-

bry jako kombinacje liniowe, daja↪c tzw. liniowa↪ reprezentacje↪. Ježek i Kepka [48] pokazali, że
każdy grupoid entropiczny z surjektywnymi operacjami bazowymi zanurza sie↪ jako podredukt
w pó lmodu l nad przemiennym pó lpierścieniem. W szczególności, każdy grupoid entropiczny i
idempotentny zanurza sie↪ w taki pó lmodu l. Nie jest to już prawda↪ dla algebr modowych z oper-

acjami o wie↪kszej niż dwa ilości argumentów. Stronkowski [108, 109] pokaza l, że algebra mod-
owa zanurza sie↪, jako podredukt, w pó lmodu l nad przemiennym pó lpierścieniem wtedy i tylko
wtedy, gdy spe lnia tzw. równości Szendrei. Pokaza l również, że istnieja↪ wolne algebry mod-

owe, które nie spe lniaja↪ równości Szendrei. Natomiast Stanovský [107] przedstawi l przyk lad
3-elementowej algebry z jedna↪ ternarna↪ operacja↪, która nie jest zanurzalna w pó lmodu l nad

przemiennym pó lpierścieniem. W pracy [B9] pokazalísmy, że algebra Stanovský’ego należy do
rozmaitości D3 tzw. ternarnych modów różniczkowych (D, f), które sa↪ naturalnym ternarnym
odpowiednikiem grupoidów różniczkowych. Rozmaitość D3 można zdefiniować przez jedna↪ do-

datkowa↪ równość reduktywności: f(x, f(y1, z1, z2), f(y2, t1, t2)) ≈ f(x, y1, y2) lub równoważnie

przez f(x, f(x, y1, z1), f(x, y2, z2)) ≈ x.
Motywacja↪ do zbadania rozmaitości D3 by lo uzyskanie nowej klasy algebr modowych, które

nie spe lniaja↪ równości Szendrei i tym samym nie sa↪ zanurzalne w pó lmodu ly nad przemien-
nymi pó lpierścieniami. Podobnie jak w przypadku binarnym istotna↪ role↪ w opisie modów

różniczkowych odgrywa konstrukcja tzw. LZ ◦ LZ-sumy. Niech (Ai)i∈I be↪dzie indeksowana↪
rodzina↪ zbiorów wraz z odwzorowaniami hi,jk : Ai → Ai określonymi dla każdej trójki (i, j, k) ∈
I3 i spe lniaja↪cymi warunki:
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(a) hi,ii jest odzorowaniem identycznościowym na Ai,
(b) hi,jkhi,mn = hi,mnhi,jk.

LZ ◦LZ-suma↪ nazywamy ternarna↪ algebre↪ zdefiniowana↪ na roz la↪cznej sumie zbiorów Ai wraz z

operacja↪ f(ai, bj, ck) := hi,jk(ai), gdzie ai ∈ Ai, bj ∈ Aj oraz ck ∈ Ak. Taka suma jest oczywíscie
modem różniczkowym oraz, co istotne, każdy mod różniczkowy można reprezentować w postaci
LZ ◦ LZ-sumy. Korzystaja↪c z takiej reprezentacji opisalísmy algebry wolne oraz równości

spe lnione w D3 i w pewnych jej podrozmaitościach (w podrozmaitości Szendrei, hemisemipro-
jektywnej oraz semiprojektywnej). W przeciwieństwie do przypadku binarnego, gdzie podroz-
maitości grupoidów różniczkowych by ly zdefiniowane przez jedna↪ dodatkowa↪ równość, krata
podrozmaitości rozmaitości modów różniczkowych jest bardziej z lożona. Chociaż w laściwe
nietrywialne skończenie bazowalne podrozmaitości nadal można zdefiniować przez jedna↪ do-

datkowa↪ równość (choć liczba zmiennych w takich równościach bardzo szybko rośnie), to po-
dajemy przyk lad podrozmaitości D3, która nie jest skończenie bazowalna. Wszystkie opisane
w pracy [B9] rezultaty można rozszerzyć na algebry, w których operacja f jest n argumentowa,
dla dowolnego n > 3. Algebry należa↪ce do podrozmaitości hemisemiprojektywnej zdefiniowane

sa↪ przez równości f(x, x, y) ≈ f(x, y, x) ≈ x i stanowia↪ przyk lad algebr modowych, które nie
zanurzaja↪ sie↪ w pó lmodu ly nad przemiennymi pó lpierścieniami.

W pracy [B8] opisujemy podrozmaitości Szendrei (podrozmaitości spe lniaja↪ce równości Szen-

drei) w rozmaitości D3. Równości Szendrei sa↪ w rozmaitości D3 równoważne jednej równości

f(x, y, z) ≈ f(f(x, y, z), x, z). Najważniejszy rezultat stanowi, że krata takich podrozmaitości
jest dualnie izomorficzna z niemodularna↪ krata↪ kongruencji wolnego przemiennego monoidu
o 2 generatorach. W konsekwencji, wszystkie rozmaitości Szendrei modów różniczkowych sa↪
skończenie bazowalne.

Ponieważ mody sa↪ algebrami idempotentnymi, wie↪c zanurzanie ich w (pó l)modu ly jest w isto-

cie zanurzaniem w pe lny idempotentny redukt takich (pó l)modu lów. W przypadku modu lów,
takie pe lne idempotentne redukty to dok ladnie przestrzenie afiniczne. W przypadku pó lmodu lów
nad ustalonym pó lpierścieniem S takie pe lne redukty idempotentne zwane sa↪ S-przestrzeniami
pó lafinicznymi.

Problemem ścísle zwia↪zanym z zanurzalnościa↪ algebr modowych w podredukty (pó l)modu lów

jest problem konstrukcji przemiennego (pó l)pierścienia definiuja↪cego rozmaitość (pó l)modu lów,
której idempotentne podredukty należa↪ do zadanej rozmaitości modów. Istnieje ogólna metoda
znajdowania takiego przemiennego pierścienia, aby wszystkie algebry modowe z danej roz-
maitości V , które zanurzaja↪ sie↪ w przestrzenie afiniczne, zanurza ly sie↪ w przestrzenie afiniczne
nad tym w laśnie pierścieniem. Klasa przestrzeni afinicznych nad tym pierścieniem nosi nazwe↪
afinizacji rozmaitości V .

Dla danej rozmaitości V algebr modowych (M,Ω), podrozmaitość Sz(V) ⊆ V modów Szen-
drei jest generowana przez klase↪ Ω-reduktów przestrzeni pó lafinicznych nad odpowiednim pó l-

pierścieniem S(V). Każda algebra modowa z V , która zanurza sie↪ w pó lmodu l be↪dzie podreduk-

tem S(V)-pó lmodu lu. Klasa pó lafinicznych S(V)-przestrzeni nazywana jest pó lafinizacja↪ roz-

maitości V . W cyklu trzech prac [B4]-[B6] opisujemy ogólna↪ konstrukcje↪ pó lpierścienia S(V)

pó lafinizacji a naste↪pnie stosujemy ja↪ do wyznaczenia pó lpierścieni S(V) dla wybranych roz-

maitości V . Konstrukcja pó lpierścienia S(V) jest podobna do konstrukcji pierścienia afiniza-
cji. Niech V be↪dzie rozmaitościa↪ Ω-modów typu τ : Ω → N. Pó lpierścieniem pó lafinizacji

rozmaitości V jest pó lpierścień ilorazowy wolnego przemiennego pó lpierścienia N[{Xωi | ω ∈
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Ω, 1 ≤ i ≤ τ(ω)}] nad zbiorem {Xωi | ω ∈ Ω, 1 ≤ i ≤ τ(ω)} przez kongruencje↪ generowana↪
przez zbiór {(

∑τ(ω)
i=1 Xωi, 1) | ω ∈ Ω}.

W szczególności, równoważne rozmaitości algebr modowych maja↪ izomorficzne pó lpierścienie

pó lafinizacji, natomiast pó lpierścień S(Ṽ) regularyzacji Ṽ nieregularnej rozmaitości V otrzymu-
jemy z pó lpierścienia S(V) przez dodanie nowego elementu zerowego. Ponadto, wykorzystuja↪c
przedstawiona↪ konstrukcje↪ szczegó lowo opisalísmy pó lpierścienie pó lafinizacji m.in. dla roz-
maitości grupoidów modowych, przestrzeni afinicznych, algebr barycentrycznych, modów róż-
niczkowych i modów pó lkratowych. W przypadku modów pó lkratowych otrzymany pó lpierścień
jest zgodny z pó lpierścieniem opisanym przez Kearnesa w [53].

Kearnes [54] pokaza l, że każda lokalnie skończona rozmaitość V algebr modowych jest kre-
sem górnym rozmaitości V5 modów pó lkratowych, rozmaitości V2 przestrzeni afinicznych i roz-
maitości V1 modów silnie rozwia↪zalnych, oraz rozmaitości V1 i V2 sa↪ niezależne, czyli V =

(V1×V2)∨V5. Rozmaitości V2 i V5 sa↪ dość dobrze zbadane, jednak stosunkowo niewiele wiadomo
o klasie modów silnie rozwia↪zalnych. Przyk ladem takich algebr sa↪ mody różniczkowe i reduk-

tywne grupoidy modowe. W pracy [B12] przedstawiamy konstrukcje↪ lewo m-reduktywnych Ω-

modów (M,Ω), czyli takich które spe lniaja↪ równość x1·(x2·. . . (xn·y) . . .) ≈ x1·(x2·. . . (xn·z) . . .)

dla pewnego binarnego termu x · y algebry (M,Ω). Pokazujemy, że rozmaitość Rm lewo
m-reduktywnych Ω-modów, pokrywa sie↪ z produktem Mal’ceva Rk ◦ Rm−k, dla dowolnego

1 ≤ k < m. W szczególności, Rm = (LZ)m. Co wie↪cej, Rm ◦ R
′
p = Rm × R

′
p, gdzie R′

p jest
rozmaitościa↪ prawo p-reduktywnych Ω-modów.

Grätzer i Lakser, korzystaja↪c z Twierdzenia 2.5, opisali wszystkie podrozmaitości algebr
pote↪gowych krat oraz grup. Pokazali, że jest dok ladnie jedna nietrywialna rozmaitość algebr
pote↪gowych krat i sa↪ dok ladnie 3 nietrywialne rozmaitości algebr pote↪gowych grup. W pracy

[B7] zosta ly opisane rozmaitości pote↪gowych entropicznych algebr grafowych. Algebra↪ grafowa↪
zwia↪zana↪ z (nieskierowanym) grafem G = (V,E) nazywamy grupoid A(G) = (V ∪ {0}, ·), w
którym

a · b =

{
a, jeśli (a, b) ∈ E,
0, w przeciwnym przypadku.

Shallon [103] pokaza la, że wiele skończonych algebr grafowych jest nieskończenie bazowal-
nych. Z drugiej strony, algebry grafowe sa↪ skończenie bazowalne wtedy i tylko wtedy, gdy sa↪
entropiczne [19]. W pracy [B7] zosta la znaleziona baza równościowa dla wszystkich równości
liniowych spe lnionych w entropicznych algebrach grafowych. Ten rezultat zosta l wykorzystany
do pokazania, że jest dok ladnie 7 nietrywialnych rozmaitości algebr pote↪gowych entropicznych
algebr grafowych.

Bikrata↪ nazywamy algebre↪ posiadaja↪ca↪ strukture↪ dwóch krat wraz z jednoargumentowa↪ ope-

racja↪ inwolucji. W latach 80-tych XX wieku Ginsberg [35, 36] wprowadzi l bikraty jako ramy
dla wnioskowania z niepe lna↪ informacja↪ i próbe↪ algebraizacji pewnych logik nieklasycznych. W

pracy [D2] podalísmy twierdzenie (obecnie znane w literaturze pod nazwa↪ Product Representa-

tion Theorem) o reprezentacji dla tzw. ograniczonych P-bikrat, nazwanych później bikratami
splecionymi (ang. bounded interlaced bilattices). W pracy [D1] zosta ly opisane wolne P-bikraty
natomiast w [B10] przedstawiono konstrukcje↪ tzw. bikrat interwa lowych w oparciu o rodzine↪
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przedzia lów kraty ograniczonej i pokazano, że sa↪ one proste. Warto zwrócić uwage↪, że od
czasu pierwszych prac Ginsberga ukaza lo sie↪ bardzo dużo publikacji dotycza↪cych tej tematyki.
W szczególności pe lna↪ informacje↪ na temat twierdzenia o reprezentacji produktowej można

znaleźć w [20].

Ważna↪ klase↪ modów stanowia↪ przestrzenie afiniczne nad przemiennym pierścieniem R. Al-
gebry podprzestrzeni przestrzeni afinicznych nie sa↪ przestrzeniami afinicznymi. Romanowska

i Smith [95] badali mody podprzestrzeni przestrzeni afinicznych nad cia lami. W pracy [C4]
opisano strukture↪ algebr podalgebr przestrzeni afinicznych nad dowolnymi przemiennymi pierś-
cieniami z jednościa↪. Pokazano, że pewne redukty takich algebr można skonstruować jako
sumy P lonki reduktów przestrzeni afinicznych nad odpowiednia↪ przestrzenia↪ rzutowa↪. W pracy

[C3] rezultaty z [C4] zosta ly rozszerzone na algebry podalgebr modów należa↪cych do produktu

rozmaitości, z których co najmniej jedna jest rozmaitościa↪ przestrzeni afinicznych. W [C1]
opisano algebry podalgebr pewnych nieidempotentnych reduktów modu lów nad przemiennymi
pierścieniami z jednościa↪. Zastosowana metoda nie pozwoli la jednak na opisanie pe lnej struk-
tury algebr podprzestrzeni afinicznych.

Aby omina↪ć te↪ trudność, w pracy [B11] opisano przestrzenie afiniczne jako pewne ternarne

(E,R) redukty R-modu lów (E,+, R). Dla każdego R-modu lu, jego podmodu ly tworza↪ podal-

gebre↪ (ESM,R) algebry (ES,R). Algebry podmodu lów (ESM,R) sa↪ modami pó lkratowymi,

sta↪d generuja↪ rozmaitość modów pó lkratowych V(R). W pracy pokazano, że pó lpierścień

zwia↪zany z rozmaitościa↪ V(R) jest izomorficzny z pó lpierścieniem skończenie generowanych
idea lów pierścienia R. Jako wniosek przedstawiono opis kraty wszystkich podrozmaitości
V(Z/(nZ)).

W pracy [C2] pokazano, że wiele równości definiuja↪cych przestrzenie afiniczne jest kon-
sekwencjami równości liniowych, sa↪ one zatem spe lnione w algebrach podalgebr przestrzeni
afinicznych.

6. Referaty wyg loszone na konferencjach naukowych:

• Entropy and generalized entropy in n-semigroups (wyk lad plenarny), konferencja Alge-
bra Across the Borders, Astana, Kazachstan, 2015.

• Affine and abelian quandles, konferencja Loops’15, Ohrid, Macedonia, 2015.

• Abelian quandles, konferencja AAA90 Workshop on General Algebra, Nowy Sad, Serbia,
2015.

• Algebry uporza↪dkowane pó lkratowo, konferencja Oblicza Algebry, Kraków, 2015.

• Reductive medial quandles, konferencja AAA89 Workshop on General Algebra, Drezno,
Niemcy, 2015.

• Entropicity and generalized entropic property in idempotent n-semigroups, konferencja
Algebras and Clones Fest, Praga, Czechy, 2014.

• Power representation of semilattice ordered algebras, konferencja AAA87 Workshop on
General Algebra, Linz, Austria, 2014.

• Semilattice ordered algebras - congruences, closure operators and subvarieties, konfe-
rencja AAA85 Workshop on General Algebra, Luksemburg, 2013.
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• Commuting operations in aggregation, konferencja AAA84 Workshop on General Alge-
bra, Drezno, Niemcy, 2012.

• Semilattice ordered algebras - the lattice of subvarieties, Conference on Universal Algebra
and Lattice Theory, Szeged, We↪gry, 2012.

• Closure operators and semilattice ordered algebras, The 50th Summer School on Algebra
and Ordered Sets, Novy Smokovec, S lowacja, 2012.

• Identities in varieties generated by algebras of subalgebras, konferencja AAA81 Work-
shop on General Algebra, Salzburg, Austria, 2011.

• cykl dwóch wyk ladów plenarnych:
– Survey on aggregation theory
– Bisymmetry and commuting functions

konferencja Algebra Across the Borders, Yeshiva University, Nowy Jork, USA, 2011.

• Power representation of modals, International Conference on Algebras and Lattices,
Praga, Czechy, 2010.

• Ternary differential modes, Summer School on General Algebra and Ordered Sets, Stara
Leśna, S lowacja, 2009.

• Complex graph algebra, konferencja AAA74 Workshop on General Algebra, Tampere,
Finlandia, 2007.

• Modes not embeddable into semimodules, konferencja Algorithmic Complexity and Uni-
versal Algebra, Szeged, We↪gry, 2007.

• Complex condition in algebras of subalgebras, konferencja AAA70 Workshop on General
Algebra, Wiedeń, Austria, 2005.

• Complex algebras of subalgebras, International Algebraic Conference, Ekaterinburg, Ros-
ja, 2005.

• Linear identities in complex algebras of subalgebras, (wyk lad na zaproszenie), konferenc-
ja AAA68 Workshop on General Algebra, Drezno, Niemcy, 2004.

• About new examples of bilattices, konferencja AAA66 Workshop on General Algebra,
Klagenfurt, Austria, 2003.

• Identities of some complex algebras of subalgebras, (wyk lad plenarny), konferencja AAA64
Workshop on General Algebra, O lomuniec, Czechy, 2002.

• Interval bilattices and some other simple bilattices, konferencja AAA62 Workshop on
General Algebra, Linz, Austria, 2001.

• The lattice of varieties of some ternary mode, konferencja AAA60 Workshop on General
Algebra, Drezno, Niemcy, 2000.

• Certain mode varieties and algebras of subalgebras, konferencja AAA58 Workshop on
General Algebra, Wiedeń, Austria, 1999.

• Algebras of subalgebras and reductive modes, konferencja AAA56 Workshop on General
Algebra, O lomuniec, Czechy, 1998.

• Reductive modes, Workshop on General Algebra and Discrete Mathematics, Poczdam,
Niemcy, 1998.

• Ternary affine spaces, Working meeting ”Modes, modals, related structures and appli-
cation”, Centrum Banacha, Warszawa, Polska, 1997.
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• Affine spaces and algebras of subalgebras, konferencja AAA54 Workshop on General
Algebra, Klagenfurt, Austria, 1997.

• Enrichments of affine spaces and algebras of subalgebras, Fifth Mathematical Conference
”Workshop’97”, Gronów, Polska, 1997.

• About algebras of subalgebras, konferencja AAA55 Workshop on General Algebra, Darm-
stadt, Niemcy, 1997.

• poster (prezentacja A. Zamojska-Dzienio): Identities in varieties generated by algebras
of subalgebras, 6th European Congress of Mathematics, Kraków, Polska, 2012.

7. Referaty na seminariach w jednostkach zagranicznych

• Charles University, Praga, Czechy, Entropy and generalized entropy in n-semigroups
and in algebras with neutral element, 2014.

• Charles University, Praga, Czechy, Semilattice ordered algebras, 2013.

• Istytut Matematyki Syberyjskiego Oddzia lu Rosyjskiej Akademii Nauk, Nowosybirsk,
Rosja, Modes and modals, 2007.

• Technische Universität, Darmstadt, Niemcy, Semilattice modes and modals, 2000.

• Technische Universität, Darmstadt, Niemcy, Ternary affine spaces, 1998.

8. Wyjazdy w ramach wspó lpracy naukowej

• Nazarbayev University, Astana, Kazachstan (wrzesień 2015)

• Charles University, Praga, Czechy (lipiec 2014)

• Charles University, Praga, Czechy (marzec 2014)

• Charles University, Praga, Czechy (marzec 2013)

• Yeshiva University, Nowy Jork, USA (sierpień 2011)

• Instytut Matematyki Syberyjskiego Oddzia lu Rosyjskiej Akademii Nauk, Nowosybirsk,
Rosja (marzec 2007)

• Technische Universität, Darmstadt, Niemcy (listopad 2000)

• Technische Universität, Darmstadt, Niemcy (grudzień 1998)

9. Udzia l w krajowych i mie↪dzynarodowych projektach badawczych

• Polsko-Czeski Program Wykonawczy w ramach Umowy mie↪dzy Rza↪dem Rzeczypospo-
litej Polskiej a Rza↪dem Republiki Czeskiej o wspó lpracy w dziedzinie nauki i techniki,

program MNiSW nr 7AMB13PL013/8829/R13/R14, 2013-2014, Algebra ogólna i zas-
tosowania, wykonawca.

• Mie↪dzynarodowy projekt badawczy INTAS nr 03-51-4110 koordynowany przez Unie↪
Europejska↪, 2004-2007, Universal Algebra and Lattice Theory, wykonawca.

• Mie↪dzynarodowy projekt COST Action nr 274 TARSKI z funduszy European Science
Foundation, 2002-2005, Theory and Applications of Relational Structures as Knowledge
Instruments, wykonawca.

• 21 grantów Politechniki Warszawskiej w latach 1995-2015, wykonawca.
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10. Nagrody i wyróżnienia

• Nagroda Rektora Politechniki Warszawskiej za osia↪gnie↪cia naukowe, 2012.

• Indywidualne, naukowe stypendium wyjazdowe dla nauczyciela akademickiego Politech-
niki Warszawskiej przyznane w drodze konkursu nr CAS/19/POKL, 2011.

• Nagroda Rektora Politechniki Warszawskiej za osia↪gnie↪cia naukowe, 2010.

• Nagroda Rektora Politechniki Warszawskiej za osia↪gnie↪cia naukowe, 1998.

11. Wskaźniki s luża↪ce do oceny dorobku naukowego

Sumaryczny impact factor wed lug listy Journal Citation Reports (JCR), zgodnie z rokiem opu-
blikowania (lub wg doste↪pnych danych): 6,121

Liczba cytowań publikacji wed lug bazy:

Web of Science: 20

Scopus: 40

MathSciNet: 31

Powyższe liczby nie zawieraja↪ cytowania pracy opublikowanej pod nazwiskiem A. Trakul.

Wg bazy MathSciNet praca jest cytowana 6 razy (za la↪cznik nr 10); Google Scholar - 21 razy.

Indeks Hirscha (bez pracy opublikowanej pod nazwiskiem A. Trakul) wed lug bazy:

Web of Science: 2

Scopus: 3
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[11] Bošnjak I., Madarász R., Power algebras and generalized quotient algebras, Algebra Univers. 45, (2001),

179–189.
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