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Omowienie celu naukowego ww. prac i osiggnietych wynikow:

R6wnosci entropiczne a algebry pochodne

1. WPROWADZENIE

Rezultaty prezentowane w rozprawie wchodza w zakres algebry uniwersalnej, ale maja swoje
korzenie zaréwno w klasycznych dzialach algebry takich jak teoria grup, poétgrup, pierscieni,
moduléw, jak tez w geometrii, topologii czy logice. Przez (abstrakcyjna) algebre (A, Q) typu
7 : 0 — N rozumiemy zbiér A wraz ze zbiorem 2 operacji okreslonych na A. Do podstawowych
konstrukcji algebraicznych naleza podalgebry, réznego typu produkty oraz obrazy homomor-
ficzne. Przez homomorfizm rozumiemy przeksztalcenie zachowujace strukture algebry. Roz-
maitosciq (quasirozmaitosciq) nazywamy niepusta klase algebr podobnych (tego samego typu),
ktora jest zamknieta ze wzgledu na podalgebry, obrazy homomorficzne oraz produkty proste
(obrazy izomorficzne, podalgebry oraz produkty zredukowane). Stynne twierdzenie Birkhoffa
orzeka, ze klasa algebr jest rozmaitoscig wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje zbior réwnosci, ktory
speliajg wszystkie algebry w tej klasie. Podobnie, klasa algebr jest quasirozmaitosciag wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje zbiér quasiréwnosci (implikacji), ktéry spelniaja wszystkie algebry w
tej klasie.

Wymienione konstrukcje nie zawsze sa wystarczajace do przedstawienia jasnego opisu struk-
tury algebr w (quasi)rozmaitosciach. Sposréd wielu innych sposobéw konstrukeji algebr wy-
bralismy algebry potegowe, algebry podalgebr oraz sumy algebr. Wszystkie bedziemy wspdlnie
okresla¢ jako algebry pochodne [87].

Algebry potegowe zostaty wprowadzone przez Jénssona i Tarskiego [50]. Dla danego zbioru A,
niech P~¢A oznacza zbior wszystkich niepustych podzbiorow A. Dla dowolnej n-argumentowe;j
operacji f: A" — A w naturalny sposob definiujemy jej operacje kompleksowq (nazwa odnosi
sie do ang. stowa complex) na (niepustych) podzbiorach zbioru A:

(1) F: (PagA)" = PooAi (Areeny Ad) = f(Aryo A) = {f(ars . ) | @i € A}

Algebrg potegowq (podzbiordw) algebry (A, Q) nazywamy algebre (PsoA,Q), gdzie Q jest
zbiorem operacji kompleksowych okreslonych przez (1). Jezeli zbiér AS (niepustych) podalgebr
algebry (A, ) jest zamkniety na operacje kompleksowe to algebre (AS, ) bedziemy nazywaé
algebrq podalgebr algebry (A, ).

Ogdlnie, sumq algebr (A;,Q2), dla i € I, indeksowana przez elementy innej algebry (I, $2),
nazywamy algebre (A, Q) okre$lona na roztacznej sumie zbioréw A; w taki sposéb, aby algebry
(A;, Q) byty podalgebrami (A, Q) oraz (I,2) byla jej algebra ilorazowa. Do zdefiniowania ope-
racji w algebrze (A, Q) wykorzystuje sie dodatkowe funkcje okreslone miedzy sktadnikami. W
zaleznosci od wlasciwosci tych przeksztalcen, otrzymujemy rozne rodzaje sum. Do znanych
tego typu konstrukcji naleza sumy nad potkratami powszechnie stosowane w teorii potgrup.
Bardzo waznym przykladem sa sumy Plonki nad Q-pétkratami (czyli tzw. funktorialne sumy
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nad Q-pétkratami). W szczegdlnosci, sumy Plonki pélgrup to tzw. silne pétkraty pétgrup (ang.
strong semilattices of semigroups). W naszym przypadku istotna role odgrywaja réwniez sumy,
w ktorych algebra indeksujaca jest pélgrupa prawo (lub lewo) zerowa.

Motywacja do badan tego typu konstrukeji jest fakt, ze algebry w pewnych klasach moga by¢
reprezentowane wiasnie jako algebry pochodne. Maja one takze ciekawe zastosowania zaréwno
teoretyczne, jak i praktyczne. A co jest rownie wazne, posiadaja przejrzysty opis.

Jednym ze sposobéw charakteryzacji algebr jest wskazanie réwnosci (par termoéw), ktore te

algebry spehiaja. (Méwimy, ze dla pary terméw ¢t = t(xq,...,2,) i u = u(xy,...,z,), algebra
(A, Q) spelia réwnosé t =~ u, jesli dla dowolnych ay, ..., a, € A, t(ay,...,a,) = u(ay,...,a,).
Stosujac zapis t(z1,...,x,) przyjmujemy, ze zmienne termu ¢ naleza do zbioru {xy,...,z,}.)

7, drugiej strony rownosci, ktore spelniaja algebry determinuja ich ogdlng strukture. Do kla-
sycznych przyktadéw nalezy twierdzenie, méwiace o tym, ze skonczona grupa jest przemienna
wtedy i tylko wtedy, gdy jest produktem grup cyklicznych, czy tez fakt, ze skonczona krata jest
algebra Boole’a wtedy i tylko wtedy, gdy jest produktem dwuelementowej kraty:.

Wazna role w opisie algebr pochodnych odgrywaja dwa typy rownosci. Powiemy, ze term ¢
jest lintowy, jesli wszystkie zmienne wystepuja w ¢ co najwyzej raz. Rownosé ¢t =~ u jest liniowa,
jesli oba termy ¢ i u sa liniowe. Natomiast rownosé t =~ u jest regularna, jesli w obu termach
t i u wystepuja te same zmienne. W szczegdlnosci rozwazaé¢ bedziemy rownosci entropiczne i
idempotentne.

Algebre (A, Q) nazywamy entropiczng (medialng), jesli dla kazdej pary jej operacji funda-
mentalnych f: A" —- Aig: A™ — A speliona jest réwnos¢ entropiczna:

(2) g(f(alla s 7a1n)a s 7f<am17 s 7amn)) ~ f(g(a11> cee aam1)7 s 7g<a1n> cee 7amn))~

Méwimy wéwcezas, ze operacje f i g sa entropiczne. Rownowaznie, algebra jest entropiczna,
jesli jej operacje bazowe sa homomorfizmami odpowiednich produktéw. O rozmaitosci V po-
wiemy, ze jest entropiczna, jesli jest rozmaitoscia algebr entropicznych. Réwnosci entropiczne
sg liniowe.

Powiemy, ze algebra (A, () spelia warunek wogélnionej entropicznosci, jesli dla kazdej n-
argumentowej operacji f € () i m-argumentowej operacji g € 2, istniejg m-argumentowe termy

t1,...,t, takie, ze w algebrze (A, Q) prawdziwa jest réwnos¢:
(3) g(f(an, ce ,anl), . ,f((llm, . ,anm)) ~ f(t1<(111, e ,alm), ce ,tn(anl, ce ,(lnm)).
Uogolniona entropicznosé¢ nie musi by¢ réwnoscia liniowa poniewaz termy tq, ..., t, nie musza

by¢ liniowe.
Algebra (A, Q) jest idempotentna, jesli kazda jej bazowa operacja jest idempotentna, tzn.

(4) fla,...,a) = a.

Réwnowaznie, algebra (A, ) jest idempotentna, jesli kazdy jednoelementowy podzbiér A jest
jej podalgebra. Rozmaitos$¢ V jest idempotentna, jesli jest rozmaitoscia algebr idempotentnych.

Algebry idempotentne i entropiczne, nazywamy modami lub algebrami modowymi [94, 99].
Algebry potegowe moddéw sa entropiczne, ale bardzo rzadko idempotentne. Natomiast dla
kazdej algebry modowej istnieje jej algebra podalgebr, ktéra réwniez jest idempotentna i entro-
piczna. Co wiecej, algebry podalgebr istnieja dla kazdej algebry spelniajacej warunek uogélnio-
nej entropicznosci. Stad naturalnym polem do badania takich struktur sa algebry spetiajace
rownosci entropiczne lub idempotentne.



Wyniki wszystkich prac wchodzacych w skiad rozprawy naleza do nurtu badan, ktérych
celem jest ustalenie zaleznosci miedzy rodzajem réwnosci (w tym przypadku entropicznosci,
uogdlnionej entropicznosci, idempotentnosci) spelmionych w algebrach (i klasach algebr), a
struktura tych algebr lub algebr pochodnych. Znanych jest wiele tego typu twierdzen. I tak
na przyklad, rozmaito$¢ V jest zdefiniowana przez réwnosci liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy
jest rozmaitoscia zamknieta na algebry potegowe [40, Theorem 2 (Rozdzial 63)]. Natomiast
rozmaito$¢ V algebr typu 7: 2 — N jest zdefiniowana przez réwnosci regularne wtedy i tylko
wtedy, gdy jest rozmaitoscia zamknieta na 2-elementowe Q-pétkraty [40, Theorem 1 (Rozdzial
63)]. W przypadku, gdy V jest idempotentna rozmaitoscia zdefiniowana przez réwnosci niere-
gularne, jej regularyzacja (rozmaitosé zdefiniowana przez réwnosci regularne prawdziwe w V)
pokrywa sie z klasa sum Plonki algebr z V. Natomiast idempotentna pétgrupa (banda) jest
entropiczna (normalna) wtedy i tylko wtedy, gdy jest silna pétkrata idempotentnych pétgrup
rektangularnych.

Praca [A1] poswiecona jest algebrom uporzadkowanym pétkratowo. Klasa pétkratowo upo-
rzadkowanych algebr z ustalonej rozmaitosci V tworzy rozmaitos¢ Sy. Rozszerzajac wyniki
znane dla pétkratowo uporzadkowanych pétgrup oraz algebr modowych opisano algebry wolne
w rozmaitosci Sy. Nastepnie podano opis kraty podrozmaitosci takiej rozmaito$ci w odniesieniu
do kraty podrozmaitosci rozmaitosci V. W zaprezentowanym opisie wykorzystano tzw. roz-
szerzone algebry potegowe, algebry potegowe z dodatkowa operacja sumy mnogosciowej, ktore
sa naturalnym uogdélnieniem wprowadzonych przez Jénssona i Tarskiego potegowych algebr
Boole’a z operatorami.

Praca [A2] dotyczy rozmaitosci generowanych przez algebry podalgebr modéw z ustalonej
rozmaitos$ci V. Pokazano w niej, ze takie rozmaitosci sa zdefiniowane doktadnie przez rownosci
liniowe i idempotentne prawdziwe w V. Przedstawiona charakteryzacja jest analogiczna do tej,
ktéra podali Grétzer i Lakser w [42] dla rozmaitosci generowanych przez algebry potegowe.
Jednoczesnie daje ona pozytywna odpowiedZ na pytanie postawione w [90, Problem 9.4].

W pracy [A3] udowodniono, ze warunek uogélnionej entropicznosci jest konieczny i wystar-
czajacy na to, aby dla kazdej algebry nalezacej do V istniala jej algebra podalgebr. Tym samym
uzyskano charakteryzacje rozmaitosci algebr spelniajacych warunek uogélnionej entropicznosci
analogiczna do charakteryzacji rozmaitosci entropicznych przedstawionej przez Evansa [28] i
Klukovitsa [55]. Ponadto pokazano, ze entropicznosé i uogélniona entropicznosé sa réwnowazne
m.in. dla algebr z elementem neutralnym. W pracy zostala réwniez postawiona hipoteza
(nierozstrzygnieta do dzis), Ze nie istnieja nieentropiczne algebry z jedna, co najmniej binarna
idempotentna operacja bazowa, ktére spetniaja warunek uogélnionej entropicznosci. Prace [A4]
i [A5] czesciowo potwierdzaja te hipoteze.

Twierdzenie Eckmanna-Hiltona méwi, ze dwie binarne operacje entropiczne okreslone na tym
samym zbiorze, ze wspdlnym elementem neutralnym sa réwne, przemienne i taczne. Gléwnym
wynikiem w pracy [A4] jest uogdlnienie tego twierdzenia na operacje n-argumentowe a takze
pokazanie, ze algebra z elementem neutralnym jest entropiczna wtedy i tylko wtedy, gdy
jest reduktem przemiennego monoidu. Ponadto pokazano, ze w przypadku poétgrup z inwer-
sja (potgrup z pewna dodatkowa operacja unarna) warunki przemiennosci, entropicznosci i
uogolnionej entropicznosci sg rownowazne.
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Praca [A5] dotyczy n-pdlgrup - algebr z jedna n-argumentowa operacja spemiajaca prawo
uogolnionej tacznosci. Dla kazdego n > 2, skonstruowano nieidempotentng i nieentropiczng n-
polgrupe, ktéra ma wlasnosé uogdlnionej entropicznosci. Nastepnie podano szereg przyktadow
n-pélgrup idempotentnych, ktére potwierdzaja hipoteze sformutowana w [A3]. W szczegdlnosci
pokazano, ze jest ona prawdziwa dla idempotentnych n-poétgrup, ktére sa reduktami potgrup
oraz dla idempotentnych n-potgrup skracalnych. Udowodniono takze, ze dla pélgrup spetniaja-
cych réwnosé " ~ x, warunki entropicznosci i uogélnionej entropicznosci sa réwnowazne.

W pracy [A6] badano quandle medialne, czyli idempotentne i entropiczne, lewe quasigrupy.
Pokazano, ze kazdy quandel medialny mozna przedstawic¢ jako algebre pochodng tzw. sume sieci
afinicznych. Taka konstrukcja pozwala skutecznie rozstrzygac, kiedy dwa quandle medialne sa
izomorficzne. Na jej podstawie zostaly opracowane algorytmy stuzace do okreslenia liczby
nieizomorficznych quandli medialnych niskich rzedéw. Uzyskane wyniki istotnie poprawiaja
znane wcezesniej rezultaty:.

Main Theorem [A2] o réwnosciach spelnionych w rozmaitosciach generowanych przez algebry
podalgebr oraz Theorem 3.14 [A6] o reprezentacji quandli medialnych uwazam za najwazniejsze
wyniki prezentowanej rozprawy.

2. ROZMAITOSCI GENEROWANE PRZEZ ALGEBRY KOMPLEKSOWE

Rozszerzenie definicji operacji okreslonej na zbiorze A do operacji zdefiniowanej na podzbio-
rach tego zbioru jest szeroko wykorzystywane i jest naturalnym uogélnieniem mnozenia warstw
w grupach. Na przykiad, operacje kresu gornego i kresu dolnego w kracie idealéw kraty rozdziel-
nej (L, V, ) sa kompleksowymi operacjami odpowiednio V oraz A a w teorii jezykéw formal-
nych, produkt dwdéch jezykow jest operacja kompleksowa konkatenacji.

Algebry kompleksowe, czyli algebry potegowe oraz algebry podalgebr algebry (A, 2), niejed-
nokrotnie dostarczaja nowego, czasami nawet wygodniejszego jezyka do opisu algebry (A, Q).
Uzasadnione sa zatem pytania o whasnosci algebry (A, Q), ktére beda dziedziczone przez algebry
kompleksowe jak i te do jakiego stopnia algebry kompleksowe determinuja algebre (A, ). Do
klasycznych zagadnienn pojawiajacych sie w tym kontekscie naleza pytania o (quasi)réwnosci
spelione przez algebry potegowe oraz pytania kiedy izomorfizm algebr potegowych implikuje
izomorfizm algebr, od ktorych one pochodza tzw. problem globalnego determinizmu.

Systematyczne badania algebr potegowych pdtgrup, czasami nazywanych algebrami global-
nymi, rozpoczeli Tamura i Shafer [111]. Almeida [4] opisal pseudorozmaitosci generowane
przez algebry potegowe pélgrup. Algebry potegowe dowolnych algebr byly badane m.in. w
(32, 102, 41]. Grétzer i Lakser [42] pokazali, ze rozmaitos¢ generowana przez wszystkie al-
gebry potegowe algebr z danej rozmaitosci V jest zdefiniowana dokladnie przez réwnosci li-
niowe prawdziwe w V. Brink [15] oraz Bosnjak i Madarasz [11] badali relacje okreslone na
algebrach potegowych. Natomiast najciekawsze wyniki dotyczace globalnego determinizmu
uzyskano m.in. w [63, 56, 43]. Bargenda, Brink i Vajner [8] przedstawili algebry potegowe w
ujeciu kategoryjnym.

Algebry potegowe maja bardzo liczne zastosowania. Okazaly sie by¢ przydatne m.in. do
reprezentacji innych algebr. Trnkové [112] opisala potegowa reprezentacje dla przemiennych
polgrup a Jezek [47] przedstawil taka reprezentacje dla dowolnych grupoidéw (algebr z jedna
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operacja binarna). Rezultat Trnkovej dowodzi, ze klasa produktéw algebr potegowych podal-
gebr addytywnej polgrupy nieujemnych liczb catkowitych jest rozmaitoscia. Jednak w przy-
padku dowolnych algebr takie klasy moga by¢ bardzo zlozone. Szendrei [110] pokazala, ze nie
musza by¢ nawet aksjomatyzowalne.

Algebry kompleksowe sa w naturalny sposob uporzadkowane przez relacje inkluzji i tym
samym stanowia przyktad tzw. algebr uporzadkowanych [29, 10, 18]. Odgrywaja one istotna role
m.in. w logice, zar6wno jako modele teorii pierwszego (i wyzszych) rzedu, jak i ze wzgledu na
algebraiczng semantyke nieklasycznych logik, ktore wyrosty w XX wieku w lingwistyce, filozofii,
matematyce i informatyce. Na przyklad, kratowo uporzadkowane grupy petia podstawowa role
w badaniu algebr logik, natomiast MV-algebry sa algebraicznym odpowiednikiem nieskonczenie
wartosciowej logiki Lukasiewicza.

W szezegdlnosei algebry potegowe mozna traktowaé jako algebry Boole’a (podzbioréw) i
przedstawia¢ jako tzw. algebry Boole’a z operatorami wprowadzone przez Jonssona i Tarskiego
[50] do uogdlnienia twierdzenia o reprezentacji Stone’a dla algebr Boole’a. Ogdlny opis roz-
maitosci algebr Boole’a z operatorami, ktore mozna reprezentowaé przez potegowe algebry
Boole’a (z operatorami) podat Goldblatt [38]. Przykltadami takich rozmaitosci sa m.in. roz-
maitosci algebr domknie¢, algebr relacyjnych, algebr cylindrycznych czy tez algebr modalnych.
Ostatni przyktad okresla dobrze znana dualno$¢ miedzy modelami algebraicznymi jakimi sa al-
gebry modalne a odpowiadajacymi im modelami relacyjnymi, czyli modelami Kripkego. Jedna z
prob aksjomatyzacji klas potegowych algebr Boole’a z operatorami podjeli Hodkinson, Mikulas
i Venema [44]. Jipsen [49] pokazal, ze rozmaitosci generowane przez potegowe algebry Boole’a
(z operatorami) pélgrup nie sa skoriczenie bazowalne.

Algebry potegowe mozna takze rozwazac jako algebry uporzadkowane kratowo lub pétkratowo.
Zaréwno w algebrach Boole’a z operatorami jak i algebrach uporzadkowanych (pé6t)kratowo ope-
racje bazowe sa monotoniczne wzgledem relacji porzadkujacej i stad takie algebry sa algebrami
uporzadkowanymi w sensie opisanym w [18].

Dla danej klasy K algebr podobnych, niech H(K), S(K) oraz P(K) oznaczaja, odpowiednio,
klase wszystkich obrazéw homomorficznych, podalgebr i produktow algebr z klasy K. Stad
HSP(K) oznacza najmniejsza rozmaitosé zawierajaca K.

A. Algebry uporzadkowane pétkratowo

Niech U bedzie rozmaitoscia wszystkich algebr (A, ) ustalonego typu 7: 2 — N i niech
VY C U bedzie podrozmaitoscia U. Algebre (A, €2, +) nazywamy pdtkratowo uporzqedkowanaq
V-algebrq, jesli (A,Q) € V, (A,+) jest (gérna) pdltkrata oraz wszystkie operacje ze zbioru €2
sa rozdzielne wzgledem operacji +, tzn. dla kazdej 0 # n-argumentowej operacji w € () oraz
ai,...,a;, b ... a, € A:

(5) w(ay,...,a; +biy...,a,) =wl(ay,...,6;...,6,) +wlay, ... by... a,).

Klasa wszystkich poétkratowo uporzadkowanych V-algebr tworzy rozmaitosé oznaczana Sy.

Przyktadami potkratowo uporzadkowanych algebr sa addytywnie idempotentne polpierscie-
nie, kraty dystrybutywne, czy tez modaty - potkratowo uporzadkowane algebry idempotentne
i entropiczne (algebry modowe) [94]. Algebra (R, R, max) okreslona na zbiorze liczb rzeczy-
wistych, gdzie R jest zbiorem binarnych operacji sredniej wazonej p : R x R — R; (z,y) —
(1 — p)x + py, dla kazdego p € R, jest przykladem modatu. -
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Algebra (P=oA, 2, U), gdzie U oznacza sume mnogos$ciowa zbioréw, jest kolejnym przykla-
dem potkratowo uporzadkowanej algebry. Bedziemy ja nazywaé rozszerzong algebrqg potegowq.
Algebra (PS§A,Q,U) wszystkich skonczonych niepustych podzbioréw A jest jej podalgebra.
Rozszerzone algebry potegowe sa uogélnieniem algebr Boole’a z operatorami, ktére wprowadzili
Jonsson i Tarski [50].

Podrozmaitosci danej rozmaitosci algebr R tworza krate zupelna L ze wzgledu na relacje za-
wierania. Mimo, ze ta krata jest czesto bardzo skomplikowana, to jakakolwiek wiedza o jej struk-
turze daje wazne narzedzie do analizy rozmaitosci R. Jak wiadomo, teorie rownosciowe mozna
bezposrednio scharakteryzowa¢ poprzez algebraiczna strukture algebr wolnych, a dokladniej
krata L jest dualnie izomorficzna z krata w pehi niezmienniczych kongruencji algebry Fr(X)
wolnej w R, o przeliczalnym (nieskoriczonym) zbiorze generatoréw X.

W pracy [Al] podaliSmy opis kraty Ls, podrozmaitosci rozmaitosci Si; w odniesieniu do
kraty L podrozmaitosci (dowolnej) rozmaitosci U. Kluczowa role w tym opisie odgrywaja
rozszerzone algebry potegowe algebr wolnych. Postaé¢ takiej kraty dla dowolnej rozmaitosci
nie byla dotad znana. Opisane byly kraty podrozmaitosci tylko dla bardzo szczegdlnych
rozmaitosci pétkratowo uporzadkowanych algebr. McKenzie i Romanowska [62] pokazali, ze
jest dokladnie 5 rozmaitosci potkratowo uporzadkowanych poétkrat. Ghosh, Pastijn i Zhao
(66, 34, 65] rozszerzyli ten wynik dowodzac, ze krata wszystkich podrozmaitosci rozmaitosci
potkratowo uporzadkowanych pétgrup idempotentnych jest dystrybutywna i zawiera 78 ele-
mentéw. Kufil i Poldk [59] przedstawili opis kraty podrozmaitosci rozmaitosci wszystkich
pétkratowo uporzadkowanych pélgrup stosujac tzw. dopuszczalne operatory domkniecia (ang.
admissible closure operators). W swoim opisie oparli sie na wlasnosciach pétgrup. Kearnes
[53] pokazal, ze z kazda rozmaitoscia S entropicznych modaléw (moddw pdtkratowych) mozna
zwiazaé przemienny poélpierécien, ktérego krata kongruencji jest dualnie izomorficzna z krata
wszystkich podrozmaitosci rozmaitosci S.

Niech Fy(X) oznacza algebre wolng w rozmaitosci ¥V C U, o przeliczalnym (nieskoniczonym)
zbiorze generatoréw X. W pracy [Al] pokazaliSmy, ze algebra (PS§Fy(X), 2, U) ma wiasnosé
uniwersalnosci w rozmaitosci Sy [Al, Theorem 3.1]. W szczegdlnosci opisalismy algebry wolne
w rozmaito$éi Sy C Si5, uogdlniajac rezultaty z [59, 114, 96] dla pétkratowo uporzadkowanych
poétgrup oraz modatow.

Twierdzenie 2.1 (A1, Corollary 3.3). Algebra (P<§Fyv(X),,U) jest wolna nad zbiorem X w
rozmaitosci Sy wtedy i tylko wtedy, gdy (P<§Fyv(X),Q,U) € Sy.

Stad algebra (PS§Fi(X),Q,U) jest wolna nad zbiorem X w rozmaitosci Si. Zasadnicza
trudnos$¢ w opisie kraty Ls,, podrozmaitosci rozmaitosci S stanowil fakt, ze dla dwoch réznych
podrozmaitosdci V, W C U, rozmaitosci Sy 1 Syy moga by¢é réwne [Al, Example 3.5]. Niech A
bedzie zbiorem. Aby wyselekcjonowaé tylko te rozmaitosci ¥V C U, ktére wyznaczaja rozne
podrozmaitosci Sy, dla relacji © C PsgA x P-oA zostala zdefiniowana relacja OC AxA
(podobna relacja dla pétgrup zostala podana w [59]):

(t,u)e©® < ({t},{u}) coO.

Niech Cong(Fy(X)) bedzie zbiorem wszystkich w petni niezmienniczych kongruencji algebry
(Fy(X), ) 1 oznaczmy przez Cong(PS§ Fy(X)) zbidr wszystkich w pelni niezmienniczych kon-
gruencji algebry (PS§Fy(X), Q,U). Jezeli © € Cong(PsyFy(X)) toréwniez © € Cong(Fy(X))
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[A1, Lemma 3.7]. Stad kazda kongruencja © € Cong(PSs Fy(X)) okresla podrozmaitosé Ug :=
HSP((F5(X)/ o, )) rozmaitosci U. Z drugiej strony, dla kazdej podrozmaitosci Sy C Sy, ist-
nieje kongruencja © € Cong(PsyF5(X)) taka, ze Sy = S5 W [Al] pokazalismy, ze podroz-
maitosci rozmaitosci S sa dwojakiego rodzaju. Niech

Conf (P55 Fis(X)) := {© € Cong(Ps{Fis(X)) | © = [ ®, ® € Cong (P Fs(X)), © = O}
Poniewaz dla ©; # 0y € Con}(P<f Fis(X)), Sy, # Svg, [Al, Theorem 3.14], to dla kazdej
kongruencji © € Con [ (Py Fi5(X)), podrozmaitosci

S, = HSP((PZ¢ Fs(X)/0,Q,U)),

stanowia tzw. gldwne wezlty (ang. main knots) kraty Ls, [Al, Theorem 4.1, Corollary 4.4].

Niech £L%(U) := {Ug C U | © € Conf(PsyFys(X))}.
Twierdzenie 2.2 (Al, Corollary 4.8). Krata ({Ss, | © € Con} (PS¢ Fs(X))}, ©) wszystkich
gldwnych weztdw jest izomorficzna z kratg (L*(U), C). Dla Ug , Ug, € LT(U):

SUC:)I V SUé2 = SUél\/ U(:)Q = SU . Oraz SUél N SU(:)2 = SU .

©1NO9y ©1VOy
Nalezy przy tym zwréci¢ uwage, ze rozmaitosé U@?w@ réowna jest rozmaitosci Ug V Ug,,
ale rozmaitosci 69/1762 i1 Ug, N Ug, nie musza by¢ réwne.

Z drugiej strony dla kazdej podrozmaitosci & C Sy, ktéra nie jest gléwnym wezlem istnieje
najmniejszy gtéwny wezel, w ktorym jest ona zawarta. Aby scharakteryzowa¢ podrozmaitosci
drugiego typu wprowadziliSmy pojecie podrozmaitosci zachowujacych rozmaitosé V.

Powiemy, ze nietrywialna podrozmaito$é K rozmaitosci Sy zachowuje V, jesli K € Syy dla
zadnej wlasciwej podrozmaitosci W C V.

Dla©, ¥ € Cong(Ps§ Fi5(X)), nietrywialna podrozmaitosé S = HSP((PS§ Fis(X) /P, Q,U)) C
Si zachowuje Ug wtedy 1 tylko wtedy, gdy U = O. Zatem kazda podrozmaitos¢ S C S jest
albo gléwnym wezlem S albo zachowuje St , dla pewnej kongruencji © € Con ¥ (P F(X)).

Niech dla © € Con}(Py Fi5(X))

Con}(P5y Fis, (X)) = {t € Cong(PSy Fy (X)) | 1 = idgs (x) 1 (PS5 Fog (X) /4, Q) € Ug).
Twierdzenie 2.3 (A1, Theorem 5.4). Niech © € Con}(PSy Fi5(X)).

Conld(P<¢ Iy (X)), C) tworzy polkrate zupelng, dualnie izomorficzng z pétkratq wszystkich
i \/'>0 L'0g Y
podrozmaitosci rozmaitosci Sy, kidre zachowujq Ug.

Stad dowolna podrozmaito$¢ S C S moze byé jednoznacznie opisana przez dwie kongru-
encje: © € Conf(P5y Fs(X)) oraz a® € Cong(PS§ Fis, (X)).

Aby poda¢ kompletny opis kraty Ls, wprowadziliSmy jeszcze dwie relacje. Niech © €
Conf (P Fs(X)), ¥ € Cong(Ps§ Fs(X)) i1 € Conj (PS5 Fis, (X)). Dla podzbioréw Q, R €

P Fs(X), Q9, R® € P<¢(Fi5(X)/0) oraz Q¥, R” € P<¢(Fy(X)/W):
(Q\iaR\i) €dy & (Q,R)eV oraz
(@Q,R) €A, & (Q°R®) e

Niech dla a® € Cong (PS¢ Fis, (X)), Sao = HSP((PS§ Fys(X)/a®, Q,U)). Gléwny rezultat
pracy [Al] stanowi nastepujace twierdzenie:



Twierdzenie 2.4 (Al, Theorem 5.12). Krata
(L(Ss) = {S5e | © € Conf(PSE Fs(X)), a® € Conlf(Py Fis, (X))}, C)

jest kratq wszystkich podrozmaito$ci rozmaitosci Si;. Dla Sﬁ:,Sg; € L(Sy)

= 3 OA ~nA ~ = 5 OA ~vA ~ OA ~vA -
C] BY a® ¥ ] BY a® "TgY¥ a® " Tg¥
S5 VSh =S8 oraz S5 NS, =8 =
U@ U\I, Um U@ U\f, UA é/\mﬁ\f, U’Y‘ )
; o R <w
gdzie T := N ¢ € Cong (P Fis(X)).
®eCong(PS Fis(X))
@:AaévAﬁq’

Opis kraty Ls, przedstawiony w Twierdzeniu 2.4 nie wymaga znajomosci wszystkich w
pelni niezmienniczych kongruencji algebry (PS§Fi(X),$2,U). Z drugiej strony, znajac zbidr
Cong(P<y Fi5(X)) opis ten mozna istotnie uproscié. Kazda podrozmaito$é S réwna jest roz-
maitosci HSP((P<iFi(X) /¥, 2, U)), dla pewnej kongruencji ¥ € Cong(Ps§ Fi5(X)). Niech© €
Conf (PS¢ F5(X)) bedzie taka, ze U = ©. Wtedy kongruencje a® mozna zastapié¢ przez kongru-
encje 6% € Cong(PSf Fis, (X)) 1 wowezas S = SQZ = Sg‘g. Stad dla ¥, ® € Cong (PS¢ Fis(X))
i Spt, St € L(S):

(6) Syt V St = Sgiot oraz Spt NSyt = St

vne vve

Dla dowolnej rozmaitosci ¥V C U, w oparciu o (6), podany jest algorytm [A1l, Rozdzial 6]
znajdowania kraty Ls,,, jesli znana jest krata £y. W szczegdlnosci, postepujac zgodnie z tym
algorytmem uzyskamy opis kraty podrozmaitosci rozmaitosci modatéw dowolnego typu. Jak
bardzo zlozona moze to by¢ krata pokazuja wyniki z prac (82, 83, 86].

Algorytm pozwala takze skutecznie wskaza¢ te podrozmaitosci V C U, ktore wyznaczaja
gléwne wezly w kracie Ls,;. A mianowicie, jezeli zbiér

Cony := {¢ € Cong(PSYFy(X)) | ¢ = idp,(x) oraz (PG FY(X) /¥, Q) € V}

nie jest pusty, to Sy # Sy, dla zadnej wlasciwej podrozmaitosci W C V. Stad, jesli V jest
zdefiniowana tylko przez réwnosci liniowe to z'dp;g) mox) € Cony 1 Sy jest gtéwnym weztem w
kracie Lsg,;.

Niech M bedzie rozmaitoscig algebr idempotentnych i entropicznych typu 7: £ — N i niech
(A, Q) € M. Zdefiniujmy relacje a C P=oA x P=oA:

XaY & (X)=(Y),
gdzie (X) jest podalgebra (A, 2) generowana przez zbiér X. Poniewaz a = id 4, to na mocy [A2,

Theorem 2.5], a € Con g 1 Sy jest gléwnym wezlem w kracie Lg,,. Podobnie bedzie dla kazde;
liniowej podrozmaitosci M. Kongruencje a wykorzystamy jeszcze w nastepnym podrozdziale.

B. Algebry podalgebr

Mozna teraz postawi¢ pytanie o dokladniejsza np. réwnosciowa charakteryzacje gtownych
weztéw w kracie Lg,;. Z Twierdzenia 2.1 wynika, ze do takiej charakteryzacji niezbedna bedzie
aksjomatyzacja algebr podzbioréw i pewnych ich algebr ilorazowych.
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Dla dowolnej rozmaitosci V C U, Gritzer i Lakser [42] scharakteryzowali réwnosci w roz-
maitosci:
VY = HSP({(P=04,Q) | (A,Q) € V}).
Analogiczna charakteryzacje dla pétgrup podal Almeida [5, Rozdziat 11]. Oczywiscie, V C V.

Twierdzenie 2.5 (Grétzer-Lakser). Niech ¥V C U. Rozmaito$é VX spetnia dokltadnie te
rownosci, ktore sq konsekwencjami réwnosci lintowych prawdziwych w V.

Whiosek 2.6. [42] Niech V C U. VX =V wtedy i tylko wtedy, gdy V jest zdefiniowana przez
rownosci liniowe.

Rozmaitos¢ VX, := HSP({(P<yA, Q) | (A,Q) € V}) generowana przez algebry potegowe
podzbioréw skonczonych jest podrozmaitoscia VY. Z analizy dowodu Twierdzenia 2.5 wynika,
ze obie rozmaitosci sa réwne, tzn. VX, = VI oraz, ze algebra (PS§Fy(X),Q,U) spelia
dokfadnie te réownosci, ktore sa konsekwencjami réwnosci liniowych prawdziwych w V. To
implikuje, ze algebra (PS§Fy(X), 2, U) jest wolna w rozmaitosci Sy wtedy i tylko wtedy, gdy
V jest zdefiniowana przez réwnosci liniowe [86].

W przypadku, gdy V jest zdefiniowana rowniez przez réwnosci nieliniowe, gtowny wezet w
kracie Ls,, bedzie wyznaczony przez pewien obraz homomorficzny algebry (PS¢ Fy(X), 2, V).
Na przyklad, dla dowolnej algebry (A, 2), algebra (P=oA, Q) jest idempotentna wtedy i tylko
wtedy, gdy kazdy (niepusty) podzbiér A jest podalgebra (A, (2) [86] (algebry speliajace taki
warunek nazywane sa konserwatywnymi). To sugeruje, ze w przypadku rozmaitosci idempo-
tentnych, istotna role odgrywac¢ beda algebry podalgebr.

Niech dla algebry (A, 2), AS bedzie zbiorem wszystkich jej (niepustych) podalgebr. Ogdlnie,
zbiér AS nie musi by¢ zamkniety na operacje kompleksowe. Ale jedli tak jest, tzn. dla dowolnej
n-argumentowej operacji f € Qidla Ay,..., A, € AS, f(A,..., A,) € AS, to (AS,Q) jest
podalgebra (P=oA, ) i algebre (AS, Q) nazywamy algebrq podalgebr algebry (A, ). Méwimy
wtedy, ze algebra (A, Q) ma wlasno$é domkniecia na podalgebry. Algebra (AP, ) wszystkich
skoriczenie generowanych podalgebr (A, Q) jest podalgebra (AS,Q). Na przyklad, niech I°
oznacza otwarty przedzial jednostkowy w R. Wtedy (RS, {p | p € I°}) jest algebra podzbioréw
wypuktych przestrzeni R. a

Romanowska i Smith pokazali, ze algebry podalgebr istnieja dla wszystkich algebr entro-
picznych. Stad kazda algebra entropiczna ma wlasno$¢ domkniecia na podalgebry. Udowodnili
réwniez, ze jezeli algebra (A, Q) jest idempotentna to algebra (AS,Q) (jesli istnieje) tez jest
idempotentna i (A, Q) mozna zanurzy¢é w jej algebre podalgebr. Zatem, jesli (A, ) jest al-
gebra modowa, to (AS, Q) réwniez jest algebra modowa speliajaca wszystkie réwnosci liniowe
prawdziwe w (A, ). Taka wlasnosé ”samo-powielania” jest jedna z wazniejszych konsekwencji
polaczenia idempotentnosci i entropicznosci w algebrach modowych. Co wiecej, jezeli (A, Q)
jest algebra modowa to (AS, +) jest (gérna) pétkrata z operacja A; + As := (A1 U As) okreslona
dla Ay, Ay € AS. Poniewaz obie struktury, modowa i pétkratowa, taczy prawo rozdzielnosci
(5), algebra (AS, Q, +) jest modatem. Algebra (AP, €, +) jest jej podalgebra. Algebry modowe
podmodéw i ogdlnie, modaly, byly szczegétéwo badane w monografii [94] a takze m.in. w
[105, 106, 93, 96, 97, 80, 79, 70, 71].

Algebra (AS,Q, +) jest izomorficzna z algebra ilorazowa (P-oA/a,Q2,U) oraz (AP, 2, +) =
(Psy AJa, ©2,U) [A2, Theorem 3.3, Corollary 3.4].
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Romanowska i Smith pokazali [94], ze dla kazdej podrozmaitosci ¥V modéw zdefiniowanej
przez réwnosci liniowe, algebra wolna w Sy jest (Fy,(X)P,€),+). Uzasadnione jest zatem py-
tanie, postawione w [90, Problem 9.6] (a wczesniej w [70]), o réwnosci spelnione przez algebry
podalgebr. Ogdlnie, nie ma uniwersalnej techniki, aby okresli¢ jakie nieliniowe réwnosci beda
spelione w takich algebrach.

Niech V C U bedzie rozmaitoscia, w ktorej kazda algebra ma wlasno$é¢ domknigcia na podal-
gebry i niech

VS = HSP({(AS,Q) | (4,Q) € V}).

Oczywisci VS jest podrozmaitoscia V3 i spelnia wszystkie rownosci liniowe prawdziwe w V.
Rozmaitos¢ VP := HSP({(AP,Q) | (A,Q) € V}) jest jej podrozmaitoscia. Charakteryzacja
rozmaitosci VS, podobna do przedstawionej przez Gratzera i Laksera w Twierdzeniu 2.5 dla
rozmaito$ci VX, nie jest znana. Dla rozmaitosci V algebr idempotentnych otrzymujemy:

VCVSCTIVCVY,

gdzie 7V oznacza idempotentna podrozmaitos¢ VY. Warto w tym miejscu podkresli¢, ze
inkluzja ¥V C VS nie musi zachodzi¢ ogdlnie. Na przyklad dla rozmaitosci A grup abelowych,
AS jest rozmaitoscig pétkrat. Z drugiej strony, jesli rozmaitosé V jest zdefiniowana tylko przez
rownodci liniowe, to VS C V. Zatem, jezeli idempotentna rozmaito$é¢ zdefiniowana jest przez
rownosci liniowe to VS = V. To sugeruje pytanie, czy dla rozmaitosci idempotentnych liniowos¢
bedzie warunkiem koniecznym, aby rozmaito$ci VS i V pokrywaly sie. Nastepujaca hipoteza
(ktérej inspiracja pochodzi z [70]), zostala postawiona w [A2]:

Hipoteza 2.7 (A2, Conjecture 1.3). Idempotentna rozmaitosé V taka, ze kazda algebry (A, Q) €
V ma wtasnosé domkniecia na podalgebry, pokrywa sie z rozmaitosciq VS wtedy i tylko wtedy,
gdy baza réwnosciowa rozmaitosci V sktada sie z rownosci idempotentnych i lintowych.

Hipoteza nie jest prawdziwa bez zalozenia idempotentnosci. W [A3, Example 5.10] pokaza-
lismy, Ze istnieje nieidempotentna rozmaitosé V entropicznych grupoidéw (G, -) zdefiniowana
przez réwnosci nieliniowe (x - z) -y~ z-yoraz y- (r-x) =~y - x, dla ktérej V = VS.

Czedciowe rozwiazanie dlugo otwartego problemu [90, Problem 9.5] stanowi najwazniejszy
wynik pracy [A2]. Niech M C U bedzie rozmaitoscia wszystkich modéw typu 7: Q@ — N.

Twierdzenie 2.8 (A2, Main Theorem). Niech V C M bedzie podrozmaitoscig modow i niech
VY bedzie lokalnie skoriczona. Rozmaitosé VS spetnia doktadnie te rownosci, ktore sq konsek-
wencjami rownosci idempotentnych i lintowych prawdziwych w V.

Jako bezposredni wniosek z Twierdzenia 2.8 otrzymujemy potwierdzenie Hipotezy 2.7, a tym
samym pozytywna odpowiedz na [90, Problem 9.5], w przypadku rozmaitosci ¥V C M modéw,
dla ktoérej rozmaitos¢ VX jest lokalnie skoriczona.

Whiosek 2.9 (A2, Corollary 3.16). Niech V C M i niech VX bedzie lokalnie skoriczona. Wtedy
V = VS wtedy 1 tylko wtedy, gdy V zdefintiowana jest doktadnie przez réwnosci idempotentne i
lintowe.

Twierdzenie 2.8 dowodzimy (w sposéb catkowicie odmienny od tego, ktéry zaprezentowali
Grétzer i Lakser w [42]) pokazujac, ze kazda algebra ilorazowa algebry z lokalnie skoniczonej
rozmaito$ci V¥, ktora nalezy do ZV, nalezy takze do podrozmaitosci VS. W tym celu, dla
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algebry (A, ), definiujemy relacje p C PsgA X PsoA:

X pY <& istnieja k-argumentowy term ¢ i m-argumentowy term s takie, ze
XCty,Y,....,Y) 1 YCs(X, X,...,X).

W przypadku, gdy (A, Q) jest algebra modowa, p jest Z-replikq algebry (PsoA, Q,U), to znaczy,
jest najmniejsza kongruencja w zbiorze wszystkich kongruencji v algebry (PsoA, 2, U), takich
ze algebra ilorazowa (PsgA/7v, 2, U) jest idempotentna. Ponadto, kongruencje p i o pokrywaja
sig, gdy ograniczymy je tylko do podalgebry (PS¢ A, Q2,U).

Zalozenie o lokalnej skoniczonosci rozmaitosci VX jest istotne, aby w serii lematéw [A2,
Lemma 3.6, 3.7, 3.8, 3.10] pokaza¢, ze rozmaitos¢ pVX2 = HSP({(Ps§A/p, V) | (4,Q) €
V}) réwna jest idempotentnej podrozmaitosci ZVEY | rozmaitosci VEZ ) := HSP({(Psy' A4, Q,U) |
(A,Q) € V}). A to juz implikuje, ze VS = VP = HSP({(P<5A/p, Q) | (A, Q) € V}) [A2, The-
orem 3.12 1 3.14].

Algebry idempotentne i entropiczne (algebry modowe) byly intensywnie badane od péznych
lat 30-tych ubieglego stulecia i nadal pozostaja w kregu zainteresowania badaczy. Dzieje si¢
tak, gdyz algebry modowe obecne sg m.in. w geometrii afinicznej, programowaniu liniowym,
kombinatoryce, teorii agregacji, teorii zbioréw wypuktych, geometrii rézniczkowej, teorii weztow
oraz w wielu problemach CSP. Znajduja tez liczne zastosowania w informatyce, fizyce, biologii,
ekonomii, czy tez w wielokryteriowych metodach podejmowania decyzji. Algebry modowe w
systematycznym ujeciu zostaly przedstawione w dwoch monografiach Romanowskiej i Smitha
[94, 99]. Jednymi z najwazniejszych przykladéw modéw sa idempotentne redukty i podredukty
(podalgebry reduktéw) moduléw nad przemiennymi pierécieniami R z jednoscia. Pely idem-
potentny redukt R-modutu jest rownowazny przestrzeni afinicznej nad pierscieniem R i dlatego
nazywany jest R-przestrzeniq afiniczng lub bardziej ogdlnie, przestrzenia afiniczng.

C. Wiasnosé¢ uogdlnionej entropicznosci

Niech (A,Q) i (B, ) beda algebrami podobnymi i niech Map(A, B) bedzie zbiorem wszyst-
kich przeksztalcenn ¢: A — B. Dla n-argumentowej operacji f € i funkcji ¢1,..., ¢, €
Map(A, B) odwzorowanie

f(@la"w(pn): A— B7 f(gOl,,QOn)(a) = f(<)01<a>7730n(a)>

nazywamy indukowanym przez f. Zbiér Map(A, B) wraz z operacjami indukowanymi przez
operacje z ) tworzy algebre (Map(A, B),2) typu 7: 2 — N.

Powiemy, ze algebra (A, Q) ma wlasnosé domkniecia na endomorfizmy (ang. the endomor-
phism closure property), jesli dla kazdej n-argumentowej operacji f € € i endomorfizméw
©1,...,0n € End(A) algebry (A,Q), indukowane przez f przeksztalcenie f(p1,...,¢,) jest
réwniez endomorfizmem tej algebry. Innymi stowy, (End(A), Q) jest podalgebra (Map(A, B), Q).
Evans [27, 28] i Klukovits [55] podali nastepujaca charakteryzacje rozmaitosci algebr entropicz-
nych.

Twierdzenie 2.10 (Evans, Klukovits). Rozmaitosé V jest entropiczna wtedy i tylko wtedy, gdy
kazda algebra w V ma wtasnosé domkniecia na endomorfizmy.

Dla rozmaitosci V, rozmaitos¢ VS jest okreslona tylko pod warunkiem, ze kazda algebra
(A,Q) € V ma wlasnosé domkniecia na podalgebry. Oczywiscie warunku tego nie speiaja
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wszystkie rozmaitosci. Przykladem jest rozmaito$é¢ generowana przez grupe Ss. Jak juz wspom-
nielismy, warunkiem wystarczajacym na to, aby istniata rozmaitosci VS jest np. zalozenie, zeby
rozmaito$¢ V bytla entropiczna. Nie jest to jednak warunek konieczny.

Niech V bedzie rozmaitoscia grupoidéw. Evans [27] pokazal, ze kazdy grupoid (A,-) € V
ma wlasnos¢ domkniecia na podalgebry wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja binarne termy ¢; i to
takie, ze rownos¢

(7) (a-b)-(c-d)~ti(a,c)-ta(b,d)

jest speliona w V. W pracy [A3] uogdlniliémy wynik Evansa na przypadek rozmaitosci algebr
dowolnego typu otrzymujac rezultat analogiczny do charakteryzacji Evansa i Klukovitsa.

Twierdzenie 2.11 (A3, Proposition 2.2). Rozmaitos¢ V spetnia warunek uogdlnionej entro-
picznosct wtedy 1 tylko wtedy, gdy V ma wtasnosé domkniecia na podalgebry.

Fakt, ze uogélniona entropicznosé gwarantuje istnienie rozmaitosci VS znany byt juz wezesniej
[70]. Dowdéd implikacji w druga strone opiera sie na wlasnosciach algebr wolnych w V.

Uogolniony warunek entropicznosci jest szczegolnym przypadkiem rektangularnej uogélnionej
bisymetrii (ang. the rectangular generalized bisymmetry), ktéra odgrywa istotna role w agre-
gacji zgodnej oraz w modelach mikroekonomicznych [1].

Warto zwrécié uwage, ze samo istnienie algebry endomorfizméw (End(A), ) nie implikuje, ze
algebra (A, ) jest entropiczna [26]. Podobnie, dla pojedynczej algebry (A, Q) istnienie algebry
(AS, Q) nie gwarantuje, ze (A, ) ma wlasnosé¢ uogélnionej entropicznosci [A3, Example 2.3].

Podobna odpowiedniosé, ale w wezszym sensie, uzyskali Bosnjak i Madarédsz [14], pokazujac,
ze rozmaitos¢ V algebr (A, Q) ma wlasnosé domkniecia na retrakcje (idempotentne endomor-
fizmy) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej n-argumentowej operacji f € € spelia réwnosé
diagonalng:

(8) f(f(aflla o 7an1)a cee 7f(aln7 s >ann)> ~ f(a117 cee aa'nn)-

Bosnjak i Madarasz réwniez badali klasy algebr posiadajacych wtasnos¢ domkniecia na pod-
algebry [13]. W oparciu o nasze rezultaty pokazali, ze klasa algebr skonczonych ustalonego
typu, ktora ma wiasnos¢ domkniecia na podalgebry nie jest zamknieta na skoriczone produkty
proste oraz nie jest globalnie zdeterminowana.

Podobnie jak zbiér podalgebr algebry modowej (A,2), réwniez zbiér Hom(A, B) homo-
morfizméw z algebry modowej (A, Q) w algebre modowa (B, ) ma strukture algebry typu
7: Q — N, tzn. dla dowolnej operacji f € Q oraz homomorfizméw ¢, ..., ¢, € Hom(A, B),
odwzorowanie indukowane f(¢1,...,¢,) nalezy do Hom(A, B). Algebra (Hom(A, B), Q) jest
tzw. modem homomorfizmdw. Adaricheva, Romanowska i Smith [3] pokazali, ze dla modéw
spehiajacych réwnosé diagonala (8), algebra homomorfizméw modéw jest podalgebra algebry

(A x B)S,Q).

Hipoteza 2.7 pozostaje nierozstrzygnieta w przypadku rozmaitosci idempotentnych, ale nie-
entropicznych. Nie jest znany zaden przykiad idempotentnej i nieentropicznej rozmaitosci V,
dla ktorej VS = V. Rozmaitosci V generowane przez algebry przedstawione w [A3, Example
3.1] maja wlasnos¢ domkniecia na podalgebry, ale V # VS.

Hipotezy 2.7 nie mozna tez wzmocni¢ w tym sensie, ze istnieje idempotentny grupoid (G, ),
posiadajacy algebre podalgebr (mimo, ze nie spelia warunku (3)), dla ktérego HSP((GS, -)) =
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HSP((G,-)), ale HSP((G,-)) nie jest zdeterminowana przez réwnosci liniowe i idempotentne
[A3, Rozdziat 6].

Pozostaje wiec pytanie o réwnosci spelnione w rozmaitosci VS, w przypadku dowolnej idem-
potentnej rozmaitosci V speliajacej warunek (3). Aby na nie (przynajmniej czesciowo) odpo-
wiedzie¢ wprowadziliSmy dla pary termow pojecie tzw. pdéHiniowego prekursora.

Roéwnosé t* ~ s nazywamy potliniowym prekursorem uporzadkowanej pary terméw (t,s),

jezeli istnieja termy 7;(a;1, . . ., ai, ), takie, ze
§ - 8*(r11(a_1>7 s 7T1l1 (CL_1>, s ;Tn1<m)7 s Jrnln(a_n>>7
gdzie @; = (aj,...,ay,), s* jest liniowym termem, z ktérego otrzymujemy term s oraz t* jest

liniowym termem, z ktérego otrzymujemy term t.

Twierdzenie 2.12 (A3, Theorem 5.3). Niech V bedzie rozmaitoscia spetniajaca warunek (3).
Wtedy VS spetnia rownosé t = s wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq potliniowe prekursory par
(t,s) oraz (s,t), oba prawdziwe w V.

Mimo, ze Twierdzenie 2.12 nie rozwiazuje problemu w sposéb konstruktywny, to jest bardzo
wygodnym narzedziem do sprawdzania, ktére z rownosci prawdziwych w rozmaitosci V nie beda
spelione w VS.

3. ENTROPICZNOSC I UOGOLNIONA ENTROPICZNOSC W ALGEBRACH Z OPERACJA LACZNA

Kazda poélgrupa przemienna jest entropiczna. Ta obserwacja jest rowniez prawdziwa w
ogdlniejszym przypadku. Klasyczng definicje prawa tacznosci operacji binarnej mozna roz-
szerzy¢ na operacje o dowolnej liczbie argumentow w nastepujacy sposob. Niech 1 < n € N.

Powiemy, ze operacja f: A" — A jest lgczna, jesli dla dowolnych aq,...,as,-1 € A
f(f(a17 LR 7an)7 Ap41y - - 7a2n—1)
== f(a'h <oy A, f(ar-i-la s 7a7"+n)7 Ar4n41;--- 7a2n—1)

== flar, ..., 001, f(an,...,a2,1)).

Algebre (A, f) z jedna n-argumentowa operacja taczna f nazywamy n-pdlgrupq. Przykladem
takich algebr sa n-pétgrupy Aczéla [16].
Dla 1 <i < j <n, operacja f: A" — A jest (i,j)-przemienna, jesli dla a,...,a, € A

f(&lw">ai7"-7aj7"'7an) :f(ala"'7ai717ajvai+17"'>aj717ai7aj+17"'7an)'

(1,n)-przemienna operacje nazywamy pdlprzemienng. Operacja f jest przemienna (totalnie
symetryczna), jesli dla kazdej permutacji o € Sy, f(a1,...,an) = f(asq), -, om))-
Dornte [21] udowodnit, ze

Twierdzenie 3.1 (Dornte). Kazda n-pdlgrupa polprzemienna jest entropiczna.

Stad w szczegdlnosci, entropiczne sa n-polgrupy, w ktorych n-argumentowa operacja jest
stabo prawie-zgodna (ang. weak near-unanimity) [A5, Proposition 5.1, Corollary 5.2]. Ale
oczywiscie nie kazda pdélgrupa entropiczna musi byé przemienna (np. pdlgrupy prawo lub
lewo-zerowe). Natomiast kazdy entropiczny monoid jest przemienny. W oparciu o Twierdze-
nie Eckmanna-Hiltona mozemy scharakteryzowa¢ wszystkie entropiczne grupoidy z elementem
neutralnym.
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Twierdzenie 3.2 (Eckmann-Hilton). Niech f,g: A> — A bedq entropicznymi operacjami bi-
narnymi ze wspolnym elementem neutralnym. Wtedy f = g oraz f jest przemienna i tgczna.

Zatem grupoid z elementem neutralnym jest entropiczny wtedy i tylko wtedy, gdy jest prze-
miennym monoidem. Co wiecej, jak pokazal Evans [27], lupa (grupa) jest entropiczna wtedy
i tylko wtedy, gdy jest grupa abelowa. W pracy [A4] pokazali$my, ze Twierdzenie Eckmanna-
Hiltona jest prawdziwe takze dla operacji o wiekszej niz dwa liczbie arumentéw. W tym celu
wprowadziliémy pojecie ciagu neutralnego. Powiemy, ze ciag (e1,...,e,-1) € A" ! jest neu-
tralny dla operacji f: A™ — A, jesli dla kazdego a € A i dowolnej permutacji o € S,,_1

f(a, 60(1), c. ,eg(n,l)) == f(eg(l), c. ,e,,(r), a, eg(r+1), Ce ,eg(n,l))
== fleot)s - - - s €a(n-1), @) = a.
Ciag jest neutralny dla algebry (A, Q2), jesli jest neutralny dla kazdej operacji f € €. Element
e € A nazywamy neutralnym dla operacji f: A" — A, gdy ciag (e,...,e) jest neutralny dla f.
Uogolnionym n-monoidem (n-monoidem) nazywamy n-pélgrupe z ciagiem neutralnym (z ele-
mentem neutralnym). Z kolei n-pélgrupe (A, f) nazywamy n-grupg, jesli dla kazdego i < n oraz
A1y ey Qio1,Aig1, - - -, Ay, ¢ € A istnieje jednoznacznie wyznaczony b € A taki, ze f(aq,...,a;_1,
b,a;y1,...,a,) = c. (Zgodnie z ta definicja, monoid jest 2-monoidem za$ grupa jest 2-grupa.)

Twierdzenie 3.3 (A4, Theorem 2.5). Niech f,g: A" — A bedq n-argumentowymi operacjami
entropicznymi ze wspolnym ciqggiem neutralnym. Wtedy f = g oraz [ jest tqczna i przemienna
(totalnie symetryczna).

Dowdd Twierdzenia 3.3 przebiega dwuetapowo. Wykorzystujac wlasnosci kwadratow tacins-
kich najpierw pokazujemy, ze operacje sa rowne i totalnie symetryczne a nastepnie dowodzimy,
ze sa taczne.

Glazek i Gleichgewicht pokazali [37], ze n-grupy sa entropiczne wtedy i tylko wtedy, gdy
sa polprzemienne. Na mocy Twierdzenia 3.3 oraz 3.1 otrzymujemy analogiczny wynik dla
(uogdlnionych) n-monoidéw: (uogdlniony) n-monoid jest entropiczny wtedy i tylko wtedy, gdy
jest pélprzemienny [A4, Theorem 4.3].

Zwiazek entropiczno$ci w (uogdélnionych) n-monoidach z przemiennoscia nie jest przypad-
kowy. Wykorzystujac wlasnosé n-argumentowych operacji tacznych opisana przez Couceire
i Marichala [16] pokazaliSmy, ze prawdziwe jest nastepujace twierdzenie, bedace gléwnym
wynikiem pracy [A4].

Twierdzenie 3.4 (A4, Theorem 2.8). Kazda algebra (A,2) z elementem neutralnym jest en-
tropiczna wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest reduktem pewnego przemiennego monoidu.

Entropicznos¢ implikuje przemienno$é nie tylko w przypadku algebr z elementem neutralnym.
Pétgrupq z inwersjq (ang. inverse semigroup) nazywamy algebre (A, -, ~1) typu (2, 1) taka, ze
(A,-) jest pdlgrupa oraz dla kazdego a,b € A:

e aa'a =a,
o (a7l =aq,
o (ab)t=b"ta"!,
1

e aa tata =a taaa™t.

Twierdzenie 3.5 (A4, Theorem 3.4). Pdlgrupa z inwersjq (A, -, ~1) jest entropiczna wtedy i
tylko wtedy, gdy (A, -) jest przemienna.
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Oproécz n-grup i (uogdlnionych) n-monoidéw przyktadem algebr, dla ktérych Twierdzenie
Dérnte’a mozna odwrécié sa n-pétgrupy Mal’ceva. Niech n > 3. n-pélgrupe (A, f) nazywamy
n-potgrupqg Mal’ceva, jesli dla a,b € A,

fla,b,...,b0) =a oraz f(b,...,b,a) = a.

Twierdzenie 3.6 (A5, Theorem 3.5). n-pélgrupa Mal’ceva jest entropiczna wtedy i tylko wtedy,
gdy jest potprzemienna.

Ogodlnie, wlasnosé entropicznosci i uogélnionej entropicznosci nie sg réwnowazne, nawet dla
algebr unarnych [A3, Example 4.1 i 4.3]. Ale przy pewnych dodatkowych zalozeniach moga
by¢. Jest tak na przyklad dla algebr z elementem neutralnym.

Twierdzenie 3.7 (A3, Proposition 4.5). Niech (A, Q) bedzie algebrg z elementem neutralnym.
Wtedy (A, Q) ma wlasno$é uogdlnionej entropicznosci wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest entropiczna.

W szczegolnosci, Twierdzenie 3.7 implikuje, ze wlasnosé¢ uogélnionej entropicznosci jest row-
nowazna entropicznosci (a w konsekwencji przemiennosci) w n-grupach i w n-monoidach.

Jednak posiadanie elementu neutralnego nie jest warunkiem koniecznym takiej réwnowaz-
nosci. Na przyktad przemienny grupoid posiadajacy wiasno$¢ uogolnionej entropicznosci, przy
zalozeniu, ze jeden z terméw ¢y lub to w (7) jest liniowy, jest entropiczny [A3, Proposition 4.8].

Witasno$¢ uogélnionej entropicznosci jest rownowazna entropicznosci takze w réznych klasach
algebr z operacja laczna. Wykorzystujac charakteryzacje rozmaitosci Clifforda pétgrup z in-
wersja przez 5-cio elementows pétgrupe Brandta pokazalismy, ze

Twierdzenie 3.8 (A4, Theorem 3.4). Pdlgrupa z inwersja spelnia warunek wogdlnionej entro-
picznosct wtedy i tylko wtedy, gdy jest entropiczna.

Z Kklasyfikacji rozmaitosci idempotentnych pétgrup wynika, ze warunek uogélnionej entro-
picznosci i entropicznosci sa rownowazne dla pétgrup idempotentnych (bezposredni dowéd tego
faktu zostal przedstawiony w [A3, Proposition 3.11]). W [A5] rezultat ten rozszerzyliémy na
dowolna pélgrupe n-cykliczna. Grupoid (A, -) nazywamy n-cyklicznym, jesli dla kazdego x € A
spemiony jest warunek z" = x.

Twierdzenie 3.9 (A5, Theorem 6.8). Pdtgrupa n-cykliczna ma wtasnosé wogdlnionej entro-
picznosci wtedy i tylko wtedy, gdy jest entropiczna.

W dowodzie Twierdzenia 3.9 skorzystalismy z faktu, ze w pelni regularne pélgrupy (ang. com-
pletely regular semigroups), ktérych elementy idempotentne tworza entropiczna podpdlgrupe
sa bandami normalnymi grup [67, Theorem 4.1, Corollary 4.3].

Z drugiej strony, interesujacy i bardzo istotny Przykiad 3.10 pokazuje, ze oba rozwazane
warunki nie sa rownowazne dla dowolnych n-pétgrup.

Przyklad 3.10 (A5, Proposition 2.3). Niech n > 2. Oznaczmy przez [n]| zbiér {1,...,n}.
Niech e, [n] x [n] — [n] X [n] bedzie funkcja taka, ze (i,7) — (j,7). Permutacje o zbioru
[n] X [n] nazwiemy transpozycjq przetasowang (ang. shuffle-transposition), jesli dla kazdej pary
(i,7) € [n] x [n], istnieje k € [n] takie, ze o((4, 7)) = (k,1).

Odwzorowanie §: [n] x [n] — [n?], (¢,7) — (i—1)n+j, jest bijekcja. Bedziemy identyfikowaé
permutacje o zbioru [n] x [n] z permutacja 8 o o o 37! zbioru [n?]. W szczegdlnosci, powiemy,
ze permutacja o zbioru [n?] jest transpozycja przetasowana, jesli 71 o o o 3 jest transpozycja
przetasowanag.
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Niech [n?]* bedzie wolnym monoidem nad alfabetem [n?]. Dla w € [n?]*, oznaczmy przez |w|
dhugos¢ stowa w. Niech W = {w € [n?* : 1 < |w| < n?} oraz A =W U{T, L}. Niech ponadto
o: [n] x [n] = [n] x [n] bedzie taka, ze o((i,7)) := ((¢ + j) mod n,i). Permutacja o jest trans-
pozycja przetasowana na zbiorze [n?], ale co jest tutaj kluczowe, nie generuje transpozycji &,.
Dowdd tego faktu [A5, Lemma 2.2] opiera si¢ na spostrzezeniu, ze dla kazdej liczby naturalne;
k>1,

¥ ((i,5)) = (Fpy1t + Frj) mod n, (Fyi + Fy_1j) mod n),
gdzie F}, sa liczbami Fibonacciego.

Na zbiorze A definiujmy operacje f: A™ — A nastepujaco:

wy Wy, jesiwy, ... w, € Wi wy - w,| < n?

T, jesli wy, ..., w, € W, Jwy -+ wy,| =n?i

Wi, ey Wy) =
Jlwn ) wy -+ w, = oP(1)---oP(n?) dla pewnego p € N,
1, w przeciwnym przypadku.
Algebra (A, f) jest nieentropiczna n-pélgrupa majaca wlasno$é uogdlnionej entropicznosci.

Polgrupa skonstruowana w Przykladzie 3.10 nie jest idempotentna, ale jak juz wczesniej
zauwazylismy, rownowaznos¢ obu warunkéw zachodzi dla band. To nasuwa dos$¢ naturalne
pytanie, w jakiej korelacji bedzie entropicznos$é i uogélniona entropicznosé¢é w algebrach idem-
potentnych.

Przyklad [A3, Example 3.1.] pokazuje, ze istnieja idempotentne i nieentropiczne algebry,
ktére maja wlasno$é uogoélnionej entropicznoséci. Poniewaz algebry w tym przykladzie maja
zawsze co najmniej dwie, co najmniej binarne operacje podstawowe, w [A3] zostala postawiona
nastepujaca hipoteza:

Hipoteza 3.11 (A3, Conjecture 3.2). KaZda idempotentna algebra (A, f) z jedna podstawowq
n-argumentowq operacjq, dla n > 2, posiadajgca wtasnosé uogolnionej entropicznosci jest ent-
TOPICZNG.

Problem pozostaje otwarty, nawet dla grupoidéow, niemniej Hipoteza 3.11 zostala potwier-
dzona przy pewnych dodatkowych zalozeniach. I tak np. idempotentny, lewo (prawo) skracalny
grupoid speliajacy (7) jest entropiczny [A3, Proposition 3.13] oraz idempotentna algebra (A, f)
z n-argumentowa operacja totalnie symetryczna, ktéra spehia (3) jest entropiczna (dla n = 2
[A3, Proposition 3.12]; dla n > 2 [24, 25]).

Dla n-pétgrup idempotentnych (A, f) udalo sie potwierdzi¢ Hipoteze 3.11 w przypadku, gdy
(A, f) jest reduktem pewnej pdlgrupy lub, gdy jest skracalna, co stanowi gléwny rezultat pracy
[A5]. Niech n > 3.

Twierdzenie 3.12 (A5, Theorem 6.2). Niech dlan > 3, idempotentna n-potgrupa (A, f) bedzie
reduktem n-cyklicznej pélgrupy (A, -). Wtedy nastepujace warunki sq réwnowazne:

1. (A, f) jest entropiczna,

2. (A, f) ma wlasno$é uogdlnionej entropicznosci,

3. (A,-) jest entropiczna,

4. (A,-) ma wltasno$é uogdlnionej entropicznosci.
Twierdzenie 3.13 (A5, Proposition 3.4). Idempotentna skracalna n-pétgrupa ma wtasnosé
uogolnionej entropiczno$ci wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest entropiczna.
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Co ciekawe, idempotentne n-pélgrupy sa skracalne wtedy i tylko wtedy, gdy sa n-pétgrupami
Mal’ceva [A5, Proposition 3.3].

Idempotentne n-pétgrupy byly ostatnio badane w [6] w kontekscie problemu absorpcji alge-
bry przez jej podalgebre - pojecia znajdujacego zastosowanie w zagadnieniach zwiazanych z
problemami CSP [7]. Warto tez wspomnie¢, ze w teorii agregacji prawo entropicznosci ope-
racji n-argumentowych z laczna operacja binarng znane jest pod nazwa uogolnionych rownan
Cauchy’ego [39, Section 2.5.2].

4. REDUKTYWNOSC I QUANDLE MEDIALNE

W przypadku rozmaitosci V algebr modowych, Twierdzenie 2.8 zostalo udowodnione przy
zalozeniu lokalnej skoriczonosci rozmaitosci V¥. Jak wynika z przyktadu [A2, Example 3.9]
zalozenie jest istotne, aby udowodnié, ze idempotentna replika algebry wolnej (o n generatorach)
w rozmaitosci VXY | nalezy do rozmaitosci pVXZ  [A2, Lemma 3.10]. Z drugiej strony, inny
przykiad pokazuje, ze Twierdzenie 2.8 moze by¢ prawdziwe takze dla rozmaitosci V grupoidéw
modowych, dla ktérych V3 nie jest lokalnie skoniczona.

Powiemy, ze grupoid (B, ) jest (prawo) m-reduktywny, jesli spelnia réwnos¢:

(9) ((zy)y).. )y~ y.

m—razy

Grupoid (B, ) jest reduktywny, jesli jest m-reduktywny dla pewnego m € N. Jezeli (B, ) jest
idempotentna i entropiczna, réwnosé (9) jest réwnowazna réwnosci liniowej [79]:

(10) ((x21)29) - )zm = (((yz1)22) - - ) Zm.

Zatem, jesli (B, -) jest m-reduktywnym grupoidem modowym, to algebra podalgebr (BS, -) jest
rowniez m-reduktywna.

2-reduktywne grupoidy modowe znane sa pod nazwa grupoidow rézniczkowych lub LIR-
grupoidéw i byly badane m.in. w [91, 92, 98]. Romanowska i Roszkowska [91] opisaty krate
podrozmaitosci rozmaitosci grupoidéw rézniczkowych, a Kravchenko [57] pokazal, ze krata
quasirozmaitosci takich grupoidéw jest znacznie bardziej ztozona.

Przyklad 4.1 (A2, Example 3.17). Niech D bedzie rozmaitoscia grupoidéw rézniczkowych i
niech zy" := (... ((zy)y)...)y. Kazda nietrywialna podrozmaito$¢ D, ; rozmaitosci D jest
—

i—razy
zdefiniowana przez jedng dodatkowa réwnoscé:

(11) vy’ ~ xy

dla pewnych i,j € N, j > 0 [91]. Jak pokazano w [79], D;;1;S = D, ;+; wtedy i tylko wtedy,
gdy D;i+; = D1 = LZ, gdzie LZ jest rozmaitoscia pélgrup lewo-zerowych. W kazdym innym
przypadku, D;;1;S = D. Ale rozmaito$¢ DX nie jest lokalnie skoniczona, poniewaz zawiera jako
podrozmaitos¢ rozmaitos¢ D, ktoéra nie jest lokalnie skonczona.

Binarne mody reduktywne, w szczegdlnosci grupoidy rézniczkowe, maja bardzo wiele in-
trygujacych witasnosci oraz sa zrédtem wielu ciekawych przyktadéw i kontrprzyktadéow w teorii
algebr modowych, o czym piszemy wiecej w dalszej czesci autoreferatu.
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Grupoid (B, -) nazywamy (lewo) n-symetrycznym, jesli spelnia rownosé:

2(a(... (xy) ~ .
——

n—razy

Grupoid (B, ) jest symetryczny, jesli jest n-symetryczny dla pewnego n € N.

Plonka [88, 89] badal symetryczne grupoidy rézniczkowe w kontekscie algebr, ktére dla
kazdego n € N, maja doktadnie n operacji pochodnych zaleznych od wszystkich n zmien-
nych. (Lewo) m-reduktywne i (prawo) n-symetryczne grupoidy modowe odgrywaja istotna role
w klasyfikacji skoniczonych algebr modowych. Powiemy, ze algebra (A, §2) jest abelowa (w sensie
Freese’a - McKenziego), jesli jest diagonalnie normalna tzn. przekatna {(a,a) | a € A} jest klasa
kongruencji produktu (A4, ) x (A,Q), lub réwnowaznie, (A, (2) spelnia pewne quasiréwnosci
zwane warunkiem termowym (ang. term condition). Kearnes [52] zaobserwowal, ze idem-
potentne grupoidy abelowe sa entropiczne. Pokazal takze, ze kazdy skonczony idempotentny
abelowy grupoid (G, -) daje sie przedstawi¢ w postaci produktu (A, -) x (L, ) X (R, ), gdzie (A, )
jest réwnowazna pewnej przestrzeni afinicznej, natomiast (L, ) oraz (R, *), gdzie v xy =y - x,
naleza do rozmaitosci D,, ,, lewo m-reduktywnych i prawo n-symetrycznych grupoidéw modo-
wych. Rozmaitos¢ D,,, oraz rozmaitos¢ Vs, lewo s-symetrycznych i prawo t-symetrycznych
moddéw binarnych sa niezalezne [79], tzn. Dy, V Vst = Dpn X Vsy.

Lewo n-symetryczne grupoidy (@Q,-) sa lewymi quasigrupami (tzn. dla kazdego x,y € @,
réwnanie = -u = y ma jednoznaczne rozwiazane u € (). Z drugiej strony kazda skoriczona lewa
quasigrupa jest n-symetryczna dla pewnego n. Stad w przypadku grupoidéw skoriczonych, klasa
lewo symetrycznych modéw reduktywnych pokrywa sie z klasa reduktywnych lewych quasigrup
modowych. Lewe quasigrupy modowe mozna réwnowaznie zdefiniowa¢ jako algebry modowe
(@,-,\) z dwiema binarnymi operacjami, ktére spetniaja réwnosci: x - (z\y) ~ y ~ x\(z - y).

Zauwazmy jeszcze, ze bezposrednio z Twierdzenia 2.12 otrzymujemy, ze dla rozmaitosci V
grupoidéw modowych, rozmaitos¢ VS jest n-symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy V = LZ.
Podobnie, dla rozmaitosci £Q lewych quasigrup modowych (@, -,\) rozmaito$¢ LOS nie jest
rozmaitosciag lewych quasigrup.

Lewe quasigrupy modowe to tzw. quandle medialne (entropiczne). Grupoid (@, -) nazywamy
quandlem, jesli jest idempotentna, lewo-rozdzielna (dla kazdego a € @ lewe translacje L,: Q@ —
Q; q — a - q, sa homomorfizmami), lewa quasigrupa. Bardzo waznym przyktadem quandli
medialnych sa quandle afiniczne (A,*) = Aff(A, f) (zwane réwniez quandlami Aleksandra),
gdzie dla grupy abelowej (A, +) i jej automorfizmu f, operacje binarna definiujemy jako zxy =
(1= f)(z)+ f(y) (1 oznacza automorfizm identycznosciowy).

Quandle medialne badali wezesniej Joyce [51] oraz Romanowska i Smith [99, Rozdzial 8.6].
Z ich prac wynika, ze quandel (Q,-) jest medialny wtedy i tylko wtedy, gdy podgrupa grupy
lewych przesunie¢ generowana przez wszystkie ztozenia LaLb_l, dla a,b € @Q, jest przemienna.
Ale dla quandli medialnych mozna podaé znacznie bardziej konstruktywny opis wykorzystujac
do tego algebry pochodne, w tym przypadku odpowiednie sumy.

W pracy [A6] pokazaliSmy, ze w przypadku quandli medialnych (Q,-), na kazdej orbicie
tranzytywnego dziatania grupy lewych przesunie¢ na zbiorze (), mozna zdefiniowa¢ strukture
grupy przemiennej i kazda orbita (jako podquandel) jest quandlem afinicznym. Ten fakt
pozwala w elegancki sposéb okresli¢ binarng operacje na roztacznej sumie orbit, co stanowi
najwazniejszy wynik [Theorem 3.14] tej pracy. Co najistotniejsze, taka konstrukcje mozna
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przeprowadzi¢ w jednoznaczny sposéb. Inspiracja byla dla nas praca Roszkowskiej-Lech [101],
ktora badata quandle inwolutarne (2-symetryczne), ale jej rezultaty sa bardzo silnie zwiazane z
postacig normalng stow w takich algebrach. Mimo, ze wczeéniej znane byty rézne twierdzenia
dotyczace rozkladu quandli na orbity (najnowsze w [23, 64]), to zadne z nich nie wprowadzalo
dodatkowej struktury na orbitach ani nie pozwalalo rozstrzygnaé, czy dwa quandle sa izomor-
ficzne. Jedyne pele twierdzenie o rozktadzie na orbity bylo podane przez Pierce’a [68] dla
quandli inwolutarnych.

Zasadniczym elementem naszej konstrukcji sa wprowadzone przez nas tzw. sieci afiniczne.
Sieciq afiniczng (ang. affine mesh) nad niepustym zbiorem [ nazywamy tréjke

A= ((Adier, (@ij)igers (Cijiger) = (Ai; gigicig),
gdzie (A;, +) sa grupami abelowymi, ¢; ; : A; = A; homomorfizmami tych grup, oraz ¢; ; € A;
statymi, speiajacymi dla dowolnych i, j, j', k € I nastepujace warunki:

(M1) 1 — ¢;; jest automorfizmem grupy (4;, +);
(M2) ¢;; = 0;
(M3) @jkpij = @i kpi';
(M4) @jr(cig) = Prp(Cir — cjp)-
Sumg sieci afinicznej (ang. sum of an affine mesh) A = (A4;; ¢; j; ¢; ;) nad zbiorem I jest binarna
algebra zdefiniowana na rozlacznej sumie zbiorow A;, wraz z operacja okreslong dla a € A; i
b € A, nastepujaco:
axb=cij+eij(a)+ (1= g;;)0b).
Sie¢ afiniczna A = (A;; ¢ ;; ¢; ;) nad zbiorem I nazywamy nierozktadalng (ang. indecompos-

able), jesli kazda grupa (A;,+) jest generowana przez wszystkie elementy ¢; ; oraz ¢; j(a), dla
i € I oraz a € A;.

Twierdzenie 4.2 (A6, Theorem 3.14). Grupoid (Q,-) jest quandlem medialnym wtedy i tylko
wtedy, gdy jest suma nierozktadalnej sieci afinicznej.  Orbity quandla (Q,-) pokrywajq sie z
grupami abelowymsi siec.

Whprowadzenie sieci nierozktadalnych gwarantuje jednoznacznosé¢ konstrukeji a wraz z Twier-
dzeniem 4.2 pozwala sformutowaé twierdzenie o izomorficznych quandlach medialnych.

Dwie sieci afiniczne A = (Ay; @i 55 ¢i5) 1A = (Af; ¢ 55 ¢ ), nad tym samym zbiorem indekséw
I, nazywamy pokrewnymi (ang. homologous), jesli istnieje permutacja 7 zbioru I, izomorfizmy
grup ¢; : A; — AL, oraz stale d; € AL, takie, ze dla kazdego i,j € I,

(H1) ¥0i; = Orini¥is

(H2) (i) = Crinj T Prini(di) — 0hpi i (dy).
Twierdzenie 4.3 (A6, Theorem 4.2). Niech A = (Ajijiciy) @ A = (A9 ;:¢ ;) beda
dwiema nierozktadalnymi sieciami afinicznymi nad tym samym zbiorem indeksow I. Wtedy
sumy sieci A i A sq izomorficznymi quandlami wtedy i tylko wtedy, gdy sieci A i A" sq pokrewne.

Twierdzenie 4.2 umozliwia bardzo praktyczna charakteryzacje medialnych quandli reduktyw-
nych.
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Twierdzenie 4.4 (A6, Proposition 6.2). Niech A = (A;; ¢, ;; ¢ij) bedzie nierozktadalng siecig
afiniczng nad zbiorem I. Wtedy suma sieci A jest m-reduktywna wtedy i tylko wtedy, gdy
gpﬁ‘l =0, dla kazdego i € I.

W szczegdlnoscei, quandle z jednoelementowymi orbitami sa zawsze 2-reduktywne.

W ciggu ostatniej dekady pojawito sie bardzo duzo prac dotyczacych quandli. Miedzy innymi
w kregu zainteresowania znalazta sie klasyfikacja quandli skoniczonych. Hou [45] opisal quan-
dle afiniczne rozmiaru p, p?, p* i p*, gdy p jest liczba pierwsza. Vendramin [113] zastosowat
reprezentacje Galkina [31] do okreslenia liczby quandli spdjnych (posiadajacych tylko jedna
orbite) do rozmiaru 35. W pracy [A6] poprawilismy dotychczasowe rezultaty i podalismy liczbe
nieizomorficznych quandli medialnych do 13 elementéw (a nawet wiecej w kilku wybranych
przypadkach). Zastosowane algorytmy zliczajace opracowaliSmy w oparciu o przedstawione
powyzej wyniki. WykorzystaliSmy rowniez lemat Burnside’a o liczbie orbit.

Nasze obliczenia pokazuja, ze zaskakujaco malo (skonczonych) quandli medialnych nie jest
2-reduktywnych, a prawie wszystkie sa reduktywne [A6, Table 1, 2, 3]. Blackburn [9] podat
asymptotyczne ograniczenie na liczbe nieizomorficznych quandli rzedu n. Miedzy innymi po-
kazal, ze ograniczenie gérne wynosi 2, gdzie ¢ ~ 1.5566. Dla quandli medialnych latwo ten
wynik poprawi¢, uzyskujac gorne ograniczenie réwne 227, Stosujac nasza teorie mozna podacé
jeszcze lepszy wynik w przypadku medialnych quandli 2-reduktywnych.

Whniosek 4.5 (A6, Corollary 8.2). Liczba nieizomorficznych 2-reduktywnych quandli medial-
nych rzedu n rowna jest co najwyzej 21m%,

Sadzimy, ze ograniczenie gérne na liczbe quandli medialnych nie jest jeszcze optymalne.
Wyniki obliczeniowe sugeruja nastepujaca hipoteze:

Hipoteza 4.6 (A6, Conjecture 8.3). Liczba nieizomorficznych quandli medialnych rzedu n jest
rowna co najwyzej 2%,

Dodajmy jeszcze, ze quandle odgrywaja istotna role w topologii. W teorii weztéw bada sie
algebraiczne niezmienniki klas réwnowaznosci weztow. Istnieje wiele takich niezmiennikéw, ale
z reguly nie sa one latwo obliczalne. W 1982 Joyce [47] pokazal, ze tzw. quandel wezla jest
algebra w naturalny sposéb zwigzang z wezlem i jest silnym niezmiennikiem. Quandle znalazly
zastosowanie nie tylko w naukach matematycznych (geometria rézniczkowa, teoria graféw), ale
takze w chemii oraz inzynierii genetycznej.

Przedstawiona w Twierdzeniu 4.2 konstrukcja jest bardzo skutecznym narzedziem badania
quandli medialnych i daje dobre podstawy do dalszych prac. W nieopublikowanych jeszcze
materiatlach wykorzystujemy ja m.in. do opisania podprosto-nierozktadalnych quandli medial-
nych oraz quandli abelowych. W szczegdlnosci pokazaliSmy, ze kazdy skonczony podprosto
nierozkladalny quandel medialny jest albo spéjny (i wtedy afiniczny) albo reduktywny. Réwniez
w oparciu o te konstrukcje udowodnilismy, ze wszystkie quandle abelowe sa quasi-afiniczne (tzn.
sa podreduktami modutéw), co daje kolejny przyklad potwierdzajacy hipoteze, ze wszystkie
abelowe algebry modowe zanurzaja sie w moduty.

Efektem naszych intensywnych badan quandli medialnych sa dwie prace w ostatnim czasie
wystane do publikacji:
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[E1] P. Jedlicka, A. Pilitowska, A. Zamojska-Dzienio, Subdirectly irreducible medial quandles,
2015, (http://arxiv.org/abs/1511.06529).
[E2] P. Jedlicka, A. Pilitowska, A. Zamojska-Dzienio, Free medial quandles, 2015,
(http://arxiv.org/abs/1512.06275).
A takze jedna praca w przygotowaniu:
[E3] P. Jedlicka, A. Pilitowska, D. Stanovsky, A. Zamojska-Dzienio, Subquandles of affine
quandles, 2016.

5. Omowienie pozostalych osiagnie¢ naukowo - badawczych
Prace opublikowane po doktoracie, ktére nie weszly do zasadniczej czesci rozprawy habilita-
cyjnej:
[B1] A. Pilitowska, A. Zamojska-Dzienio, Closure operators on algebras, 2015, International

Journal of Algebra and Computation 25, No. 6, 1055-1074. (w spisie literatury pozycja
[86])

[B2] A. Pilitowska, A. Zamojska-Dzienio, On some congruences of power algebras, 2012,
Central European Journal of Mathematics 10(3), 987-1003. (w spisie literatury pozycja
[33])

B3] A. Pilitowska, A. Zamojska-Dzienio, Representation of modals, 2011, Demonstratio
Mathematica 44(3), 535-556. (w spisie literatury pozycja [82])

[B4] A. Pilitowska, A. Romanowska, Embedding modes into semimodules, Part III, 2011,
Demonstratio Mathematica 44(4), 791-800. (w spisie literatury pozycja [78])

[B5] A. Pilitowska, A. Romanowska, Embedding modes into semimodules, Part II, 2011,
Demonstratio Mathematica 44(4), 781-790. (w spisie literatury pozycja [77])

[B6] A. Pilitowska, A. Romanowska, Embedding modes into semimodules, Part I, 2011,
Demonstratio Mathematica 44(3), 523-534. (w spisie literatury pozycja [76])

[B7] A. Pilitowska, Linear identities in graph algebras, 2009, Commentationes Mathematicae
Universitatis Carolinae, 50(1), 11-24. (w spisie literatury pozycja [74])

(B8] A. Pilitowska, A. Romanowska, D. Stanovsky, Varieties of differential modes embeddable
into semimodules, 2009, International Journal of Algebra and Computation 19, No. 5,
669-680. (w spisie literatury pozycja [81])

[B9] A. Kravchenko, A. Pilitowska, A. Romanowska, D. Stanovsky, Differential modes, 2008,
International Journal of Algebra and Computation 18, No. 3, 567-588. (w spisie liter-
atury pozycja [58])

[B10] A. Pilitowska, Interval bilattices and some other simple bilattices, 2002, Relational Me-
thods in Computer Science (H.C.M. de Swart, ed.), Lecture Notes in Computer Science
2561, 190-196. (w spisie literatury pozycja [73])

[B11] A. Pilitowska, The lattice of subvarieties of the variety of some ternary modes, 2001,
Contributions to General Algebra 13, 265-273. [czesSciowo zwiazana z wynikami z
rozprawy doktorskiej] (w spisie literatury pozycja [72])

[B12] A. Pilitowska, A. Romanowska, Reductive modes, 1998, Periodica Math. Hungarica
36(1), 67-78. (w spisie literatury pozycja [75])
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Publikacje wchodzace w sktad rozprawy doktorskiej:

[C1] A. Pilitowska, Enrichments of affine spaces and algebras of subalgebras, 1999, Discus-
siones Math., Algebra and Stochastic Methods 19, 207-225. (w spisie literatury pozycja

[71])

[C2] A. Pilitowska, Identities for classes of algebras closed under the complez structures, 1998,
Discussiones Math., Algebra and Stochastic Methods 18, 85-109. (w spisie literatury
pozycja [70])

[C3] A. Pilitowska, A. Romanowska, B. Roszkowska-Lech, Products of mode varieties and
algebras of subalgebras, 1996, Mathematica Slovaca 46(5), 497-514. (w spisie literatury
pozycja [T9])

[C4] A. Pilitowska, A. Romanowska, J.D.H. Smith, Affine spaces and algebras of subalgebras,
1995, Algebra Universalis 34, 527-540. (w spisie literatury pozycja [80])

Prace opublikowane przed doktoratem, ktére nie wchodzity w sklad rozprawy doktorskie;j:

[D1] A. Pilitowska, Free P-bilattices, 1991, Demonstration Mathematica 24, (1-2), 121-127.
(w spisie literatury pozycja [69])

[D2] A. Romanowska, A. Trakul, On the structure of some bilattices, 1989, Universal and
Applied Algebra (K. Halkowska, B. Stawski, eds.), World Scientific, 235-253. (w spisie
literatury pozycja [100])

Prace, ktore nie wchodza w sklad rozprawy habilitacyjnej zasadniczo dotycza nastepujacej
tematyki:

e Kongruencji w rozszerzonych algebrach potegowych.

e Problemu zanurzania modéw w pétmoduty nad przemiennymi poétpierscieniami.
e Charakteryzacji algebr reduktywnych.

e Konstrukeji bikrat.

e Struktury algebr podalgebr przestrzeni afinicznych.

Wyniki uzyskane w pracach [B1]-[B3] stanowia uzupemienie opisu kraty podrozmaitosci roz-
maitosci algebr uporzadkowanych pétkratowo podanej w [Al], w szczegdlnosci rozmaitosci
modatéw (pétkratowo uporzadkowanych algebr modowych). Jak juz zauwazylidmy, algebry
potegowe modéw sa entropiczne, ale bardzo rzadko idempotentne. W pracy [A2] zdefiniowane
byly dwie kongruencje, a oraz p, rozszerzonych algebr potegowych modéw, tzw. kongruencje
idempotentne, dla ktérych algebra ilorazowa jest idempotentna. W pracy [B2] opisujemy wiecej
takich kongruencji. Miedzy innymi prezentujemy rodzing kongruencji idempotentnych wyzna-
czonych przez tzw. I'-sinki.

Niech (M, Q) bedzie algebra idempotentna i entropiczna i niech I' C €. Podalgebra (.5, 2)
algebry (M, Q) jest I'-sinkiem, jezeli dla kazdej n-argumentowej operacji v € T'orazi =1,...,n,
v(M,... ,\S/, ..., M) C S (Q-sink jest sinkiem wg definicji podanej w [94]). Niech (X)r bedzie
[-sinkiem glenerowanym przez podzbiér X C M ((&)r := &). Zbiér wszystkich niepustych I'-
sinkéw tworzy pétkrate (Sp(M),+) z operacja S + Sa := (S1 U Sy)r. Dla kazdego podzbioru
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I' C Q, relacja ar C P-ogM X P~oM:
XarY & (X)r=(Y)r
jest idempotentna kongruencja algebry (P-oM,Q,U). Algebra ilorazowa (PsoM/ar,,U)
jest izomorficzna z modalem (Sp(M),,+). Zbiér uporzadkowany ({ar | I' C Q},C) jest
ograniczona pétkrata gérna, w ktérej sup(ar,,ar,) = ar,ur,- Co wiecej, dla algebry wol-
nej (Fy(X),Q) w rozmaitosci V moddéw, relacja ar jest w peli niezmiennicza kongruencja
algebry (PSyFy(X),Q,U). Zatem dla rozmaitosci M wszystkich 2-modéw, kazda algebra
(PS¢ Fpu(X)/ar, Q,U) okresla nietrywialna podrozmaitosé w rozmaitoéci modaléw. Zadna z
tych rozmaitosci nie jest rozmaitoscia moddéw poétkratowych (entropicznych modatéw).
Niech PM oznacza zbiér wszystkich podzbioréw zbioru M. Odwzorowanie

Cr: PM — PM, X w— (X)r
jest algebraicznym operatorem domkniecia na zbiorze M spetiajacym warunki:

(01) Cr(2) = 2,

(02) w(Cr(Th),...,Cr(Ty)) C Cr(w(Ty,...,T,)), dla Ty, ..., T, € PS§ M,

(03) ¢({r}) C Cr(p(T)), dla kazdego endomorfizmu ¢ algebry (PS§M,Q,U), T € PS¢M i

re CF (T)

Fuchs [30] okreglit operatory domkniecia na monoidzie, ktére spelniaja warunek (O2) mianem
dopuszczalnych (ang. admissible) i zastosowat je do badania zwiazkéw Galois w teorii jezyka. W
pracy [B1] pokazujemy zaleznosci, jakie zachodza miedzy operatorami domkniecia okreslonymi
na dowolnej algebrze (A, <) a kongruencjami rozszerzonej algebry podzbioréw (PSiA, €2, U).
Ogdlnie, dla dowolnej relacji kongruencji © algebry (PS§'A, Q,U),

Co: PA— PA; Co(T): ={ac A|3(U € PT) UU{a} ©U}
jest algebraicznym operatorem domkniecia speliajacym warunki (O1)-(02). Jezeli dodatkowo
kongruencja © jest w pelni niezmiennicza, to operator Cg speknia takze warunek (O3). Z drugiej

strony, jezeli C: PA — PA jest operatorem domkniecia na A spehniajacym warunki (O1)-(02),
to relacja Yo C PS§A X PS§A:

(Q,R) € Te & C(Q)=C(R)
jest kongruencja algebry (P<gA,,U). Jezeli C spelnia réwniez warunek (O3), to relacja Y¢
jest kongruencja w pelni niezmiennicza.

Niech U bedzie rozmaitoscia wszystkich Q-algebr, ¥V C U oraz (Fy(X),Q) bedzie alge-
bra wolna (na zbiorze X) w rozmaitosci V. Wtedy krata wszystkich podrozmaitosci roz-
maitosci HSP((PS¢Fy(X),Q,U)) jest izomorficzna z krata (Clog(Fy (X)), <) wszystkich al-
gebraicznych operatoréw domkniecia na (Fy(X), ) spehmiajacych warunki (O1)-(03), gdzie
dla C1,Cy € Clog(Fy(X)), Ci < Cy & Te, € T¢,. Ponadto, dla dowolnej kongruencji
© € Cong(PsyFis(X)), potkrata zupelma wszystkich podrozmaitosci rozmaitosci Sug, ktore
zachowujg Ug), jest izomorficzna z pétkrata (Clog(FUé (X)), <) wszystkich algebraicznych ope-
ratoréw domkniecia C na algebrze (Fys; (X),(2), ktére spemiaja warunki (O1)-(O3) oraz
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(04) C({t}) =C({u}) < t=u,

(05) jezeli s/© € C(Q®) to s(PP,...,PP) CC({a(PP,...,P?) | ¢ € Q}),
dla {s},Q, Py,..., P, € PS¢ Fy(X) (dla A € PSYFs(X), A° = {a/O | a € A}).

Kuril i Poldk [59] opisali element najwiekszy w pétkracie (Clo2(Fy(X), <) w przypadku, gdy
V jest rozmaitoscia n-cyklicznych potgrup. W pracy [B1] rozszerzylismy ich rezultat i opisaliémy
element najwickszy w potkracie (Clo?(Fy(X), <), w przypadku gdy V jest rozmaitoécia n-
polgrup idempotentnych. Tym samym otrzymaliSmy opis kraty podrozmaitosci rozmaitosci
potkratowo uporzadkowanych n-pétgrup idempotentnych.

Niech (M, €, +) bedzie modatem i niech ((X)gq,2) bedzie podalgebra (M,(2) generowana
przez zbiér X C M. W pracy [B3], dla rozmaitosci V algebr modowych, opisujemy klase MV
wszystkich modatéw (M, €2, +), dla ktérych istnieje niepusty zbiér generatorow X C M taki,
ze ((X)q,) € V. Klasa MV jest zamknigta na obrazy homomorficzne i skoficzone podproste
produkty, ale nie tworzy rozmaitosci. Stad MYV jest przykladem tzw. formacji algebr [104].
Pokazalismy, ze kazda algebra w klasie MV jest obrazem homomorficznym algebry skoriczenie
generowanych (niepustych) podalgebr pewnej algebry wolnej w V. Natomiast kazdy modat
(M, 2, +) generowany przez X jest obrazem homomorficznym modatu ((X)qoP, ), +). Zostata
rowniez podana charakteryzacja algebr wolnych w quasirozmaitosci 2-podreduktéw modalow
z ustalonej rozmaitosci.

Mozliwos¢ zanurzenia algebry w inna algebre, o bogatszej strukturze, dostarcza waznych
narzedzi do jej badania. Stad pytania o istnienie takich zanurzen sa jednymi z klasycznych
probleméw algebry uniwersalnej. Stynne twierdzenie Mal’ceva o zanurzaniu poélgrup w grupy,
bylo w pewnym sensie inspiracja rozwoju algebry uniwersalnej. Jezeli bogatsza struktura, w
ktora zanurzamy, jest (péh)modutem, to takie zanurzenie pozwala reprezentowaé operacje alge-
bry jako kombinacje liniowe, dajac tzw. liniowa reprezentacje. Jezek i Kepka [48] pokazali, ze
kazdy grupoid entropiczny z surjektywnymi operacjami bazowymi zanurza si¢ jako podredukt
w polmodut nad przemiennym poéipierécieniem. W szczegdlnosci, kazdy grupoid entropiczny i
idempotentny zanurza sie w taki polmodut. Nie jest to juz prawda dla algebr modowych z oper-
acjami o wiekszej niz dwa ilosci argumentéw. Stronkowski [108, 109] pokazal, ze algebra mod-
owa zanurza sie, jako podredukt, w pétmodut nad przemiennym pélpierscieniem wtedy i tylko
wtedy, gdy spehia tzw. réwnosci Szendrei. Pokazal rowniez, ze istnieja wolne algebry mod-
owe, ktére nie speliaja réwnosci Szendrei. Natomiast Stanovsky [107] przedstawit przyktad
3-elementowej algebry z jedna ternarna operacja, ktora nie jest zanurzalna w pétmodut nad
przemiennym pdlpierécieniem. W pracy [B9] pokazalidmy, ze algebra Stanovsky’ego nalezy do
rozmaitosci D3 tzw. ternarnych modow rézniczkowych (D, f), ktére sa naturalnym ternarnym
odpowiednikiem grupoidéw rézniczkowych. Rozmaito$é D3 mozna zdefiniowa¢ przez jedna do-
datkowa réwnosé reduktywnosci: f(x, f(v1, 21, 22), f(y2, t1,t2)) = f(x,y1,y2) lub réwnowaznie
przez f(x, f(z,y1, 21), f(2, 2, 22)) = T.

Motywacja do zbadania rozmaitosci D3 bylo uzyskanie nowej klasy algebr modowych, ktére
nie spehiaja réwnosci Szendrei i tym samym nie sa zanurzalne w pélmoduly nad przemien-
nymi polpierécieniami. Podobnie jak w przypadku binarnym istotna role w opisie modéw
rézniczkowych odgrywa konstrukcja tzw. L£Z o LZ-sumy. Niech (A;);e; bedzie indeksowana
rodzing zbioréw wraz z odwzorowaniami h; j; : A; — A; okreSlonymi dla kazdej tréjki (4, j, k) €
I3 i speliajacymi warunki:
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(a) h;; jest odzorowaniem identycznosciowym na A;,

(b) hi,jkhi,mn = hi,mnhi,jk-

LZ o LZ-sumq nazywamy ternarng algebre zdefiniowana na roztacznej sumie zbioréw A; wraz z
operacja f(a;,b;, cx) = hiji(a;), gdzie a; € A;, b; € A; oraz ¢, € Ay, Taka suma jest oczywiscie
modem rézniczkowym oraz, co istotne, kazdy mod rézniczkowy mozna reprezentowaé w postaci
LZ o LZ-sumy. Korzystajac z takiej reprezentacji opisaliémy algebry wolne oraz rownosci
spetnione w D3 i w pewnych jej podrozmaitosciach (w podrozmaitosci Szendrei, hemisemipro-
jektywnej oraz semiprojektywnej). W przeciwienstwie do przypadku binarnego, gdzie podroz-
maitosci grupoidéw rozniczkowych byly zdefiniowane przez jednag dodatkowa réwnosé, krata
podrozmaitos$ci rozmaitosci modéw rézniczkowych jest bardziej zlozona. Chociaz wiasciwe
nietrywialne skoriczenie bazowalne podrozmaitosci nadal mozna zdefiniowaé przez jedna do-
datkowa réwnos¢ (choé¢ liczba zmiennych w takich réwnosciach bardzo szybko rosnie), to po-
dajemy przyktad podrozmaitosci D3, ktora nie jest skoriczenie bazowalna. Wszystkie opisane
w pracy [B9] rezultaty mozna rozszerzy¢ na algebry, w ktorych operacja f jest n argumentowa,
dla dowolnego n > 3. Algebry nalezace do podrozmaitosci hemisemiprojektywnej zdefiniowane
sa przez rownosci f(z,z,y) ~ f(z,y,z) ~ z i stanowia przyklad algebr modowych, ktére nie
zanurzaja sie w polmoduly nad przemiennymi potpierscieniami.

W pracy [B8] opisujemy podrozmaitosci Szendrei (podrozmaitosci spelniajace réwnosci Szen-
drei) w rozmaitosci D3. Rownosci Szendrei sa w rozmaitosci D3 réwnowazne jednej réwnosci
flz,y,2) = f(f(z,y,2),x,z). Najwazniejszy rezultat stanowi, ze krata takich podrozmaitosci
jest dualnie izomorficzna z niemodularng krata kongruencji wolnego przemiennego monoidu
o 2 generatorach. W konsekwencji, wszystkie rozmaitosci Szendrei moddéw rézniczkowych sa
skoniczenie bazowalne.

Poniewaz mody sa algebrami idempotentnymi, wiec zanurzanie ich w (p6t)moduly jest w isto-
cie zanurzaniem w pely idempotentny redukt takich (pét)modutéw. W przypadku modutéw,
takie pelne idempotentne redukty to doktadnie przestrzenie afiniczne. W przypadku pétmoduléw
nad ustalonym pélpierécieniem S takie pele redukty idempotentne zwane sa S-przestrzeniami
potafinicznymi.

Problemem $cisle zwiazanym z zanurzalnoscia algebr modowych w podredukty (péhmodutéw
jest problem konstrukeji przemiennego (p6t)pierscienia definiujacego rozmaitosé (pét)modutéw,
ktorej idempotentne podredukty naleza do zadanej rozmaito$ci modéw. Istnieje ogélna metoda
znajdowania takiego przemiennego pierscienia, aby wszystkie algebry modowe z danej roz-
maitosci V, ktore zanurzaja si¢ w przestrzenie afiniczne, zanurzaly si¢ w przestrzenie afiniczne
nad tym wlasnie pierscieniem. Klasa przestrzeni afinicznych nad tym pierscieniem nosi nazwe
afinizacyi rozmaitosci V.

Dla danej rozmaitosci V algebr modowych (M, Q2), podrozmaito$¢ Sz(V) C V modéw Szen-
drei jest generowana przez klase Q2-reduktow przestrzeni poétafinicznych nad odpowiednim poét-
pierécieniem S(V). Kazda algebra modowa z V, ktéra zanurza sie w pétmodut bedzie podreduk-
tem S(V)-pétmodutu. Klasa pétafinicznych S(V)-przestrzeni nazywana jest potafinizacjq roz-
maitosci V. W cyklu trzech prac [B4]-[B6] opisujemy ogdlna konstrukcje pélpierscienia S(V)
pélafinizacji a nastepnie stosujemy ja do wyznaczenia pétpierscieni S(V) dla wybranych roz-
maitosci V. Konstrukcja pétpierscienia S(V) jest podobna do konstrukeji pierscienia afiniza-
cji. Niech V bedzie rozmaitosciag 2-modéw typu 7: 2 — N. Polpierscieniem pdtafinizacji
rozmaitosci V jest pélpierscien ilorazowy wolnego przemiennego pétpierscienia N[{X,,; | w €
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Q,1 <i < 7(w)}| nad zbiorem {X,; | w € Q,1 < i < 7(w)} przez kongruencje generowana
przez zbior {(3°7%) X, 1) | w € Q}.

W szczegolnosei, réwnowazne rozmaitosci algebr modowych maja izomorficzne pétpierscienie
potafinizacji, natomiast poétpierscien S (]7) regularyzacji v nieregularnej rozmaitosci V otrzymu-
jemy z pétpierscienia S(V) przez dodanie nowego elementu zerowego. Ponadto, wykorzystujac
przedstawiona konstrukcje szczegélowo opisaliSmy poélpierscienie pétafinizacji m.in. dla roz-
maitosci grupoidéw modowych, przestrzeni afinicznych, algebr barycentrycznych, modéw roz-
niczkowych i modéw potkratowych. W przypadku modéw potkratowych otrzymany poétpierscien
jest zgodny z pélpierscieniem opisanym przez Kearnesa w [53].

Kearnes [54] pokazal, ze kazda lokalnie skonczona rozmaitosé V algebr modowych jest kre-
sem gérnym rozmaitosci Vs modoéw potkratowych, rozmaitodci Vo przestrzeni afinicznych i roz-
maitosci V; modéw silnie rozwiazalnych, oraz rozmaitosci V; i Vs sa niezalezne, czyli V =
(V1 xV5)V V5. Rozmaitosci Vs i Vs sa dosé dobrze zbadane, jednak stosunkowo niewiele wiadomo
o klasie modow silnie rozwiazalnych. Przykiladem takich algebr sa mody rézniczkowe i reduk-
tywne grupoidy modowe. W pracy [B12] przedstawiamy konstrukcje lewo m-reduktywnych -
modéw (M, §2), czyli takich ktére spelniaja réwnosé xi-(xa-. .. (xy-y) ...) & x1- (T2 .. (Tp2) .. .)
dla pewnego binarnego termu z - y algebry (M,). Pokazujemy, ze rozmaitos¢ R,, lewo
m-reduktywnych -modéw, pokrywa sie z produktem Mal’ceva R, o R,,_x, dla dowolnego
1 <k <m. W szczegdlnosci, R,, = (LZ)™. Co wiecej, R, © R;, =R, X R;), gdzie R;, jest
rozmaitoscig prawo p-reduktywnych Q-moddéw.

Gratzer i Lakser, korzystajac z Twierdzenia 2.5, opisali wszystkie podrozmaitosci algebr
potegowych krat oraz grup. Pokazali, ze jest dokladnie jedna nietrywialna rozmaito$é¢ algebr
potegowych krat i sa dokladnie 3 nietrywialne rozmaitosci algebr potegowych grup. W pracy
[B7] zostaly opisane rozmaitosci potegowych entropicznych algebr grafowych. Algebra grafowq
zwiazana z (nieskierowanym) grafem G = (V, E) nazywamy grupoid A(G) = (V U {0},), w
ktérym

b a, jesli (a,b) € E,
a-b=
0, w przeciwnym przypadku.

Shallon [103] pokazala, ze wiele skoriczonych algebr grafowych jest nieskonczenie bazowal-
nych. 7 drugiej strony, algebry grafowe sa skonczenie bazowalne wtedy i tylko wtedy, gdy sa
entropiczne [19]. W pracy [B7] zostala znaleziona baza réwnosciowa dla wszystkich réwnosci
liniowych spelionych w entropicznych algebrach grafowych. Ten rezultat zostal wykorzystany
do pokazania, ze jest dokladnie 7 nietrywialnych rozmaitosci algebr potegowych entropicznych
algebr grafowych.

Bikratq nazywamy algebre posiadajaca strukture dwoch krat wraz z jednoargumentowa ope-
racja inwolucji. W latach 80-tych XX wieku Ginsberg [35, 36] wprowadzil bikraty jako ramy
dla wnioskowania z niepetna informacja i probe algebraizacji pewnych logik nieklasycznych. W
pracy [D2] podalismy twierdzenie (obecnie znane w literaturze pod nazwa Product Representa-
tion Theorem) o reprezentacji dla tzw. ograniczonych P-bikrat, nazwanych pézniej bikratami
splecionymi (ang. bounded interlaced bilattices). W pracy [D1] zostaly opisane wolne P-bikraty
natomiast w [B10] przedstawiono konstrukcje tzw. bikrat interwatowych w oparciu o rodzine
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przedzialéw kraty ograniczonej i pokazano, ze sa one proste. Warto zwréci¢é uwage, ze od
czasu pierwszych prac Ginsberga ukazalo sie bardzo duzo publikacji dotyczacych tej tematyki.
W szczegdlnoéci pelng informacje na temat twierdzenia o reprezentacji produktowej mozna
znalez¢ w [20].

Wazna klase modow stanowia przestrzenie afiniczne nad przemiennym pierécieniem R. Al-
gebry podprzestrzeni przestrzeni afinicznych nie sa przestrzeniami afinicznymi. Romanowska
i Smith [95] badali mody podprzestrzeni przestrzeni afinicznych nad cialami. W pracy [C4]
opisano strukture algebr podalgebr przestrzeni afinicznych nad dowolnymi przemiennymi piers-
cieniami z jedno$ciag. Pokazano, ze pewne redukty takich algebr mozna skonstruowaé jako
sumy Plonki reduktow przestrzeni afinicznych nad odpowiednig przestrzenia rzutowa. W pracy
[C3] rezultaty z [C4] zostaly rozszerzone na algebry podalgebr modéw nalezacych do produktu
rozmaitosci, z ktérych co najmniej jedna jest rozmaitoscia przestrzeni afinicznych. W [C1]
opisano algebry podalgebr pewnych nieidempotentnych reduktow modutéw nad przemiennymi
pierécieniami z jednodcia. Zastosowana metoda nie pozwolila jednak na opisanie peinej struk-
tury algebr podprzestrzeni afinicznych.

Aby ominaé te trudno$é, w pracy [B11] opisano przestrzenie afiniczne jako pewne ternarne
(E, R) redukty R-moduléw (E,+, R). Dla kazdego R-modutu, jego podmoduty tworza podal-
gebre (ESM, R) algebry (ES, R). Algebry podmoduléw (ESM, R) sa modami pétkratowymi,
stad generuja rozmaito$¢ modoéw pétkratowych V(R). W pracy pokazano, ze pdipierscient
zwiazany z rozmaitoscia V(R) jest izomorficzny z pélpierscieniem skonczenie generowanych
idealow pierécienia R. Jako wniosek przedstawiono opis kraty wszystkich podrozmaitosci
V(Z/(nZ)).

W pracy [C2] pokazano, ze wiele réwnosci definiujacych przestrzenie afiniczne jest kon-
sekwencjami rownosci liniowych, sa one zatem spelnione w algebrach podalgebr przestrzeni
afinicznych.

6. Referaty wygloszone na konferencjach naukowych:

e Entropy and generalized entropy in n-semigroups (wyklad plenarny), konferencja Alge-
bra Across the Borders, Astana, Kazachstan, 2015.

o Affine and abelian quandles, konferencja Loops’15, Ohrid, Macedonia, 2015.

o Abelian quandles, konferencja AAA9O Workshop on General Algebra, Nowy Sad, Serbia,
2015.

o Algebry uporzqdkowane potkratowo, konferencja Oblicza Algebry, Krakdéw, 2015.

e Reductive medial quandles, konferencja AAA89 Workshop on General Algebra, Drezno,
Niemcy, 2015.

e Entropicity and generalized entropic property in idempotent n-semigroups, konferencja
Algebras and Clones Fest, Praga, Czechy, 2014.

e Power representation of semilattice ordered algebras, konferencja AAA87 Workshop on
General Algebra, Linz, Austria, 2014.

o Semilattice ordered algebras - congruences, closure operators and subvarieties, konfe-
rencja AAA85 Workshop on General Algebra, Luksemburg, 2013.



29

Commuting operations in aggregation, konferencja AAA84 Workshop on General Alge-
bra, Drezno, Niemcy, 2012.

Semilattice ordered algebras - the lattice of subvarieties, Conference on Universal Algebra
and Lattice Theory, Szeged, Wegry, 2012.

Closure operators and semilattice ordered algebras, The 50th Summer School on Algebra
and Ordered Sets, Novy Smokovec, Stowacja, 2012.

Identities in varieties generated by algebras of subalgebras, konferencja AAA81 Work-
shop on General Algebra, Salzburg, Austria, 2011.
cykl dwéch wykladéw plenarnych:
— Survey on aggregation theory
— Bisymmetry and commuting functions
konferencja Algebra Across the Borders, Yeshiva University, Nowy Jork, USA, 2011.

Power representation of modals, International Conference on Algebras and Lattices,
Praga, Czechy, 2010.

Ternary differential modes, Summer School on General Algebra and Ordered Sets, Stara
Lesna, Stowacja, 2009.

Complex graph algebra, konferencja AAAT4 Workshop on General Algebra, Tampere,
Finlandia, 2007.

Modes not embeddable into semimodules, konferencja Algorithmic Complexity and Uni-
versal Algebra, Szeged, Wegry, 2007.

Complex condition in algebras of subalgebras, konferencja AAAT0 Workshop on General
Algebra, Wieden, Austria, 2005.

Complez algebras of subalgebras, International Algebraic Conference, Ekaterinburg, Ros-
ja, 2005.

Linear identities in complex algebras of subalgebras, (wyktad na zaproszenie), konferenc-
ja AAA68 Workshop on General Algebra, Drezno, Niemcy, 2004.

About new examples of bilattices, konferencja AAA66 Workshop on General Algebra,
Klagenfurt, Austria, 2003.

Identities of some complex algebras of subalgebras, (wyktad plenarny), konferencja AAA64
Workshop on General Algebra, Olomuniec, Czechy, 2002.

Interval bilattices and some other simple bilattices, konferencja AAA62 Workshop on
General Algebra, Linz, Austria, 2001.

The lattice of varieties of some ternary mode, konferencja AAA60 Workshop on General
Algebra, Drezno, Niemcy, 2000.

Certain mode varieties and algebras of subalgebras, konferencja AAA58 Workshop on
General Algebra, Wieden, Austria, 1999.

Algebras of subalgebras and reductive modes, konferencja AAA56 Workshop on General
Algebra, Otomuniec, Czechy, 1998.

Reductive modes, Workshop on General Algebra and Discrete Mathematics, Poczdam,
Niemcy, 1998.

Ternary affine spaces, Working meeting ” Modes, modals, related structures and appli-
cation”, Centrum Banacha, Warszawa, Polska, 1997.
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o Affine spaces and algebras of subalgebras, konferencja AAA54 Workshop on General
Algebra, Klagenfurt, Austria, 1997.

e Enrichments of affine spaces and algebras of subalgebras, Fifth Mathematical Conference
”"Workshop’97”, Gronéw, Polska, 1997.

e About algebras of subalgebras, konferencja AAA55 Workshop on General Algebra, Darm-
stadt, Niemcy, 1997.

e poster (prezentacja A. Zamojska-Dzienio): Identities in varieties generated by algebras
of subalgebras, 6th European Congress of Mathematics, Krakow, Polska, 2012.

7. Referaty na seminariach w jednostkach zagranicznych

e Charles University, Praga, Czechy, Entropy and generalized entropy in n-semigroups
and in algebras with neutral element, 2014.

e Charles University, Praga, Czechy, Semilattice ordered algebras, 2013.

e [stytut Matematyki Syberyjskiego Oddzialu Rosyjskiej Akademii Nauk, Nowosybirsk,
Rosja, Modes and modals, 2007.

e Technische Universitat, Darmstadt, Niemcy, Semilattice modes and modals, 2000.
e Technische Universitat, Darmstadt, Niemcy, Ternary affine spaces, 1998.

8. Wyjazdy w ramach wspolpracy naukowej
e Nazarbayev University, Astana, Kazachstan (wrzesieni 2015)
e Charles University, Praga, Czechy (lipiec 2014)
e Charles University, Praga, Czechy (marzec 2014)
e Charles University, Praga, Czechy (marzec 2013)
e Yeshiva University, Nowy Jork, USA (sierpien 2011)

e Instytut Matematyki Syberyjskiego Oddziatu Rosyjskiej Akademii Nauk, Nowosybirsk,
Rosja (marzec 2007)

e Technische Universitat, Darmstadt, Niemcy (listopad 2000)
e Technische Universitat, Darmstadt, Niemcy (grudzien 1998)

9. Udzial w krajowych i miedzynarodowych projektach badawczych
e Polsko-Czeski Program Wykonawczy w ramach Umowy miedzy Rzadem Rzeczypospo-
litej Polskiej a Rzadem Republiki Czeskiej o wspdtpracy w dziedzinie nauki i techniki,
program MNiSW nr 7AMB13PL013/8829/R13/R14, 2013-2014, Algebra ogdlna i zas-
tosowania, wykonawca.

e Miedzynarodowy projekt badawczy INTAS nr 03-51-4110 koordynowany przez Unie
Europejska, 2004-2007, Universal Algebra and Lattice Theory, wykonawca.

e Miedzynarodowy projekt COST Action nr 274 TARSKI z funduszy European Science
Foundation, 2002-2005, Theory and Applications of Relational Structures as Knowledge
Instruments, wykonawca.

e 21 grantow Politechniki Warszawskiej w latach 1995-2015, wykonawca.
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Nagrody i wyrdznienia
e Nagroda Rektora Politechniki Warszawskiej za osiagniecia naukowe, 2012.

e Indywidualne, naukowe stypendium wyjazdowe dla nauczyciela akademickiego Politech-
niki Warszawskiej przyznane w drodze konkursu nr CAS/19/POKL, 2011.

e Nagroda Rektora Politechniki Warszawskiej za osiagniecia naukowe, 2010.

e Nagroda Rektora Politechniki Warszawskiej za osiagniecia naukowe, 1998.

Wskazniki stuzace do oceny dorobku naukowego

Sumaryczny impact factor wedtug listy Journal Citation Reports (JCR), zgodnie z rokiem opu-
blikowania (lub wg dostepnych danych): 6,121

Liczba cytowan publikacji wedtug bazy:
Web of Science: 20
Scopus: 40
MathSciNet: 31

Powyzsze liczby nie zawieraja cytowania pracy opublikowanej pod nazwiskiem A. Trakul.
Wg bazy MathSciNet praca jest cytowana 6 razy (zalacznik nr 10); Google Scholar - 21 razy.

Indeks Hirscha (bez pracy opublikowanej pod nazwiskiem A. Trakul) wedlug bazy:
Web of Science: 2
Scopus: 3
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