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RECENZJA ROZPRAWY DOKTORSKIEJ MGRA ADAMA PYTLA
PT., ROZNE ASPEKTY MARKOWSKIE] 7ZGODNOSCT”

Rozprawa doktorska mgra Pytla dotyczy teorii procesow Markowa 1jej zas-
tosowan. Wielowymiarowy proces Markowa ma wlasnosc tzw. markowskiej zgod-
nosci jezeli jego wspotrzedne pozostaja procesami Markowa (mocnej markowskiej
rgodnoscl, gdy sa procesami Markowa wrgledem filtracji naturaluej procesu wyj-
$ciowego 1 slabej markowskiej zgodnosci, gdy sa procesami Markowa wzgledem
filtracji naturalnych odpowiednich wspohrzednyeh). Celem rozprawy mgra Pytla
jest charakteryzacja mocnej i stabej markowskie] zgodnosci oraz opis jej zas-
tosowan dla szerokich klas procesow Markowa, jakie stanowia procesy Markowa
7 czasem ciaglym z przeliczalna iloscia stanow i tzw. archimedesowe procesy
przezycia.

Wilasnogé markowskiej zgodnosci jest istotnie powiazana z pojeciem tzw. ko-
pul Markowa (oba pojecia zostaly zreszta wprowadzone w te] samej pracy Bie-
leckiego, Jakubowskiego oraz J. i L. Vidozzi z 2008 roku). Kopula Markowa jest
wielowymiarowym procesem Markowa, ktérego rozklady wspolrzednych sa zada-
nymi z gory rozkltadami jednowymiarowych procesow Markowa. Jest ona odpo-
wiednikiem dla procesow Markowa klasycznego pojecia kopuly wektora losowego
wprowadzonego w pionicrskicj pracy Sklara w 1959 roku. W ostatnich latach
pojawily sie liczne prace dotyczace kopul procesow stochastycznych. Wymieni¢
tutaj nalezy szezegolnic prace Kallsena i Tankowa (2006) na temat koput Levy'ego
i Bieleckiego, Jakubowskiego i Nieweglowskiego (2010), (2012) i (2013) na temat
kopul procesow punktowych oraz koput Markowa 1 ich zwiazkow z markowska
zgodnoscia. Wyniki uzyskane w rozprawie uzupelniaja i rozszerzaja wczesniejsze
rezultaty na podobny temat z prac Bicleckicgo, Jakubowskicgo 1 Nicewgglowskicgo
(2012) i (2013). W mojej ocenie badana w rozprawie problematyka to wazny 1
aktualny kierunek badan teorii procesow Markowa i jej zastosowail.



Rozprawa doktorska mgra Adama Pytla sklada si¢ z trzech rozdzialow i rozbu-
dowancgo dodatku. W picrwszym rozdziale zostata szczegolowo opisana tematyka
i struktura rozprawy. Zawarto w nim takze podstawowe definicje zwiazane z wlas-
no$cia markowskicj zgodnosci. Giowna czes¢ rozprawy stanowia rozdzialy 2 1 3.

Rozdzial 2 poswiecony jest badaniu markowskiej zgodnosci w przypadku lan-
cuchow Markowa 7 czasem ciaglym o przcliczalne] iloscl stanow. Przypadck
przeliczalnej ilogci stanow jest istotnie trudniejszy od przypadku ich skoiczonej
iloci. Wymagal on od autora w szczegolnosc znalezicnia warunku zapewnia-
jacego istnienie i jednoznacznosc odpowiednich rownan Kolmogorowa. Wprowa-
dzony warunck dotyczy jednostajnego ograniczenia clementow macicrzy intensy-
wnosci przez funkcje catkowalna f (tzw. jednostajna f-ograniczonodc) jest tatwy
do zweryfikowania i okazal si¢ takze przydatuy do opisania zwiazkow migdzy
macierza intensywnosci, a kompensatorami procesow zliczajacych skoki rozwa-
zanych taicuchow Markowa. Rezultaty wyznaczajace postacie odpowiednich
kompensatorow sa kluczowe dla badai markowskiej zgodnosci taricuchow Marko-
wa 7 przeliczalng iloscig stanow. farto tutaj wyrozni¢ stwierdzenie 2.1.9 1
twierdzenie 2.3.16 (o kompensatorach zwiazanych z ogolnyini procesami skokowy-
mi), twierdzenie 2.3.1 1 stwierdzenie 2.3.5 (0 postaci kompensatorow procesow

zliczajacych skoki tancuchow Markowa), bardzo ciekawe stwierdzenie 2.3.15 (o
charakreryzacji fancuchow Markowa 7 zadang macierza mtensywnosel za pomocs
kompensatorow ich procesow zliczajacych skoki) oraz twierdzenia 2.3.17 12.3.20 (o
postaci odpowiednich kompensatorow w przypadku wielowymiarowycli procesow
Markowa). Najwazniejszymi wynikami rozdziatu 2 sg twierdzenia 2.4.312.4.4po-
dajace warunki konieczne 1 wystarczajace dla mocnej 1 stabej markowskiej zgod-
nosci taicuchéw Markowa z przeliczalng ilogcia stanow w terminach ich macierzy
intensywnoéci. Sa to bardzo ciekawe charakteryzacje uogolniajace wezedniejsze
wyniki dla taiicuchow Markowa ze skoniczona iloscia stanow z pracy Bieleckiego,
Jakubowskiego i Nieweglowskiego z 2013 1. Ich uzyskanie wymagato umiejetnego
zastosowania opisanych wyzej rezultatow dotyczacych postacl kompensatorow.
Druga bardzo wazna czeScia rozprawy jest rozdzial 3. Dotyczy on bada-
nia markowskiej zgodnosci n-wymiarowych archimedesowych procesOw przezy-
cia. Jak zauwazono w twierdzeniu 3.2.1 ich staba zgodno$¢ wynika z faktu, iz
kazda wspohrzedna wiclowymiarowego archimedesowego procesu przezyvcia jest
tzw. losowym mostem gamma, o ktorym wiadomo, ze jest procesem Markowa
wzgledem swojej filtracji naturalnej. Glownym problemem jest badanic silucj
markowskiej zgodnoéci. W bardzo waznym twierdzeniu 3.2.4 pokazano, ze jezeli
rozktad generujacy ma nosnik dyskretny lub jego nosnik nic jest rowny (0, 00), to
zwiazany z nim archimedesowy proces przezycia nie jest silnie markowsko zgodny.
Dowod twicrdzenia 3.2.4 jest wiclokrokowy. Jego przeprowadzenic wymagalo
pokonania szeregu istotnych problemow o charakterze technicznym. Autorowi
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rozprawy udalo sie uzyskaé pelna charakteryzacje mocnej zgodnosei w przypadku,
edy rozklad gencrujacy ma nognik (0,00) 1 ciagla gestosé. W twicrdzeniu 3.2.6
pokazano, ze archimedesowy proces przezycia z takim rozkladem generujacym
jost silnic markowsko zgodny wtedy 1 tylko wtedy, gdy rozwazana gestosc jest
gestoscia rozkladu gamma (szkoda jednak, ze autor nie skomentowal przypadku,
gdy rozklad generujacy ma nosnik (0,00) 1 nicciagla gestoscé). Wazna czescia
rozdzialu 3 sa praktyczne zastosowania uzyskanych twierdzen w celu wyznaczenia
roznorodnych funkeji decyzyjuych. Bardzo podobaja mi si¢ konkretne formuly
wyprowadzone w stwierdzeniach 3.3.2, 3.3.3 1 3.3.5.

Na koticu rozprawy znajduje sic obszerny dodatek zawicrajacy wybrane defini-
cje i fakty, a takze niektore opisy i dowody pominiete wezedniej z uwagi na ich
dhugosc.

Rozprawa mgra Adama Pytla zostala dobrze zredagowana. Wstep z rozdziatu
1 oraz rozbudowany dodatck stanowia bardzo dobre wprowadzenic i uzupelnic-
nie zasadniczej czesci pracy. Ponadto liczne ciekawe przyklady i szereg uwag w
3 dodatkowo wzbogacaja joj tresé. Praca zawicra tylko nicliczie
pomylki i bledy drukarskie. Dotycza one glownie czesci opisowej, a nie zawartoscl
matematyczne)

rozdziatach 2 1

W szezegolnosci w definicji 2.1.4 zamiast N powinien by¢ G-
adaptowany proces Y, uwaga na tej samej stronie, ze rosnacy i adaptowany
proces jest nadmartyngatem jest nicprawdziwa (gdy jego skoki sa jednostajuic
calkowalne to jest on lokalnym podmartyngalem), podobmnie procesy N+, N/ na
stronic 15 sa lokalnymi podmartyngatami, a nic nadmartyngatami itd. Powyzszc
uwagi nie umniejszaja mojej wysokiej oceny rozprawy mgra Adama Pytla. Przed-
stawione w niej wyniki uwazam za ciekawe 1 wartosciowe. Nalezy podkreslic, ze
w rozprawie badane byly aktualne i trudne zagadnienia, ktorych zrozumienie 1
rozwiazanie wymagalo znajomosci wielu artykulow naukowych oraz zastosowania
trudnych technicznie metod dowodowych. Czesé rezultatéw pracy doktorskie
dotycezaca archimedesowego procesu przezycia zostala juz opublikowana w /.
Appl. Prob. (2016) we wspolnej pracy z promotorem. W mojej opinii rowniez
wyniki 7 rozdziatu 2 na temat markowskiej zgodnosci w przypadku fancuchow
Markowa z czasem ciaglym o przeliczalnej ilosci stanéw powinny zostac opub-
likowane w praysztosci.

Podsumowujac stwierdzam, ze przedstawiona przez mgra Adama Pytla praca
jest warto$ciowa rozprawa doktorska i spelnia wszystkic wymagania ustawowe 1
zwyczajowe stawiane rozprawom doktorskim. Wobec tego wnosze o dopuszczenie
mgra Pytla do dalszych etapow przewodu doktorskiego.
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