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Recenzja rozprawy doktorskiej pod tytulem

,,Problem optymalnej wyplaty dywidendy w dyskretnym modelu nadwyzki
fi rmy tbezpieczeniowej "

mgra ini. Dariusza Sochy

Rozprawa doktorska mgra inZ. Dariusza Sochy podwigcona jest modelowi wypiaty dy-
widendy akcjonariuszom fi.rmy ubezpieczeniowej, Model ten zar6wno z czasem ciqglym
jak t z czasern dyskretnym jest dobrze znany w literaturze ubezpieczeniowej i finansowej,
Przykladem moze by6 praca B. Avanzi pt. ,,Strategies for dividend distribution: a re-
view" (North American Actuarial Journal vol.13, 2009), kt6ra zawtera dlug4 listg pozycji
bibliograficznych.

W modelu wyplaty dywidendy zakLada sig, ze proces nadwyZki opisany jest przez r6w-
nanie rekurencyjne uwzglgdniaj4ce stan kapitalu firmy ubezpieczeniowej w okresie pocz4t-
kowym oraz bilans pomigdzy wyplaconymi odszkodowaniami a otrzymanymi skladkami
na koniec ka2dego okresu. W szczeg6lno6ci Autor rozwaLa problem z czasem dyskretnym,
w kt6rym proces nadwyzki (X"), o warto6ciach w zbiorze liczb neczywistych, przedsta-
wiony jest za pomoce r6wnania rekurencyjnego:

Xn+r : Xn -tn*, - (Jn, Xs :: r 2 0, (1)

gdzie (In e [0, &] oznacza wyplacon4 dywidendg , a tn jest r6znic4 pomigdzy skladkami
a wyplatami z tytulu odszkodowai w okresie n. W dalszej czg(;ci pracy (poza jednym

podrozdzialem) Autor rozprawy zaklad.a, ," i', - d - Yr, gdzie d > 0 jest skladkq, a
Y" jest strat4. Oczywiste jest, ze firma ubezpieczeniowa moile dziala(, tak dlugo az nie
nast4pi jej bankructwo, tzn. do momentu r: min{n : Xn z-0}. Celem Autora rozprawy
jest skonstruowanie strategii maksymalizujqcej oczekiwanq wyplatg dyskontowanq akcjo-
nariusza firmy w modelu z nieskoirczonym horyzontem czasowym. Innymi slowy, chodzi
o rozwi4zanie problemu 

/ aa \

uju 12""'") ' (2)
oraz podanie strategii (U;) (o ile istnieje), kt6ra realizuje supremum w (2). Liczba 1 €
(0, 1) jest wsp6lczynnikiem dyskonta.

Rozprawa doktorska sklada sig z o6miu rozdzial6w. Rozdzialy 1 oraz 3 zostaly opubli-
kowane w samodzielnej pracy Dariusza Sochy w Applicationes Mathematicae. Jak wynika
z podanej literatury jest to jedyna Jego publikacja. Aby podai strategig maksymahzuj4c4

oczekiwan4 wyplatg dyskontowanq, Autor stosuje znane metody programowania dyna-
micznego, W gruncie rzeczy r6wnanie (1) opisuje ewolucjg stanu w markowskim proce-

sie decyzyjnym, zatem problem maksymali,zacji (2) zostaje sprowadzony do pokazania



istnienia rozwi4zama r6wnania Bellmana. W6wczas jego rozwrqzanie jest funkcjq war-

to6ci (maksymaln4 wyplatq), a optymalna strategia stacjonarna jest funkcj4 realizuj4cq

maksimum wystqpuj4ce w r6wnaniu Beilmana. Metoda otrzymama rozwi1zania r6wnania

Bellmana badanego problemu sprowadza sig do :u?ycia tw. Banacha o punkcie stalym w

odpowiedniej przestrzeni funkcyjnej. Pomimo, i2 dywidendy mogq przyjmowa6 dowolne

nieujemne warto$ci, to Autor sprytnie definiuje operator zwgzajqcy w klasie funkcji ogra-

niczonych (ci4glych b4df borelowsko mierzalnych), a nastgpnie wykorzystuj4c szczeg6ln4

posta6 prawdopodobiefstwa przejdcia markowskiego procesu decyzyjnego opisanego r6w-

naniem (1) pokazuje, ze optymalna strategia jest pasmowa (tzw. ,,band strategy" ). W tym

miejscu przydalaby sig interpretacja dlaczego takie strategie s4 optymalne w tych proble-

mach. W Rozdziale 3 Doktorant rozwaza jedynie straty o rozkladzie wykladniczym' W

tynt szczeg6lnym przypadku udaje mu sig wyhczy(, funkcjg warto6ci oraz poda6 strategig

optymaln4, kt6ra jest strategiq barierow4. Jest to strategia pasmowa z jednym pasmem,

Ten rozdzial moim zdaniem zaslugujg na uwagg, gdy2 do6i rzadko r-rdaje sig podai funk-

cje warto$ c.i oraz optymalne strategie w markowskich procesach decyzyjnych na og6lnej

przestrzeni stan6w. Autor, aby wyliczyi te funkcje korzyst al z teotn r6wnari r6zntczko-

wych zwyczajnych. Czg6ciowe wyniki, aczkolwiek mniej szczeg6lowe zostaly uzyskane dla

strat opisanych rozkladem Erlanga (z dowolnym parametrem ksztaltu)' W szczeg6lno6ci

Doktorant podal warunki na to aby strategia barierowa byla optymalna. Inne warunki na

optymalno66 strategii barierowej zostaly sformulowane dla strat o rozkladach logarytmicz-

nie wypuklych. Analogiczne wyniki uzyskano takze dla rozklad6w dyskretnych' Rozdzial

7 natomiast pofwigcony jest klasycznemu modelowi Crd,merq, Lundbmga w teorii ryzyka'

Doktorant podaje tu r6wnie2 warunki na to, by strategia optymalna byla barierowa, za-

kladaj4c, ze dywidenda wyplacana jest tylko w czasie realizacji szkody. Ostatni tozdzial

traktuje o pewnym drobnym uog6lnieniu rozwazanego modelu, w kt6rym akcjonariusz

mierzy zadowoienie otrzymanej wyplaty dywidendy za pomoc4 pewnej specyficznej funk-

c)t uzytecznoSci.
W istocie gl6wna czgfi(, wynrk6w rozprawy doktorskiej sprowadza sig do podania wa-

runk6w na to, aby w modelu wyplaty dywidendy strategia optymalna byla strategiq barie-

row4. Autor zaklad,ajyc, 2e proces nadwyzki podlega r6wnaniu (1), charakteryzuje klasy

rozklad6w bqdl wskazuje konkretne klasy rozklad6w, dla kt6rych powyzszy f.akt ma miej-

sce. Pomimo, iz wyniki nie brzmie2bardzo og6lnie, a pewne klasy rozklad6w (jak rozkiady

wykladnicze strat albo mieszanki rozklad6w wykiadniczych) byly studiowane w literatu-

rze w kontek$cie innych proces6w nadwyzek, to warto zauwazy|,2e Autor sporo musial sig

napracowa(.by pokaza6, ze pewne zalozenta s4 konieczne czy wystarczaj4ce' Natomiast

moj4 oceng rozprawy nieco obniza styl w jakim jest ona zredagowana' Przede wszystkim w

wielu miejscach brakuje kropek, przecink6w, pewne zdama s4 niedokoitczone oraz slowa

s4 uzyte niepoprawnie (np. ,,ap1ikuj4c wz6r", ,,wzrastaj4ce rnaksima", ,,kontrakcyjno66

operatora", ,,Lemmat", ,,Proposition"). Pomijaj.4c te usterki w pisowni i jgzyku polskim,

takze z matematycznego punktu widzenia praca posiada wiele niedoci4gnig6, co powo-

duje, iz czg6i wynik6w moZe budzi6 w4tpliwo66 przy pierwszym czytaniu. Pozwolg sobie

przywola6 tylko niekt6re z nich: na stronie 13 stwierdzenie, ze tylko funkcja g moze byl'

nleiiagta, w sformulowaniu Proposition 5.1.1 (i dalej podobnych fakt6w), czy (ui) iest



dowolnym ci4giem (jak wynika z dowodu chyba nie), na stronie 100 ostatnie dwie linijki s4
niejasne (czy ciarg (Tn) oznacza czasy pomigdzy wplywami szk6d), definicja operatora f
w dowodzie Lematu 8.2.2 jest niejasna. Ponadto, czytanie pracy utrudnia takze balagan
w ozraczeniach. PrzykladowoJ raz z jest hczbq, innym razem jest funkcj q, raz g oznacza
funkcjg ggstodci, innym razem Iitera / (strona 116) jest uzywana, a ona z kolei oznacza
funkcjg pomocnicz4 w r6wnaniu Bellmana. W Rozdziale 7 Autor zmienia oznaczenraj I
tak losowa dywidenda oznaczana liter4 Un jest teraz oznaczarra przez Dn, d ta iitera uzy-
wana byla na oznaczerrre losowej skladki. R6wniez oznaczenie wsp6lczynnika dyskonta sig
zmienia z 'y na a. Rozprawa zawiera r6wnieZ inne niepoprawne matematycznie sformulo-
wania:  , , funkc ja jest  rosn4ca d la / :0 , . . , ,u*"  (s t rona 94) ,  , ,@(d+n)  e C2(R+) jest  5c i6 le
rosn4ca" (strona 67), ,,h+t jest ci4giem" (strona 24), ,,g(r) jest fr-rnkcj4ci4gly" (strona
101), itd. Wymienilam tylko c2966 bl9d6w redakcyjnych.

Reasumujqc moje pozytywne oraz negatywne obserwacje i uwagi uwazam, iz Doktorant
wykazal sig spor4 umiejgtno6ci4 przeprowadzenia Zmudnych obliczef, kt6re wymagaly nie
tylko znajomo6ci anahzy matematycznej, ale takze fakt6w z rachunku prawdopodobieri-
stwa czy metod programowania dynamicznego. W moim odczuciu praca spelnia ustawowe
wymagania stawiane rozprawom doktorskim, je6li chodzi o warto66 matematyczn7 rzy-
skanych rezultat6w. Pomimo bardzo krytycznej oceny sposobu prezentacji podstawowych
tez i wielr-r blgd6w redakcyjnych wnioskuje o dopuszczeniu Autora rozprawy do dalszych
etap6w przewodu doktorskiego.


