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Recenzja rozprawy doktorskiej pod tytutem
»Problem optymalnej wyptaty dywidendy w dyskretnym modelu nadwyzki
firmy ubezpieczeniowej”
mgra inz. Dariusza Sochy

Rozprawa doktorska mgra inz. Dariusza Sochy poswiecona jest modelowi wyptaty dy-
widendy akcjonariuszom firmy ubezpieczeniowej. Model ten zaréwno z czasem ciaggltym
jak iz czasem dyskretnym jest dobrze znany w literaturze ubezpieczeniowej i finansowe;j.
Przyktadem moze by¢ praca B. Avanzi pt. ,Strategies for dividend distribution: a re-
view” (North American Actuarial Journal vol.13, 2009), ktéra zawiera dtuga liste pozycji
bibliograficznych.

W modelu wyptaty dywidendy zaktada sig, ze proces nadwyzki opisany jest przez row-
nanie rekurencyjne uwzgledniajace stan kapitatu firmy ubezpieczeniowej w okresie poczat-
kowym oraz bilans pomiedzy wyptaconymi odszkodowaniami a otrzymanymi sktadkami
na koniec kazdego okresu. W szczegdlnoéci Autor rozwaza problem z czasem dyskretnym,
w ktérym proces nadwyzki (X,), o wartoSciach w zbiorze liczb rzeczywistych, przedsta-
wiony jest za pomocg rownania rekurencyjnego:

Xpni1=Xn—Yor1—Up, Xo:=12>0, (1)

gdzie U, € [0, X, ] oznacza wyptacona dywidende, a Y, jest réznica pomiedzy skiadkami
a wyplatami z tytulu odszkodowan w okresie n. W dalszej czeéci pracy (poza jednym
podrozdziatem) Autor rozprawy zaklada, ze Y, = d—Y,, gdzie d > 0 jest sktadka, a
Y, jest straty. Oczywiste jest, ze firma ubezpieczeniowa moze dziala¢ tak diugo az nie
nastapi jej bankructwo, tzn. do momentu 7 = min{n : X,, < 0}. Celem Autora rozprawy
jest skonstruowanie strategii maksymalizujacej oczekiwang wyptate dyskontowang akcjo-
nariusza firmy w modelu z nieskoriczonym horyzontem czasowym. Innymi stowy, chodzi
o rozwigzanie problemu
o0

sup B (Z 7”Un) ; (2)

(Un) n=0
oraz podanie strategii (U*) (o ile istnieje), ktora realizuje supremum w (2). Liczba v €
(0,1) jest wspétczynnikiem dyskonta.

Rozprawa doktorska sklada sie z o$miu rozdziatéw. Rozdzialy 1 oraz 3 zostaty opubli-
kowane w samodzielnej pracy Dariusza Sochy w Applicationes Mathematicae. Jak wynika
z podanej literatury jest to jedyna Jego publikacja. Aby poda¢ strategie maksymalizujaca
oczekiwang wyptate dyskontowana, Autor stosuje znane metody programowania dyna-
micznego. W gruncie rzeczy réwnanie (1) opisuje ewolucje stanu w markowskim proce-
sie decyzyjnym, zatem problem maksymalizacji (2) zostaje sprowadzony do pokazania
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istnienia rozwigzania réwnania Bellmana. Wéwczas jego rozwigzanie jest funkcja war-
toéci (maksymalng wyplata), a optymalna strategia stacjonarna jest funkcjg realizujaca
maksimum wystepujace w réwnaniu Bellmana. Metoda otrzymania rozwigzania rownania
Bellmana badanego problemu sprowadza si¢ do uzycia tw. Banacha o punkcie statym w
odpowiedniej przestrzeni funkcyjnej. Pomimo, iz dywidendy moga przyjmowaé dowolne
nieujemne wartoéci, to Autor sprytnie definiuje operator zwezajacy w klasie funkcji ogra-
niczonych (ciagtych badz borelowsko mierzalnych), a nastepnie wykorzystujac szczegblng
postaé prawdopodobiefistwa przejécia markowskiego procesu decyzyjnego opisanego roéw-
naniem (1) pokazuje, ze optymalna strategia jest pasmowa (tzw. ,band strategy”). W tym
miejscu przydataby sie interpretacja dlaczego takie strategie sa optymalne w tych proble-
mach. W Rozdziale 3 Doktorant rozwaza jedynie straty o rozkladzie wyktadniczym. W
tym szczeg6lnym przypadku udaje mu sie wyliczy¢ funkcje wartosci oraz podacl strategie
optymalna, ktéra jest strategia barierows. Jest to strategia pasmowa z jednym pasmem.
Ten rozdzial moim zdaniem zastuguje na uwage, gdyz doé¢ rzadko udaje si¢ podaé funk-
cje wartosci oraz optymalne strategie w markowskich procesach decyzyjnych na ogélne;
przestrzeni stanéw. Autor, aby wyliczy¢ te funkcje korzystal z teorii réwnan rézniczko-
wych zwyczajnych. Czeéciowe wyniki, aczkolwiek mnie] szczegbtowe zostaly uzyskane dla
strat opisanych rozkladem Erlanga (z dowolnym parametrem ksztaltu). W szczegdlnosci
Doktorant podat warunki na to aby strategia barierowa byta optymalna. Inne warunki na
optymalno$é strategii barierowej zostaty sformutowane dla strat o rozktadach logarytmicz-
nie wypuktych. Analogiczne wyniki uzyskano takze dla rozktadéw dyskretnych. Rozdzial
7 natomiast poéwiecony jest klasycznemu modelowi Crdmera-Lundberga w teorii ryzyka.
Doktorant podaje tu réwniez warunki na to, by strategia optymalna byta barierowa, za-
kladajac, ze dywidenda wyplacana jest tylko w czasie realizacji szkody. Ostatni rozdziat
traktuje o pewnym drobnym uogélnieniu rozwazanego modelu, w ktérym akcjonariusz
mierzy zadowolenie otrzymanej wyplaty dywidendy za pomoca pewne] specyficznej funk-
cji uzytecznosci.

W istocie gtéwna czesé wynikéw rozprawy doktorskiej sprowadza sig do podania wa-
runkéw na to, aby w modelu wyplaty dywidendy strategia optymalna byla strategia barie-
rows. Autor zaktadajac, ze proces nadwyzki podlega réwnaniu (1), charakteryzuje klasy
rozkladéw badz wskazuje konkretne klasy rozktadéw, dla ktérych powyzszy fakt ma miej-
sce. Pomimo, iz wyniki nie brzmig bardzo ogdlnie, a pewne klasy rozkladéw (jak rozklady
wykladnicze strat albo mieszanki rozktadow wyktadniczych) byty studiowane w literatu-
rze w kontekscie innych proceséw nadwyzek, to warto zauwazy¢, ze Autor sporo musial sie
napracowaé by pokazaé, ze pewne zalozenia sg konieczne czy wystarczajace. Natomiast
mojg ocene rozprawy nieco obniza styl w jakim jest ona zredagowana. Przede wszystkim w
wielu miejscach brakuje kropek, przecinkéw, pewne zdania sg niedokonczone oraz stowa
sa uzyte niepoprawnie (np. ,aplikujac wzér”, ,wzrastajace maksima”, ,kontrakcyjnosc
operatora”, ,Lemmat”, ,Proposition”). Pomijajac te usterki w pisowni i jezyku polskim,
takze z matematycznego punktu widzenia praca posiada wiele niedociggnie¢, co powo-
duje, iz czeéé wynikéw moze budzi¢ watpliwos¢ przy plerwszym czytaniu. Pozwole sobie
przywotaé tylko niektére z nich: na stronie 13 stwierdzenie, ze tylko funkcja g moze by¢
nieciagla, w sformutowaniu Proposition 5.1.1 (i dalej podobnych faktow), czy (uy) jest



dowolnym ciggiem (jak wynika z dowodu chyba nie), na stronie 100 ostatnie dwie linijki sa
niejasne (czy ciag (7,) oznacza czasy pomiedzy wplywami szkdd), definicja operatora T
w dowodzie Lematu 8.2.2 jest niejasna. Ponadto, czytanie pracy utrudnia takze balagan
w oznaczeniach. Przyktadowo, raz u jest liczba, innym razem jest funkcja, raz g oznacza
funkcje gestosci, innym razem litera f (strona 116) jest uzywana, a ona z kolei oznacza
funkcje pomocnicza w réwnaniu Bellmana. W Rozdziale 7 Autor zmienia oznaczenia, i
tak losowa dywidenda oznaczana litera U, jest teraz oznaczana przez D,, a ta litera uzy-
wana byta na oznaczenie losowej sktadki. Réwniez oznaczenie wspo6tczynnika dyskonta sie
zmienia z v na «. Rozprawa zawiera réwniez inne niepoprawne matematycznie sformuto-
wania: ,funkcja jest rosnaca dlal=0,...,u*” (strona 94), ,©(d+z) € C*(R™T) jest §cidle
rosnaca’ (strona 67), Y, i1 jest ciagiem” (strona 24), ,g(z) jest funkcja ciagla’ (strona
101), itd. Wymienitam tylko cze$¢ btedéw redakcyjnych.

Reasumujac moje pozytywne oraz negatywne obserwacje i uwagi uwazam, iz Doktorant
wykazal sie sporag umiejetnoécia przeprowadzenia zmudnych obliczen, ktére wymagaty nie
tylko znajomosci analizy matematycznej, ale takze faktow z rachunku prawdopodobien-
stwa czy metod programowania dynamicznego. W moim odczuciu praca spetnia ustawowe
wymagania stawiane rozprawom doktorskim, jesli chodzi o warto$¢ matematyczng uzy-
skanych rezultatow. Pomimo bardzo krytycznej oceny sposobu prezentacji podstawowych
tez i wielu btedéw redakcyjnych wnioskuje o dopuszczeniu Autora rozprawy do dalszych
etapéw przewodu doktorskiego.
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