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pt. Problem optymalnej wyplaty dywidendy
w dyskretnym modelu nadwyzki firmy ubezpieczeniowej

1. Wstep

Przedmiotem recenzowanej rozprawy jest analiza problemu optymalnej wyplaty
dywidendy w modelu nadwyzki finansowej firmy ubezpieczeniowej. Analizowany
w rozprawie problem dotyczy dyskretnego modelu nadwyzki ubezpieczyciela
(X,) zadanego w postaci rekurencyjnej:

Xn+1 =X, Ux+ Yn-{-lg (11)

z kapitalem poczatkowym Xy = z > 0, Y,-réznicg pomiedzy skiadkami i
wyplatami odszkodowan oraz wysokoscig dywidendy U,. Opisane w pracy za-
gadnienia dotyczg postaci optymalnyeh strategii wyplat kwot dywidend. Zatem,
chodzi o ciag, ktéry maksymalizuje funkcjonal

T—1
Z Y Un| X0 = x}
n=0

oraz badanie wlasno$ci funkeji wartosei

V(U.),z)=E

V(z)= sup V({U.), =) ‘ (1.2)
(Un)en

Problem poszukiwania optymalnej strategii wyplat dywidend oraz badanie wlas-
noéct funkeji wartoéci zostal w rozprawie sprowadzony do analizy odpowiedniego
réwnania Bellmana. Stosowane tu metody i techniki pochodzg miedzy innymi z
pracy Autora rozprawy {21], opublikowanej w 2014 r. Po czeéci stanowia adap-
tacje podejécia zastosowanego w [1] 1 {22]. Jak zaznaczono we wstepie rozprawy,
powyzszy model pochodzi z lat 50-tych ubieglego stulecia i byl zaproponowany
przez de Finettiego [11], a nastgpnie badany migdzy innymi przez Miyasawe
[17], Gerbera [13], Shubika i Thompsona [23] oraz Morill'a [18] i Borcha [7-9].
W przypadku czasu ciagglego analogiczne modele byly badane przez Asussena
i Taksara [2], Kyprianou i Palmowskiego [15] {modele z ruchem Browna) oraz
przez Avrama, Palmowskiego i Pistoriusa {3], Borcha [7] (dla modelu Cramera-
Lundberga). W tych przypadkach gléwnym narzedziem zastosowanym w anal-
izach byla teoria proceséw Levy'ego. Jednym z istotnych zagadniefi badanych



w rozprawie jest optymalnos¢ strategii barierowych uzywanych jako kryterium
wyplaty dywidendy. W przypadku modelu nadwyzki z czasem ciaglym opty-
malnodt takich strategii wykazal Loeffen w [16]. Przypadkowi wyplat dywidend
w losowych chwilach czasu podwiecona zostala praca Albrecher’a, Bauerle’a oraz
Thonhauser’a [1]. Zatem, tematyka zawarta w rozprawie jest ciekawa, nalezy
do "klasyki gatunku" i jest nadal intensywnie rozwijana.

2. Zawartost rozprawy

Rozprawa liczy 127 stron. Prace poprzedza wstep, w ktérym przedstawiono
gléwny model oraz zarys historii rozpatrywanych zagadniefi. Zasadnicza czeéé
pracy sklada sie z siedmiu rozdzialéw. W ostaniej czeSci Autor umiescil do-
datek zawierajacy uwagi dotyczace mozliwoéci pewnyeh nogélniefi zasadniczych
wynikéw. Rozdzial pierwszy zawiera analize réwnania Bellmana (dla z > 0)

7(e)= sup {utnE (7= u+ Y)x(omuivo0) }

ktére w réwnowagnej postaci (przy zalozeniu, ze v jest wspdélnym rozkladem
ciggu (¥y,), ¥ =% ¥,,,n > 0) ma ksztalt

o0
V(z)= sup {u + 'y/ Viz—u+ y)v(dy)} . (1.0.4)
0<u<e —{z—u)

Zasadniczym wynikiem tej cze$cl pracy jest twierdzenie méwiace, ze funkcja
wartodci (1.2) jest rozwiazaniem (1.0.4) oraz opisujace postaé strategii optymal-
nej (Twierdzenie 1.0.8.). Dowdd tego twierdzenia jest rozszerzona, uszezegélowions
wersja dowodu analogicznego wyniku opublikowanego w pracy Autora [21] i
oparty zostal o Twierdzenie 1.0.2, z wykorzystaniem Twierdzenia Banacha o
kontrakeji w przestrzeni ograniczonych funkeji mierzalnych (przestrzeni ogranic-
zonych funkcji ciaglych, w przypadku, gdy v jest rozkladem ciaglym) oraz kilku
dodatkowych rezultatach pomocniczych. W dalszej kolejnosci podane zostaly
wraz z dowodami rezultaty dotyczace wlasnoéci rozwigzania V' oraz optymal-
nej strategii. Na uwage zasluguja tu rezultaty dotyczace oszacowania wartosci
rozwigzania (Proposition 1.1.1) oraz T'wierdzenie 1.1.6 o optymalnoSci strategii
pasmowe] (postaci z Definicji 1.1.4) w modelu optymalnej dywidendy (1.2).

W Rozdziale 2 Autor rozwaza sytuacje, gdy rozklad zmiennej losowej ¥ jest
skoncentrowany na okreslonym podzbiorze liczb catkowitych ograniczonych z
doti. Gléwnym rezultatem jest tu Twierdzenie 2.0.7 o oszacowaniu dlugoéci
optymalnej strategii pasmowej, przy zalozeniu odpowiedniej postaci dolnego
oszacowania prawdopodobiefistwa na, ograniczenie z dotu wartosci zmiennej Y .
Autor wykazal sie spora pracowitodcia przeprowadzajac doéé zlozony i zmudny



dowdd tego rezultatu. Twierdzenie to uogdlnia wynik uzyskany przez Mivasawe
w [17].

Rozdzial trzeci dotyczy przypadku wykladniczego rozkladu strat (rozkladu
zmiennej ¥). W tym przypadku, zachodzi twierdzenie o optymalnofci strategii
barierowej (Twierdzenie 3.1.6). To interesujacy wynik rozszerzajacy wezeéniejszy
rezultat Borcha z 6], na klasg innnych rozkladéw wykladniczych, niz te, ktdre
spelniajg zalozenia Borcha. Np. chodzi tu o polaczenie przypadku wystepownia
duzych skladek oraz strat o duzych érednich. Ponadto, podane zostalo oszacow-
anie z gory optymalnego progu strategii barierowej (Proposition 3.1.9). Dao-
datkowo, przedstawiona zostala procedura uzykania jawnej postaci rozwigzania
V' problemu optymalnej dywidendy. Wyniki wraz z ich dowodami, zapisane w
tej czedcl rozprawy pochodza z opublikowanej pracy Autora [21]. W rozprawie
zostaly jednak przedstawione w bardziej rozwinietej formie.

Kolejna czest rozprawy koncentruje uwage czytelnika na analizie przypadku
strat o rozkladzie Erlanga. W tych warunkach strategia optymalng jest strategia
pasmowa 0 skoficzonej liczbie progéw {Wniosek 4.0.13). Jest to nowy wynik, nie
publikowany wezeéniej i stanowi czedciows analize gléwnego problemu rozprawy
w tym przypadku. Autor dokonal tu analizy maksiméw pomocniczej funkeji
ziniennej v, w postaci wyrazenia wystepujacego pod supremum w (1.0.4), w
przypadku rozkladu Erlanga.

W czeicl pigtej rozwazania Autora dotycza przypadku stalej skladki. O
rozkladzie strat zaklada sie, ze jest rozkladem cigglym o gestoéci klasy €2, spel-
niajacej warunek logarytmicznej wypuklosci. W Proposition 5.1.4, Twierdze-
niu 5.1.5 oraz Wniosku 5.1.6 uzyskano optymalnosé strategii barierowej. Sg
to nowe rezultaty, a ich dowody sg zlozone. Ich przeprowadzenie wymagalo
7 jednej strony pomyslowoéci, z drugisj za$, bieglosci rachunkowej. Uszyskane
wyniki zostaly zilustrowane réwniez w szezegolnych przypadkach: dla rozkiadn
Pareto (Przyklad 5.1.7) oraz mieszanki rozkladéw wykladniczych (Przyklad
5.1.8). Zawartost rozdziatu uzupelnia Twierdzenie 5.1.9. (o optymalnoéci strate-
gil barierowej) z alternatywnym dowodem-opartym na zastosowaniu przeksz-
talcenia kontrakeyjnego- w stosunku do podanego przer Borcha w [6] (przy in-
nych zalozeniach niz wezedniejsze) oraz jego wniosek. Podkresli¢ nalezy réwniez
fakt, ze Autor skonstruowal przykiad ilustrujacy istotnoéé zalozefi wystepuja-
cych w gléwnych twierdzeniach tej czesct (Przyklad 5.1.12).

Wryniki uzyskane w kolejnej czeéci rozprawy stanowia, dyskretne odpowied-
niki rezultatéw z poprzedniego rozdzialu. Jak poprzednic zaklada sie tu stalg
skladke, a zmiana dotyczy rozkiadu strat, ktéry jest logarytmicznie wypukly w
sensie dyskretnym. Gléwne wyniki to: Proposition 6.1.5 1 wynikajace z niego
Twierdzenie 6.1.6 o optymalnosdci strategii barierowej. I w tym przypadku,
przeprowadzone dowody sg zmudne, wieloprzypadkowe 1 wymagaly duzej pracy
Autora. Réwniez i w tym przypadku Autor podaje i dowodzi twierdzenie o op-
tymalnoéci strategii jednoprogowe] przy innych jeszcze zatozeniach. Uszyskane
wyniki ilustrujg przylklady z konkretnymi rozkladami dyskretnymi (Preykiady
6.1.7 i 6.1.8). Podobnie jak w Rozdziale 3, uzyskane w tej czeéci rezultaty sg
nowymi wynikami.




Rozdzial 7 dotyczy analizy optymalnych strategii wyplady dywidendy w
klasycznym modelu Cramera-Lundberga, ze skumulowansg wyplaty dywidendy
w momentach zgloszeni szkéd. Gléwny wynik tego rozdziatu stanowi Twierdze-
nie 7.0.16 o optymalnofci strategii barierowej i jest konsekwencjg wlasnogei
wykazanych w Proposition 7.013 i 7.0.15. Dowody obu rezultatéw sa skom-
plikowane i dhugie. I tym razem wymagaly sporej pracowitodci Autora.

Rozprawe koficzy rozdzial zawierajacy uwagi nt. problemu optymalnej dy-
widendy przy zalozeniu, ze czas ruiny jest postaci: 7 = min{n : X, < 0}.
Wezesniej, analizy prowadzone w rozprawie dotyczyly przypadku 7 = min{n :
Xa < 0}. W tym praypadku Autor podaje postaé strategii e-optymalnej (Propo-
sition 8.4.1) oraz analizuje maksymalizacje funkcjonatu éredniej uzytecznoédci
wyplaconych dywidend, przy zalozeniu warunkéw Inady dla funkcji usytecznosci.

3. Uwagi nt. rozprawy

Generalnie rozgprawe nalezy oceni¢ pozytywnie. Jak napisano juz wczeéniej,
dowody zawartych w niej wynikéw bazuja na doéé skomplikowanych analizach i
oszacowaniach. Ich przeprowadzenie wymagalo duzo pracy i bieglogci. Wyniki
przedstawione w pracy sa rozszerzeniem lub uzupelnieniem czeéciowo znanych
dotad rezultatéw. Pewne z nich sg nowe i dotad niepublikowane.

Przejde teraz do uwag krytycznych. Pewne zastrzezenia moze budzi¢ zbyt
lakoniczna, w kilku miejscach, forma przedstawionych rozumowan w zamieszc-
zonych dowodach. To nie ulatwia lektury. Pozostale usterki maja gléwnie
charakter redakcyjny. Autor powinien wykazaé wieksza starannosé w tym za-
kresle. W punktach ponizej wypisane zostaly dalsze uwagi.

1. Autor nie powinien uzywaé, w rozprawie pisanej w jezyku polskim,
okretleft takich jak: Proposition, Lemmat , sidw "if". Dlaczego nie uzyé pol-
skich sléw Stwierdzenie, Lemat, "dla", "gdy" lub "jesli"(?). Tym bardzie], ze
powolujac si¢ na konkretne "Proposition XXX" lub "Lemmat XXX" zawsze
uzywa okreslen "Stwierdzenie XXX" lub "Lemat XXX".

2. W dowodzie "Proposition 1.0.5", na str. 14, zbiér A° powinien mieé
postaé {x : z{z) < 0} zamiast {x : z(z) > 0} (jako konsekwencja A° = {x :
W(z) > f(z)} oraz z = f — W}.

3. W tezie Lematu 1.0.7 (w rozprawie Lemmat 1.0.7, str. 15) brakuje "dla
kazdego n > 1". W dowodzie, catki wystepujace w okresleniu V(x) powinny
by¢ wzgledem rozkladu 1, a nie miary Lebesgue’a.

4. W tezie Lematu 1.2.1 (w rozprawie Lemmat 1.2.1, str. 24) nier6wno$t z
operatorem T powinna mieé postaé: T(g)(z) < T(h)(z).

5. W pierwszym zdaniu dowodu Lematu 3.1.5 (w rogprawie Lemmat 3.1.5)
powinne byé odwolanie do Lematu 3.1.3 zamiast Lematu 3.1.1.

6. Teza Lematu 5.1.3 (w rozprawie Lemmat 5.1.3, str. 55/56) powinna sie

rozpoczynaé sformulowaniem: "Wtedy funkcja fy € C2(R1).....", ewentualnie:
"Wtedy funkcia fo() € C?(R*)....".
7. W formule (7.0.28), na str. 100, powinno by¢ "sup(p_)err ----". Podobna

uwaga dotyczy jeszcze paru innych miejse. Ponadto, w samej formule wystepuje




nieckre8lony parametr «. Nalezy przypuszezag, e "o = «” (7), gdzie v, jak w
calej rozprawie, oznacza czynnik dyskonta.

8. W dowodzie Lematu 7.0.10 (w rozprawie Lemmat 7.0.10, str. 100}, w
oszacowaniu dla V() wystepujg nieokreslone zmienne T3, 7%, .... Nalezy prazy-
puszczat, Ze sg to odstepy migdzy momentami zgloszefi/realizacji szkod (7).

9. W Rozdziale 7 rozwazany jest model (7.0.27) (str 100): X; = =z +
dt — E,fi‘l Y. — Dn,, gdzie D oznacza skumulowans dywidende. Wydaje sie,
ze bardziej naturalnym modelem bytby model postaci: X; = z 1 dt — E,f\;‘l Y-
Z;N:_fl ;% ciagiem dywidend (D) wyplacanych w chwilach realizacji szkéd, a
zatem ze skumulowans dywidenda postaci D, = E;El D;.

4. Wnioski koficowe

Pomimo zauwazonych usterek uwazam, ze tematyka rozprawy jest ciekawa.
Wyniki sg nowe i czedciowo opublikowane w pracy Autora [21]. Aparat matem-
atyczny wykorzystywany w dowodach jest zlozony i jego stosowanie wymagalo
nabycia opowiedniej wiedzy, jak réwniez wykazania sie duga pracowitoscig i
biegloscia rachunkows. Podsumowujge, uwazam, Ze rozprawa spelia
formalne warunki stawiane rozprawom doktorskim i wnosze o do-
puszczenie Pana magistra Dariusza Soche do dalszych etapéw prze-
wodu doktorskiego.
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