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Algebraiczne wlasnosci rozszerzen nieprzemiennych pierscieni lacznych

Michal Ziembowski

Wprowadzenie

Na poczatku pragniemy zaznaczy¢, ze ilekro¢ bedzie tu mowa o pierscieniach, zawsze na mysli
mamy pierscienie laczne, ktére z zalozenia nie musza by¢ przemienne. Ponadto odwotujac sie do
pojecia pierscienia zaktadamy, ze posiada on jedynke. Jesli natomiast mowa bedzie o pierscieniach
bez jedynki, fakt ten bedzie odpowiednio podkreslony.

Teoria pierscieni nieprzemiennych ma swoja wypracowana i ugruntowana pozycje we wspodlczesnej
matematyce. Wiedza na temat tych struktur algebraicznych jest obszerna, a co za tym idzie,
zaobserwowaé mozna pewne schematy, wedtug ktérych prowadzone sa nad nimi badania. Trzeba
przy tym powiedzie¢, ze schematy, o ktérych mowa powyzej, wiaza sie z naturalnymi pytaniami,
jakie pojawiaja sie podczas prowadzenia rozwazan w interesujacym nas obszarze. Omowimy tutaj
nastepujacy schemat: Niech o i 8 beda pewnymi interesujacymi nas wilasnosciami, jakie moga
posiadaé pierscienie. Przypusémy, ze dane sa pierscien R i pierscien P powstaly w wyniku pewnej
konstrukcji algebraicznej (np. konstrukcja pierécienia wielomianéw), w przeprowadzeniu ktoérej
wykorzystywany jest R. W opisywanym schemacie pojawiaja sie nastepujace pytania:

- Czy jesli R ma wlasno$¢ «, to P spelnia warunek definiujacy wiasnos¢ g7

- Czy jesli P ma wlasno$¢ S, to wéwczas R ma wlasnosé¢ a?

- Jakie warunki sa konieczne, a jakie wystarczajace na to, aby P mial wlasnos$é¢ 57

Inne ujecie badan prowadzonych w teorii pierécieni zwiazane jest z wlasnosciami pierscieni, ktére

z zalozenia maja dodatkowa strukture algebraiczna. Dokladniej, zalézmy, ze interesuje nas pewna
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klasa pierscieni A i zalézmy, ze pierécieri R ma dodatkowa strukture algebraiczng (np. jest zdgrad-
owany). Pytamy wéwczas o warunki, ktére sa konieczne lub wystarczajace na to, aby R nalezat do
klasy A. Takie podejscie, czyli zalozenie o dodatkowej strukturze, wynika czesto z trudnosci, jakie

napotykamy w przypadku, kiedy chcemy klase A rozwazaé¢ w ogdlnosci.

Wszystkie prace wchodzace w sklad cyklu zatytulowanego “Algebraiczne wiasnosci rozszerzen
nieprzemiennych pierscieni lacznych” zwiazane sa z pewnymi konstrukcjami algebraicznymi wyko-
rzystujacymi dany pierscienn R, ale moga by¢ rowniez rozpatrywane jako badania nad pierscieniami
z dodatkowsg struktura algebraiczna. Wpisuja sie one rowniez w schematy, o ktérych byla mowa
powyzej. Prezentowane wyniki zwiazane sa w wiekszosci z naturalnymi pytaniami o mozliwosé
transferu pewnych wlasnosci pierscieni do niektorych typow rozszerzen. Ten kierunek badan jest w
swej istocie bardzo naturalny i w przypadku przedstawianych prac, bedacych gtéwnym osiagnieciem

habilitanta, jest ich wspélnym mianownikiem.

Praca [H1] jest wynikiem badan, ktérych motywacje pochodza z pracy [57] i z potrzeby przyjrzenia
sie bledom w niej sie znajdujacym. W omawianej pracy podano warunki konieczne i dostate-
czne na to, aby dla pierécienia R, pierscienn szeregéw Laurenta R((z)) byt czysty (ang. clean
ring). Przypomnijmy w tym miejscu, ze pierscien jest czysty jesli dowolny jego lement f moze
by¢ zapisany jako suma elementu odwracalnego u i idempotenta e. W pracy [H2] pokazano, ze
jezeli pierscien szeregéw Laurent’a R((z)) jest pélokalny, to pierscien R jest potdoskonaty oraz
radykal Jacobsona pierscienia R jest nil idealem. Fakt powyzszy pokazuje, ze [57, Theorem 3]
jest nieprawdziwe. W pracy [H3| skonstruowany zostal pierscien R, ktérego wszystkie idealy
jednostronne sa ideatami dwustronnymi, a ktérego klasyczny pierscien prawostronnych utamkéw
nie ma wspomnianej wlasnosci. Konstrukcja ta daje negatywna odpowiedZz na pytanie zadane
w pracy [16] dotyczace tego, czy wlasnosé nieposiadania przez pierdciern R idealéw jednostron-
nych, ktore nie sa dwustronnymi, przenosi sie na pierscien klasycznych prawostronnych utamkéw
pierscienia R. W pracy [H4] wykazano, ze kazdy pierscieni, ktérego krata prawostronnych idealéw
jest rozdzielna, spelia tak zwany warunek Armendariza (definicja tej klasy pierscieni znajduje
si¢ w dalszej czesci autoreferatu). W tej samej pracy skonstruowano réwniez przyktad ukazujacy
réznice miedzy klasami pierscieni spehmiajacych warunek Armendariza w konteksécie wielomianéw i
w kontekscie pierscieni pétgrupowych. W pracy [H5] zbadano warunek Armendariza dla modutéw,
przy tym ilustrujac wyniki odpowiednimi przykladami. W pracy [H6] rozwazane sa pierscienie

zgradowane przez liczby catkowite. Miedzy innymi otrzymano wyniki dotyczace pétprymitywnosci
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oraz prymitywnosci skonczenie generowanych zgradowanych algebr pierwszych. Ponadto, wyko-
rzystujac opis struktury idealéw homogenicznych w skonczenie generowanych, zgradowanych al-
gebrach pierwszysch ze wzrostem kwadratowym, otrzymano nowy wynik dotyczacy skonczonosci
klasycznego wymiaru Krull’a tych algebr. Ostatecznie, w pracy znajduja sie wyniki mowiace o
radykale Browna-McCoy’a iloczynu tensorowego algebr. Praca [H7| zawiera konstrukcje pierscienia
lokalnie nilpotentnego R i rézniczkowania § tego pierscienia, dla ktorych pierscien wielomianéw z
rézniczkowaniem R|x; d] nie jest radykalny Jacobsona. Konstrukcja ta daje negatywna odpowiedz

na pytanie postawione przez Shestakov’a.

Opis wynikéw rozprawy

Tak jak wspomnieliSmy we wstepie, wszystkie rozwazane pierscienie sa taczne, posiadaja jedynke
(jesli bedzie mowa o pierscieniach bez jedynki, wéwczas zostanie to wyraznie zaznaczone) oraz nie
zakladamy, ze sa przemienne. Dla pierscienia R przez J(R) oznaczamy radykal Jacobsona (czgsé
wspolna wszystkich prawostronnych idealéw maksymalnych), przez B(R) radykal pierwszy (czesé
wspolna wszyskich idealéw pierwszych), a przez N(R) oznaczamy nil radykal (suma algebraiczna

wszystkich nil idealéw pierécienia R).
O pracy [H1].

Pierécien R nazywamy pélpierwotnym (ang. semiprimary ring), jesli radykat Jacobsona J(R) jest
nilpotenty oraz R/J(R) jest pélprosty. Jeden z bardzo interesujacych i klasycznych wynikéw znany

pod nazwa Twierdzenia Hopkins’a-Levitzki’ego brzmi nastepujaco:

Twierdzenie 1. Niech R bedzie piercieniem potpierwotnym. Wowczas dla dowolnego prawostron-
nego R-modutu M nastepujgce warunki s¢g rownowazne:

(1) M jest noetherowaski,

(2) M jest artinowski,

(3) M ma cigg kompozycyjny.

W wyniku préb oslabienia, w powyzszym twierdzeniu, zalozenia o nilpotentosci radykatu Jacob-
sona, wyodrebniona zostala, a nastepnie bardzo intensywnie badana, klasa pierscieni zwanych
pétdoskonatymi. To wlasnie one z definicji sg tymi pierscieniami, dla ktérych R/J(R) jest pdlprosty
oraz idempotenty pierscienia R/J(R) podnosza si¢ do idempotentéw pierécienia R, tzn. jesli
a? —a € J(R) dla pewnego a € R, to istnieje idempotent e = e € R taki, ze a — e € J(R).
Znany jest fakt (np. [31, Theorem 21.28)), ktéry moéwi, ze w przypadku, gdy ideal I pierscienia R

jest nil, wéwczas wszystkie idempotenty pierscienia R/I podnosza si¢ do R.
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Przypomnijmy, ze element a pierécienia R nazywamy czystym, jesli jest on suma elementéow u,e € R
takich, ze u jest odwracalny w R, a e jest elementem idempotentym. Jesli kazdy element pierscienia
R jest czysty, to méwimy, ze R jest pierdcieniem czystym. W pracy [10] udowodniono, ze pierscien
R jest poldoskonaly wtedy i tylko wtedy, gdy R jest czysty i kazdy podzbiér P C R skladajacy sie

ze wzajemnie ortogonalnych idempotentéw jest skoniczony.

Historycznie klasa pierscieni czystych zostala zdefiniowana w pracy [50] w zwiazku z badaniami
nad pierécieniami wymiennymi (ang. exchange rings). Z pracy [21] wiadomo, Ze pierscienn R jest
pierscieniem wymiennym, jesli dla kazdego a € R istnieje idempotent e € R taki, ze e € aR
il—e € (1 —a)R Okazuje si¢ [10], ze R jest pdéldoskonaly wtedy i tylko wtedy, gdy R jest
wymienny i kazdy podzbiér P C R skladajacy sie z wzajemnie ortogonalnych idempotentéw jest
skoriczony. W [50] pokazano, ze kazdy pierscieri czysty jest wymienny. Jednoczesnie znany jest

przyktad Bergmana pierécienia wymiennego, ktory nie jest czysty.

Kolejna klasa, w kontekscie ktérej pojawiaja sie pierscienie czyste, sa pierscienie regularne (w sensie
von Neumanna). Mdéwimy, ze pierscienn R jest regularny, jesli dla dowolnego a € R istnieje x € R
taki, ze a = axa. Jedli zawsze x moze by¢ tak dobrany, aby byt elementem odwracalnym w R, to R
nazywany jest pierscieniem unit-regularnym (ang. unit-regular ring) (uZywamy tu pierwszego cztonu
angielskiego z powodu braku dobrego polskiego tlumaczenia nazwy klasy rozwazanych pierscieni).
Pierécienie regularne pierwszy raz byly rozwazane w okolicach 1935 roku przez Johna von Neu-
manna, a jeden z faktow ich dotyczacych méwi, ze jesli prawostronny modut M nad pierscieniem
R jest pélprosty, to pierscien endomorfizméw End(Mpg) jest regularny. Fakt, ktéry jest dla nas
wazny 1 nalezy go wspomnieé¢, pochodzi z pracy [11] i méwi, ze pierscien R jest unit-regularny
wtedy 1 tylko wtedy, gdy R jest czysty i jesli a = u + e, gdzie u,e € R sa odpowiednio elementem

odwracalnym i idempotentem, to aRNeR = 0.

Do przedstawionych powyzej informacji i jednoczeénie motywacji chcemy dopowiedzieé¢, ze klasa
pierécieni czystych jest obecnie bardzo intensywnie badana w wielu osrodkach matematycznych.
Istnieje bardzo wiele prac na temat klas, ktére sa uogélnieniem omawianej, jak réwniez wiele prac

na temat jej podklas.

Przechodzac do oméwienia wynikéw wchodzacych w sktad rozprawy, a dotyczacych pierscieni
czystych, rozwazmy pierscieri R. Pierscien szregéw Laurent’a R((x)) definiuje sie jako pierscien

sktadajacy sie z formalnych szeregéw

o0
Zaix’, l€Z,a; € R,
i=l
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gdzie x jest zmienna, dodawanie jest po wspélrzednych, a mnozenie definiujemy w nastepujacy

sposéb:
a3 by = 3 (Y aiby)at,
i=p Jj=q k=p+q i+j=k

Bezposrednia motywacja do badan przedstawionych w omawianej pracy [H1] jest zwiazana z [57],
gdzie znalez¢ mozna niescistosci w dowodzie twierdzenia, ktére moéwi, ze pierscien szeregéw Lau-
rent’a jest czysty w przypadku, gdy wyjsciowy pierscien R jest czysty. Powstaje zatem potrzeba
przyjrzenia sie pierécieniom szeregéw Laurent’a w kontekscie pierécieni czystych. Aby przedstawié
gtéwny wynik, jaki udato sie w pracy uzyskaé, musimy przypomnieé jeszcze kilka definicji.

Piescient R nazywamy 2-pierwotnym (ang. 2-primal), jesli radykal pierwszy S(R) tego pierscienia
jest réwny zbiorowi wszystkich jego elementow nilpotentnych. Klasa tych pierscieni rozwazana
byla miedzy innymi w [36] i [37]. Mdéwimy, ze pierscien R jest silnie regularny, jesli jest regularny
i nie posiada niezerowych elementéw nilpotentnych. Ostatecznie, jesli R/J(R) jest regularny i
idempotenty pierscienia R/J(R) podnosza sie do idempotentéw pierscienia R, to R nazywamy

pélregularnym. Ponizej znajduja sie gléwne wyniki udowodnione w pracy [H1].

Twierdzenie 2. Niech R bedzie 2-pierwotnym pierscieniem. Wodowczas nastepujgce warunki sq
rownowazne:

(1) R((x)) jest czysty,

(2) R((x))/J(R((x))) jest caysty,

(3) R((x)) jest wymienny,

(4) R((x))/J(R((x))) jest wymienny,

(5) R jest potregularny oraz J(R) jest nil,

(6) R/J(R) jest silnie reqularny oraz J(R) jest nil.

Jesli rozwazymy dowolne cialo K, to oczywistym jest, ze piercien szeregéw potegowych R = K|[[z]]
jest czysty, x € J(R) i x nie jest elementem nilpotentym. Zatem R((z)) nie jest czysty na podstawie

powyzszego rezultatu. Ten prosty przykitad pokazuje nieprawdziwosé wyniku Sonin’a.

Wykorzystujac powyzszy wynik, w omawianej pracy wykazano rowniez nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3. Niech R bedzie 2-pierwotnym pierscieniem. Wowczas nastepujgce warunki sq
rownowazne:

(1) R((x)) jest potdoskonaly,

(2) R((x)) jest potregularny,

(3) R((x))/J(R((x))) jest regularny,
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(4) R jest potdoskonaly i J(R) jest nil,

(6) R/J(R) jest skoriczonym iloczynem prostym pierscieni z dzieleniem i J(R) jest nil.

O pracy [H2].

Przypomnijmy, ze jesli dla pierscienia R pierécien ilorazowy R/J(R) jest pélprosty (lub réwnowaznie
lewostronnie artinowski), to R nazywamy pierscieniem péHokalnym. Jesli dodatkowo idempotenty
pierscienia R/J(R) podnosza si¢ do idemoptentéw pierécienia R, to tak, jak to bylo wczesniej
powiedziane, R nazywamy pétdoskonaltym. W pracy [57] znajdujemy (nieprawdziwe) twierdze-
nie, z ktérego wynika, ze jesli R jest pdéldoskonaly, to pierscien szeregéw Laurent’a R((x)) jest

potdoskonaty. W obecnie omawianej, krétkiej pracy udowodniono nastepujace.

Twierdzenie 4. Jesli dla pierscienia R, pierscien szeregéw Laurent’a R((x)) jest pétokalny, to R

jest pétdoskonaty i radykal Jacobsona J(R) pierscienia R jest nil.

Wykorzystujac powyzszy fakt, bardzo tatwo mozna uzasadni¢ nieprawdziwosé twierdzenia Sonin’a.
Mianowicie, podobnie jak to bylo powyzej rozwazmy dowolne cialo K i pierscien R = K[[z]] sz
eregéw potegowych o wspélczynnikach z K. Dla R, J(R) = zK[[z]] i w oczywisty sposéb R/J(R)
jest izomorficzny z K. Zatem R jest pétdoskonaly i J(R) nie jest nil. Dlatego tez R((z)) nie jest
pollokalny, a zatem takze nie jest példoskonaly.

Ponadto w pracy postawiono nastepujace pytanie:

Pytanie 5. Jakie warunki sg koniecznymi a jakie wystarczajgcymi na to, aby pierscien skosnych

szeregow potegowych Laurent’a R((x,¢)) byl pétdoskonaly?

O pracy [H3].

Przypomnijmy, ze pierécienn R jest prawostronnie duo (ang. right duo), jesli kazdy prawostronny
ideal tego pierécienia jest takze idealem lewostronnym. Odpowiednio definiuje si¢ pierscienie
lewostronnie duo. Jesli R jest lewostronnie i prawostronnie duo, to méwimy, ze R jest duo. His-
toria pierscieni duo sigga roku 1958. Klasa ta zostata zdefiniowana i po raz pierwszy rozwazana w
pracy [18], w ktérej pewne klasyczne wyniki z teorii pierscieni przemiennych prébowano uogélnié
na przypadek nieprzemienny. Zwykle przeniesienie wynikéw z teorii pierscieni przemiennych na
grunt nieprzemienny jest bardzo trudne lub wrecz niewykonalne. Dlatego tez probuje sie pracowaé
z klasami pierécieni nieprzemiennych, ktore posiadaja pewne wlasnosci posiadane przez wszystkie
pierscienie przemienne. Oczywistym jest, ze pod taki schemat podpadaja rozwazania na temat

pierscieni posiadajacych wtasnosé duo.



8 AUTOREFERAT

Niech R bedzie pierécieniem oraz niech S bedzie multiplikatywnie zamknigtym podzbiorem R (tzn.
S?2C S1e€8i0¢S). Woéwcezas pierscien RS~! nazywany jest prawostronnym pierscieniem
ulamkéw piercienia R wzgledem S, jedli istnieje homomorfizm ¢ : R — RS™! taki, ze:

(a) Dla dowolnego s € S, ¢(s) jest odwracalny w RS~!.

(b) Dowolny element ¢ € RS~ ma postaé ¢(a)p(s)~! dla pewnych a € R, s € S.

(c) Ker(¢) ={a € R:as =0 dla pewnego s € S}.

Znany jest fakt ([32, Theorem 10.6]) méwiacy o tym, ze piersciein R ma prawostronny pierscien
utamkow wzgledem S wtedy i tylko wtedy, gdy spelione sa nastepujace:

(1) Dla dowolnych a € Ri s € S, aSNsR # (.

(2) Dla dowolnego a € R, jesli ta = 0 dla pewnego t € S wtedy as = 0 dla pewnego s € S.

Jedli S jest zbiorem wszystkich elementow pierscienia R, ktore nie sga ani prawostronnymi, ani
lewostronnymi dzielnikami zera, oraz S spehia powyzszy warunek (1) (tzw. warunek Ore’go), to
RS~ nazywany jest klasycznym prawostronnym pierécieniem ulamkéw i zwykle oznaczany przez

Q,(R). Klasyczny lewostronny pierscienn utamkéw @Q;(R) definiuje sie analogicznie.

W pracy [16] Diesl i inni rozwazaja kilka wlasnosci pierscieni nieprzemiennych, ktére w naturalny
sposéb posiadaja pierécienie przemienne, i badaja jak te wlasnosci zachowuja sie przy przejsciu
od pierscienia R do pierécienia Q,(R), jesli oczywiscie ten ostatni istnieje. Jedna z badanych jest

whasnosé duo i w zwigzku z nia w artykule [16] postawione jest nastepujace pytanie:

Pytanie 6. Niech R bedzie duo pierscieniem (tatwo mozna zavwazyé, ze Qr(R) i Qi(R) wiwczas

istniejg i sg izomorficzne). Czy wtedy pierscien Q,(R) réwniez jest duo?

Wykorzystujac konstrukcje pierscienia uogélnionych szeregéw potegowych, w pracy [H3] skon-
struowano pierscient duo, dla ktérego pierscien @,(R) nie jest ani prawostronnie duo, ani lewostron-
nie duo, co daje negatywna odpowiedz na Pytanie 6. Ponizej, najpierw przedstawimy konstrukcje
pierscienia uogélnionych szeregéw potegowych (w literaturze konstrukcje te mozna znalezé w [59]),

a nastepnie zbudujemy przyklad wspomnianego pierécienia duo.

Niech R bedzie pierécieniem, a (S, <) $ci$le uporzadkowanym monoidem (tzn. S jest czeSciowo
uporzadkowany przez relacje < oraz dla dowolnych s,t € S, s < t implikuje su < tu,us < ut
dla dowolnego u € S). Rozwazmy zbiér A wszystkich funkcji f : S — R, takich, ze kazdy $cisle
malejacy ciag elementéw ze zbiory supp(f) = {s € S : f(s) # 0} stabilizuje si¢ oraz kazdy
podzbiér zbioru supp(f), sktadajacy si¢ ze wzajemnie nieporéwnywalnych elementéw ze wzgledu
na <, jest skonczony. Okazuje sig, ze dla dowolnych f,g € A oraz s € S zbiér Xs(f,9) = {(z,y) €
supp(f) x supp(g) : s = xy} jest skoriczony. Dlatego tez mozemy zdefiniowaé iloczyn fg: S — R



AUTOREFERAT 9

elementéw f,g € A w nastepujacy sposob: dla dowolnego s € S

(fo)s)= > fl@)gy)

(z,y)€Xs(f,9)

Ze zdefiniowanym w naturalny sposéb dodawaniem i mnozeniem jak powyzej, A ma strukture

pierscienia i nazywany jest pierscieniem uogélnionych szeregéw potegowych.

Przechodzimy teraz do zapowiedzianej konstrukeji pierscienia duo. Niech G bedzie wolna grupa
abelowa generowana przez zbiér {z; : i € Z} i niech ¢ bedzie endomorfizmem G takim, ze ¥ (z;) =
x;+1 dla dowolnego ¢ € Z. Oczywistym jest, ze dowolny element g € G mozemy zapisaé jako
g = zlz); a:f:, gdzie I} < lg-+- < l,, n € Noraz k; € Z ~ {0}. Powiemy, ze dla elementu
g powyzsza postaé jest kanoniczna a liczbe k, nazwiemy wykladnikiem gléwnym. Dla dowolnych
91,92 € G przyjmujemy g1 < go, jeSli g1 # 921 g1 g9 ma dodatni wykladnik gléwny. Latwo mozna
sprawdzié¢, ze (G, =) jest grupa liniowo uporzadkowana.

Nastepnie rozwazamy zbiér T wszystkich par (m, g) € Z x G takich, ze albo m > 01 g jest dowolne,
albom=0i1=g.

Definiujemy w 7" mnozenie i porzadek: dla dowolnych (m1, g1), (ma,g2) € T

(m1, g1)(ma, ga) = (m1 + m2, 9™ (g1)g2)

oraz

(m1,q1) < (M2, g2) < m1 < mg lubmi =maig1 < go.

W pracy wykazano, ze (T, <) jest liniowo uporzadkowanym monoidem ze wszystkimi elementami
wiekszymi lub réwnymi elementowi neutralnemu (0, 1). Ponadto krata wszystkich prawostronnych
idealéw monoidu T jest uporzadkowana liniowo ze wzgledu na inkluzje. Analogiczna wlasnosé

posiada krata lewostronnych idealéw monoidu 7T'.

Niech D bedzie pierscieniem z dzieleniem. Wykorzystujac [40] widzimy, ze pierscien uogélnionych
szeregéw potegowych DI[[T]] jest duo oraz idealy tego pierscienia sa liniowo uporzadkowane ze
wzgledu na inkluzje. Dla elementu f pierécienia R = D[[T]] przez 7(f) oznaczamy minimalny
element zbioru supp(f) (zawsze taki element istnieje, poniewaz T jest liniowo uporzadkowany) i

rozwazamy ideat
I=0U{feR~{0}:7m(f) > (l,a:ilx%xg) dla pewnych i,j € Z}.

Nastepny krok to konstrukeja pierscienia ilorazowego R/I, ktéry w oczywisty sposéb jest duo. Dla

pierscienia R/I mamy nastepujacy kluczowy fakt.
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Lemat 7. Klasyczny prawostronny pierscien utamkow Q,(R/I) pierscienia R/I nie jest pra-

wostronnie duo 1 jest lewostronnie duo.

Wydaje sie, ze powyzszy lemat sam w sobie zastuguje na uwage. Istnienie pierscienia o wlasnosciach,

ktore on posiada jest zaskakujace.

Nastepnie rozwazamy pierscieni (R/I)°P, ktéry jako zbidér jest réwny R/I, a jako struktura al-
gebraiczne rézni sie¢ od R/I tym, ze dla a,b € (R/I)°’ mnozenie * w (R/I)° jest dane wzorem
axb = b-a (gdzie - jest mnozeniem w R/I). Ostatecznie, przy oznaczeniach jak powyzej, dowodzimy

nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 8. Piersciern B = R/I x (R/I)° jest pierscieniem duo, natomiast jego klasyczny

prawostronny pierscien utamkow Q,(B) nie jest ani prawostronnie, ani lewostronnie duo.

O pracy [HA4].
Przypomnijmy, ze pierscieni R jest prawostronnie rozdzielny [64], jesli krata prawostronnych idealéw
tego pierscienia jest rozdzielna, tzn. (A+ B)NC = ANC + BN C dla dowolnych prawostron-
nych ideatléw A, B, C pierscienia R. Analogicznie definiuje sig¢ pierscienie lewostronnie rozdzielne.
Pierscieniom z opisana wlasnoscia poswigcone sa, oprécz wielu innych prac, pozycje [67] i [68]. R
jest nazywany pierscieniem Armendariza, jesli dla dowolnych f = > a;x%, g = Z?:o bjx? € R[z]
z faktu f(x)g(x) = 0 wynika, ze a;b; = 0 dla dowolnych 4, j. Omawiana klasa zostala zdefiniowana
przez Rege and Chhawchharia w [58], ktéra to praca motywowana byla wynikiem Armendariza.
Ten ostatni w swoich badaniach [4] pokazal, ze jesli pierScien R jest zredukowany (nie posiada
niezerowych elementéw nilpotentnych), to f(z)g(x) = 0, implikuje a;b; = 0 dla dowolnych 4, j. W
oczywisty sposéb, rozwazane miedzy innymi w pracach [2], [3], [26] i [29], pierScienie Armendariza

wpisuja sie w tematyke badan nad dzielnikami zera pierscieni wielomiandow.

W pracy [39] wykazano, ze jesli w pierscieniu R wszystkie prawostronne ideaty sa poréwnywalne
ze wzgledu na inkluzje (takie pierscienie w literaturze nazywane sa prawostronnie tancuchowyms),
to R jest pierscieniem Armendariza. Nie jest trudno zobaczy¢, ze kazdy pierécien prawostronnie
tancuchowy jest prawostronnie rozdzielny. Dlatego tez powstalo pytanie, czy zachodzi jakis zwiazek
miedzy pierécieniami Armendariza i prawostronnie rozdzielnymi. Artykul [H4] daje wyczerpujaca
odpowiedZz w tej kwestii. Badajac tak zwane saturacje, ktore w kontekscie pierscieni rozdzielnych

badane byty w pracy [20], w pracy [H4| zostal udowodniony nastepujacy wynik.

Twierdzenie 9. Jesli R jest prawostronnym lub lewostronnym pierscieniem rozdzielnym, to R jest

pierscieniem Armendariza.
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Dotychczas bardzo duzo bylo wiadomo o wlasnosciach pierscieni Armendariza, natomiast z pewna
przesada, ale jednak mozna powiedzie¢, ze jedynym punktem wyjécia do budowania przykladéw
tych pierécieni, byly pierscienie zredukowane. W tym kontekscie powyzej przedstawione twierdzenie
jawi sie jako nowe zrodlo dostarczajace przykladéw, co przyczyni sie z pewnoscia do jeszcze lepszego
zrozumienia struktury omawianych pierécieni.

W rzeczywistosci w omawianej pracy udowodniono silniejsze twierdzenie od tego przedstawionego

powyzej. Do zaprezentowania tego wyniku potrzebujemy kilku definicji.

Niech S bedzie monoidem. Zgodnie z [33] pierscienn R nazywa sie S-Armendariza, jesli dla dowolnych
a=73 .cqassif =), qbitelementéw pierscienia monoidowego R[S] (gdzie s,t € S a a,,b; € R),
af = 0 implikuje asb; = 0 dla wszystkich s,t € S. Dalej, monoid S jest nazywany u.p. monoidem
(ang. unique product), jesli dla dowolnych niepustych podzbioréw X,Y C S istnieje zp € X i
yo € Y takie, ze zoyo # xy dla dowolnych (z,y) € X x Y ~ {(z0,y0)}. Klasa u.p. monoidéw
zawiera liniowo uporzadkowane monoidy, podmonoidy grup wolnych oraz beztorsyjne nilpotentne

grupy, i rozwazana byla miedzy innymi w [8], [38], [39] i [55]. W [H4] udowodniono naste¢pujace.

Twierdzenie 10. Jesli R jest prawostronnie lub lewostronnie rozdzielnym pier$cieniem, a S jest

u.p. monoidem, to R jest pierscieniem S-Armendariza.

Latwo mozna uzasadnié, ze jesli R jest pierscieniem S-Armendariza dla pewnego u.p. monoidu S,
to jest on pierscieniem Armendariza. Stad tez powstato pytanie o to, czy istnieje pierécien Armen-
dariza i u.p. monoid S takie, ze R nie jest S-Armendariza. Jako drugi wynik praca [H4] zawiera
konstrukcje takiego wlasnie przyktadu. Dokladniej, skonstruowano pierécien Armendariza R taki,
ze R nie jest S-Armendariza dla pewnego u.p. monoidu S. Ponizej przedstawiamy wspomniana

konstrukcje.

Niech S bedzie monoidem generowanym przez S1, S2, S3, 1, t2, t3 z definiujacymi relacjami:
sit1 = sat3, sila = s3l1, sit3 = sata, S3la = Sati.

Jak zostalo pokazane przez Krempe, S jest u.p. monoidem ([55, Przyktad 13, Rozdzial 10]).

Niech K = Zs bedzie cialem dwuelementowym i niech R bedzie K algebra generowana przez

Y1, Y2, Y3 z relacjami
y% = Y2Y3, Y1Y2 = Y3Yy1, Y1Y3 = y%, Ysy2 = Y2y1,
Y2 =0, yiyjyr = 0 for all 4,5,k € {1,2,3}.
Zauwazmy, ze dla f = y1s1 + y252 + ¥353, ¢ = y1t1 + yot2 + y3tz € R[S] mamy fg =01 y1y1 # O,

co pokazuje, ze R nie jest S-Armendariza. Dalej, analizujac rézne mozliwe przypadki (ta cze$é
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jest dalece nietrywialna) dla skonstrulowanego pierscienia R, w pracy udowodniono, ze jest on
pierscieniem Armendariza.
O pracy [H5].

Praca [H5] jest préba (okazalo sie, ze udana) przeniesienia wynikéw z pracy [H4| na grunt moduléw
i spojrzenia na warunek Armendariza wlasnie z takiej perspektywy. W literaturze dotyczacej
rozdzielnosci kraty idealéw jednostronnych pierécieni, bardzo czesto pojawia sie podejscie z natury
ogblniejsze, a mianowicie - rozwaza si¢ rozdzielne moduly. Niech R bedzie pierécieniem i niech
M bedzie prawostronnym modutem nad R. Mowimy, ze M jest modutem rozdzielnym, jesli krata
podmoduléw tego modutu jest rozdzielna. Analogicznie, jak to byto w przypadku pierécieni Ar-
mendariza, powiemy, ze prawostronny modul M nad pierécieniem R jest modulem Armendariza
[71], jesli dla dowolnych m(z) = Y1 mz’ € Mz i f(z) = Py fiz? € Rz], m(z)f(x) =0
implikuje m;f; = 0 dla dowolnych 4, j (w naturalny sposéb M [z] jest tutaj prawostronnym R[z]
modutem). Analogicznie wprowadzamy odpowiednie terminy w przypadku, gdy M jest lewostron-
nym R modulem. Chociaz gléwny wynik pracy [H5] jest ogélniejszy, my chcemy ograniczyé sie tu

do pierécieni i moduléw, dlatego przyjmuje on nastepujaca postac.

Twierdzenie 11. Niech R i A bedg pierscieniami i niech gV bedzie bimodutem. Jesli gV jest

rozdzielnym lewostronnym R-modulem, to prawostronny A-modut Vo jest modutem Armendariza.

Korzystajac z powyzszego twierdzenia mozemy udowodnié¢ nastepujacy wniosek.

Whniosek 12. Jesli R jest prawostronnie rozdzielnym pierscieniem, to kazdy prawostronny R-modut

jest modutem Armendariza.

Zatem w oczywisty sposob Wniosek 12 implikuje Twierdzenie 9. W tym miejscu chcemy jednak zaz-
naczys, ze dowéd Twierdzenia 9, jaki znajduje si¢ w pracy [H4], jest calkowicie inny niz rozwazania,

ktore doprowadzilty do sformutowania Wniosku 12.

W pracy [H5], oprécz materiatu juz zaprezentowanego, skonstruowano réwniez przyklady ukazujace

ograniczenia uzyskanych wynikow.

Przyklady 13. (1) Istnieje pierscienn R i rozdzielny prawostronny R-modul V', ktdry nie jest
modutem Armendariza.

(2) Istnieje pierscien R, ktory nie jest prawostronnie rozdzielny i dla ktdrego kazdy prawostronny
oraz kazdy lewostronny R-modut jest Armendariza.

(3) Istnieje prawostronnie rozdzielny pierscienn R (zatem kazdy prawostronny R-modul jest Armen-

dariza) taki, ze pewien lewostronny R-modut M nie jest Armendariza.
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O pracy [H6].

Material, ktéry sklada sie na obecnie omawiana prace, jest wynikiem rozwazan inspirowanych przez

kilka prac, o ktorych bedzie mowa podczas prezentowania kolejnych rezultatéw.

Chcielibysmy w tym miejscu zaznaczy¢, ze obecnie nie zakladamy, ze rozwazane pierécienie posi-

adaja jedynke.

Przypomnijmy, ze pierscienn R jest polprymitywny, jesli radykal Jacobsona tego pierscienia réwny
jest zero. Prawostronny ideat ) pierécienia R jest modularny, jesli istnieje a € R takie, ze r—ar € @)
dla dowolnego r € R. Jedli ideal P pierécienia R jest maksymalnym dwustronnym ideatem zawartym
w pewnym modularnym maksymalnym prawostronnym ideale ) pierscienia R, to powiemy, ze P
jest (prawostronnie) ideatem prymitywnym. Jesli 0 jest prawostronnie prymitywnym idealem, to
moéwimy, ze R jest pierscieniem (prawostronnie) prymitywnym. Przecigcie wszystkich (prawostron-

nych) idealéw prymitywnych pierscienia R jest réwne radykalowi Jacobsona J(R).

W omawianej pracy rozwazane sa miedzy innymi zagadnienia dotyczace polprymitywnosci i prymi-
tywnodci skoniczenie generowanych zgradowanych algebr pierwszych. Motywacje w tym przypadku
zwigzane sa z praca [5], gdzie rozwazane sa algebry zgradowane przez liczby catkowite dodat-
nie. Przyjrzenia si¢ tym wynikom pod katem mozliwosci uogdlnienia ich na przypadek algebr
zgradowanych przez liczby catkowite, doprowadzito do mozliwosci sformulowania i udowodnienia

nastepujacych twierdzen.

Twierdzenie 14. Niech R = @,., R; bedzie skoriczenie generowang Z-zgradowang algebrq pier-
wszg nad ciatem K. Przypusémy, zZe komponent Ry jest skoriczenie wymiarowq algebrg ¢ zatézmy,
ze algebra R jest generowana przez elementy stopni —1,1 i 0. Ponadto przypusémy, Ze Ry # 0 dla
prawie wszystkich k. Wowczas R nie ma niezerowych homogenicznych nil idealow. W szczegolnosci

algebry Ry © R sq polprymitywne.

Twierdzenie 15. Niech R = @, R; bedzie skoriczenie generowang Z-zgradowang algebrq pier-
wszq nad ciatem K. Przypusémy, Ze komponent Ry jest skoriczenie wymiarowq algebrg i zatozmy, Ze
algebra R jest generowana przez elementy stopni —1,1 ¢ 0. Jesli R ma wymiar Gelfanda-Kirillova

mniejszy niz 3, to albo R jest algebrg prymitywng, albo R spetnia tozsamosé wielomianowg.

Kolejny wynik, jaki pojawia sie w omawianej pracy, mozna widzie¢ jako odpowiednik dla idealéw,
dobrze znanego twierdzenie udowodnionego przez Bergmana, ktére méwi, ze nie istnieja skonczenie
generowane algebry majace wymiar Gelfanda-Kirillova mniejszy od 2 i wiekszy od 1. Jednoczesnie

nalezy wpomnie¢, ze byt on motywowany przez [5, Theorem 1.3].
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Twierdzenie 16. Niech R = @, ., R; bedzie skoriczenie generowang Z-zgradowang algebrq pier-
wszq nad ciatem K. Przypu$émy, ze R jest generowana przez elementy stopni —1, 1 ¢ 0, oraz Ry
jest skoriczenie wymiarowg algebrg. Wowczas dla dowolnego elementu homogenicznego u € R oraz

ideatu (u) generowanego przez u istnieje liczba naturalna m taka, Ze

n

dme((u) N ( @ Rz)) > (n—m)(z—m— 1)

i=—n

dla wszystkich dostatecznie duzych n.

W kolejnej czesci pracy rozwazamy lancuchy idealéw pierwszych w zgradowanych dziedzinach i
algebrach pierwszych z malym wymiarem Gelfanda-Kirillova. W tym kontekscie, wykorzystujac

Twierdzenie 16 udowodnione zostaly nastepujace rezultaty.

Twierdzenie 17. Niech R bedzie skoriczenie generowang Z-zgradowang algebrg pierwszg nad
ciatem K. Zaloimy ponadto, ze R ma wzrost kwadratowy i jest generowana przez elementy stopni
—1,1 i 0 oraz Ze Ry jest algebrq skoriczenie wymiarowq. Wowczas R ma skoriczony klasyczny

wymiar Krulla.

Twierdzenie 18. Niech R bedzie skonczenie generowang dziedzing zgradowang przez nieujemne
liczby catkowite. Zatozmy ponadto, Ze R jest generowana przez elementy stopni 0 ¢ 1, Ry jest algebrg
skonczenie wymiarowq oraz R ma sze$cienny wzrost. Wowczas R ma skoriczony klasyczny wymiar
Krulla.

Przypomnijmy, ze pierscien R (bez jedynki) jest radykalny Browna—McCoya, jedli nie moze on byé
odwzorowany homomorficznie na prosty pierscien z jedynka. Pierscien R jest radykalny Jacobsona,
jesli dla dowolnego a € R istnieje a’ € R taki, ze a +d' + ad’ = a + d' + d'a = 0. Wiadomo jest,
ze kazdy pierscienn radykalny Jacobsona jest radykalny Browna-McCoya. W pracy [56] wykazano,
ze jesli R jest nil pierdcieniem, to R|x| jest radykalny Browna-McCoya oraz postawiono pytanie:
czy jesii R jest nil pierscieniem, to dla dowolnego n pierscien wielomianéw R|x1,...,z,] 0 n
przemiennych zmiennych jest radykalny Browna-McCoya? Problem ten pozostaje ciagle otwarty.
Waznosé powyzszych zagadnien wynika z ich zwiazku z Problemem Kothe, o ktérym wiecej powiemy
przy okazji omawiania nastepnej pracy. W tym kontekscie w omawianym artykule udowodniono

nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 19. Niech K bedzie ciatem i niech R bedzie skoriczenie generowang algebrg nad K
z wymiarem Gelfanda-Kirillova mniejszym od 3. Wowczas, jesli R jest pierscieniem radykalnym

Browna-McCoya, to réwniez R® A jest radykalny Browna-McCoya dla dowolnej algebry A nad K.
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O pracy [HT7].
Pragniemy na wstepie zaznaczy¢, ze podobnie jak to bylo przy omawianiu pracy [H6], rozwazane
pierscienie nie musza posiada¢ jedynki. Wychodzac od pierscienia R, bardzo intensywnie badana

jest konstrukcja pierscienia wielomianéw z rézniczkowaniem.

Definicja 20. Niech R bedzie pierscieniem. Dowolny homomorfizm addytywnej grupy R, § : R —
R, ktory spelia dodatkowo
d(ab) = d(a)b+ ad(b),

dla dowolnych a,b € R, nazywamy rézniczkowaniem na R.

Niech R bedzie pierscieniem i niech ¢ bedzie rézniczkowaniem na R. Rozwazmy zbiér R[x;d]
skladajacy sie z wielomianéw postaci a,z™ + an_12" "+ + --- + ag, gdzie a; € R, x jest zmienna,
a n dowolna nieujemna liczba catkowita. Z dodawaniem zdefiniowanym w naturalny sposéb oraz

mnozeniem zdefiniowanym zgodnie z reguta
za = ax + 0(a),

gdzie a € R, zbiér R[z;d] ma strukture pierscienia i nazywany jest w literaturze pierscieniem

wielomianow z rézniczkowaniem lub rozszerzeniem Orego.

Powiemy, Ze pierscieri R jest lokalnie nilpotentny, jesli dla dowolnego podzbioru P = {ay,...,ax},
k € N, jego elementéw, istnieje n takie, ze P" = 0 (zob. [31]). W pracy [1] Amitsur wykazal,
ze jesli R[z] jest radykalny Jacobsona, to R jest nil pierscieniem (czyli wszystkie elementy w R sa
nilpotentne) oraz J(R[z]|) = (J(R[z])NR)[z]. Krempa w pracy [30] pokazal, ze pytanie o to, czy jesli
R jest nil pierscieniem, to wéwczas R[z] jest radykalny Jacobsona, jest réwnowazne Problemowi
Ko6the. Problem ten formutuje sie jako pytanie o to, czy jesli pierscien R nie posiada dwustronnych
nil idealéw, to wowczas R nie posiada jednostronnych nil idealéw. Latwo mozna wykazaé, ze
jesfi R jest lokalnie nilpotentny, to wtedy R[z]| jest radykalny Jacobsona. Podczas konferencji
zatytulowanej “Non-Associative Algebras and Related Topics”, ktéra odbyta sie w Coimbrze w

2011 roku Shestakov zadal nastepujace pytanie.

Pytanie 21. Niech R bedzie lokalnie nilpotentnym pierscieniem i niech & bedzie rézZniczkowaniem

na R. Czy wéwczas pierscieni R[x; 0] jest radykalny Jacobsona?

Ponizej przedstawiamy konstrukcje (bez dowodéw), ktéra pokazuje, ze odpowiedZ na pytanie Shes-

takova jest negatywna.

Niech K bedzie cialem, a A niech bedzie wolna algebra nad K generowana przez przeliczalny

zbiér wolnych generatoréw X = {xg,z1,22,...}. Dla dowolnego n > 0, przez A(n) oznaczamy
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podprzestrzen liniowa przestrzeni A generowana przez wszystkie jednomiany dlugosci n. Jesli
rozwazamy jednomian s = x;, T, . . . ¥, gdzie i1,...,i, € NU{0}, to przez l(s) oznaczamy jego
dlugos¢, natomiast dla ¢ = 1,...,n, piszac s[g] mamy na my$li element x;,. Ostatecznie, przez M

oznaczamy zbiér jednomianéw nalezacych do A.

Rozwazmy K-liniowe przeksztalcenie 6 : A — A takie, ze dla dowolnego ¢ > 0, d(x;) = w41 oraz
dla a,b € A,

d(ab) = d(a)b+ ad(b), 6(a+b) = d(a) + §(b).
Oczywistym jest, ze § jest rézniczkowaniem na A.

Dla k > 0 niech X} = {xo,x1,...,x_1} oraz niech
W(k,n) = {6"(zs, @iy - ... - 5,) : xi; € A dla dowolnego j,1 > 0}.

Dla dowolnego k > 0 rozwazmy ideal I} algebry A generowany przez W(k,2 - 100k2), a nastepnie
ideal I =", 1. Kolejny krok to zdefiniowanie dla dowolnego k > 0 przestrzeni liniowej (tutaj,

jak i wszedzie ponizej, przez A oznaczamy pierscieri A z dotaczona jedynka)
> 2 2
Wi =Y A(m- 1005 )W (k,100%") A",
m=0

Zachodzi nastepujacy fakt.

Lemat 22. Dla dowolnego k > 0 mamy Ij, C W.

Kluczowym w calej konstrukcji jest nastepujacy fragment. Dla dowolnego k& > 0 ustalmy liczby
naturalne
cr = 100017 ¢y =3.100D° | cppq = 3F - 10017
i przez Zi oznaczmy zbior tych elementéw algebry A, ktore spetniaja jeden z ponizszych warunkéw:
(1) a = ks, gdzie Kk € K, a s € M jest taki, ze I(s) = 100F* — 1, i istnieja liczby naturalne
p < q < k takie, ze
s[37 - 100~ D% = 5[39 . 100171
(2) a = k(s1 + s2), gdzie k € K, s1,82 € ./\/1(100"“2 — 1), i istnieja liczby naturalne p < ¢ < n
ily > 1o > 0 takie, ze
s1[37 - 1005~V = 2, 51[37 - 100+~ D*] =z,

52[37 - 100 V] = ., 55[37 - 1005-D%] =z,
oraz s1[j] = s2[j] dla dowolnych j # 37 - 100+=?, 39 10017,
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Lemat 23. Dia dowolnego k > 0 i a € Zx, §(a) jest sumg elementéw z Zj,.

Nastepnie dla dowolnego k& > 0 definiujemy przestrzen liniowa

By =Y A(m-1005)Z, A",

m=0

Lemat 24. Dia dowolnego k > 1 mamy I, C By.

Powyzszy lemat konczy cze$¢ pracy, w ktérej definiujemy odpowiednie przestrzenie liniowe nad K,
idealy homogeniczne algebry A oraz przedstawiamy ich wlasnosci, ktére wykorzystujemy w dalszej
czescl.

Z Lematu 24 wynika, ze homogeniczny ideal I = ), I} jest zawarty w przestrzeni B = ), By.

Rozwazajac powyzsze konstrukcje, mozna zauwazys$, ze pierscien R = A/I jest lokalnie nilpo-
tentny oraz ze mozemy rozwazaé¢ indukowane rézniczkowanie na R, ktore oznaczamy takze przez
0. Dodatkowo element Tg, ktory jest obrazem elementu xg € A w R, jest niezerowy. Zatem
mozemy rozwazy¢ niezerowy wielomian Zoxr € S = R[z;d]. Poniewaz A jest w naturalny sposéb
N-zgradowang algebra i I jest homogenicznym idealem, to R jest réwniez N-zgradowany. Jesli
przyjmiemy, ze x w pierscieniu S ma stopieni 0, to widzimy, ze .S ma réwniez N-gradacje. Zatem,
jesli S jest pierécieniem radykalnym Jacobsona, to homogeniczny element Zox € .S musi by¢ nilpo-
tentny przez [60]. Kolejny raz, odwotujac sie do przedstawionego dotychczas materialu, w kolejnej
nietrywialnej czesci pracy pokazujemy, ze dla dowolnego n nie wszyskie wspélczynniki elementu
(ZTox)™ naleza do B, a co za tym idzie nie nalezg takze do I. Zatem element Tz nie jest nilpo-
tentny. Trzeba i nalezy tu dodaé, ze kluczowa role odgrywa w calej konstrukcji przestrzen liniowa

B i to z nia pracujemy podczas wykazywania faktu, ze Tgx nie jest nilpotentny.
W omawianej pracy zadano nastepujace pytanie.

Pytanie 25. Niech R bedzie lokalnie nilpotentnym PI pierscieniem i niech § bedzie rozniczkowaniem

na R. Czy pierscien R[x;0] jest wowczas radykalny Jacobsona?

Ostatnio w pracy [6] Bell i inni udowodnili, ze jezeli R jest lokalnie nilpotentnym PI pierscieniem
oraz ¢ jest rézniczkowaniem na R, to R[z;Jd] jest lokalnie nilpotentny. Wynik ten daje pozytywna

odpowiedz na przedstawione powyzej pytanie.

Obecnie chcielibySmy przedstawi¢ inny wynik otrzymany w omawianej pracy, ktéry podobnie jak

poprzedni bezposrednio wiaze sie ze wspomnianym wczesniej wynikiem Amitsura. Zacznijmy od
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tego, ze w pracy [19] wykazano, ze dla dowolnego pierscienia R i rézniczkowania d na R zachodzi
J(Rlz;0]) = (J(R[z;0]) N R)lx; 0].

W momencie prowadzenia badan, ktérych wyniki przedstawiono w prezentowanej pracy, otwartym
pozostawalo pytanie, czy J(R[z;0]) N R jest zawsze nil idealem. W jednej z najnowszych swoich
prac [63] Agata Smoktunowicz pokazata, miedzy innymi, ze odpowiedZ na wspomniane pytanie
jest negatywna. Niemniej jednak w pewnych szczegdlnych przypadkach wykazano dotychczas,
ze odpowiedZ jest pozytywna. Tak jest dla pierscieni przemiennych (praca [19]), dla pierscieni
speliajacych warunek laricucha wstepujacego na prawostronne anihilatory (praca [66]) oraz dla
pierscieni spehiajacych tozsamos$é wielomianowa (praca [6]). Ponadto w pracy [H7] udowodniono

nastepujace.

Twierdzenie 26. Jesli R jest algebrg nad nieprzeliczalnym ciatem oraz § jest lokalnie nilpotentnym

rozniczkowaniem na R, to J(R[z;d]) N R jest nil ideatem w R.

5. Oméwienie pozostatych osiagnie¢ naukowo - badawczych.

Ponizsze publikacje przedstawiaja wyniki, ktére nie weszly do zasadniczej czesci prezentowanego
powyzej dorobku habilitanta, a ktére to wyniki zostaly otrzymane po uzyskaniu przez niego stopnia

naukowego doktora.

[D1] R. Mazurek, M. Ziembowski, On semilocal, Bezout and distributive generalized power series
rings, Internat. J. Algebra Comput. 25 (2015), 725744 (w spisie literatury pozycja [45]).

[D2] R. Mazurek, M. Ziembowski, On right McCoy rings and right McCoy rings relative to w.p.-
monoids, Commun. Contemp. Math. 17 (2015), [10 pages] (w spisie literatury pozycja [44]).

[D3] M. Ziembowski, A note on zip rings, Acta Math. Hungar. 141 (1-2) (2013), 127-131 (w spisie
literatury pozycja [74]).

[D4] M. Ziembowski, Regularity and strong regularity in the context of certain classes of rings, J.
Algebra Appl. 12 (5) (2013), 1250205 (9 pages) (w spisie literatury pozycja [75]).

[D5] R. Mazurek, P.P. Nielsen, M. Ziembowski, The upper nilradical and Jacobson radical of
semigroup graded rings, J. Pure Appl. Algebra 219 (2015), 1082-1094 (w spisie literatury pozycja
[46]).

[D6] P.P. Nielsen, M. Ziembowski, Derivations and bounded nilpotence index, Internat. J. Algebra
Comput. 25 (2015), 433-438 (w spisie literatury pozycja [54]).
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Wszystkie prace omawiane w tej czeSci dotycza w dalszym ciagu rozszerzen pierscieni nieprzemi-

ennych i opisuja pewne ich wlasnosci.

O pracy [D1].

Powiemy, ze pierécien R jest prawostronnie Bézout, jesli dowolny skoniczenie generowany pra-
wostronny ideal tego pierscienie jest gléwny. W omawianej obecnie pracy badano warunki konieczne
i wystarczajace na to, aby pierscienn uogdlnionych szeregéw potegowych (definicja znajduje si¢ w
czedcel poswieconej pracy [H3]) byl prawostronnie Bezout i pétokalny (definicja tej klasy znajduje
sie w czesci, gdzie omawiana jest praca [H2]). W wielu kontekstach w takich pracach jak [9], [48] czy
[70] pojawiaja si¢ whasnie pierscienie pétlokalny i Bézout. Naszym celem i motywacja byto dostar-
czenie narzedzi do konstruowania przyktadow takich struktur. Udato sie miedzy innymi udowodnié¢

nastepujace dwa gtéwne twierdzenia:

Twierdzenie 27. Niech R bedzie pierscieniem a (5, -, <) $cisle liniowo uporzedkowanym monoi-

dem, ktory nie jest grupg. Wtedy nastepujgce warunki sq¢ rownowazne:

(1) RI[S]] jest potlokalny i prawostronnie (odpowiednio, lewostronnie ) Bézout.

(2) (a) R jest potprosty i artinowski,

(b) S jest prawostronnie (odpowiednio, lewostronnie) taricuchowym monoidem,
)

(c) Jeslise Sis<1,toseU(S).

Twierdzenie 28. Niech (S,-, <) bedzie liniowo uporzgdkowang grupg. Jesli R = Ry X --- X
R, jest skoriczonym produktem prostym pierscieni macierzy R; nad artinowskimi pierscieniams

taricuchowymi, to pierscien wogdlnionych szeregéw potegowych R][[S]| jest potlokalny i Bézout.

O pracy [D2].

Powiemy, ze pierécienn R jest prawostronnie McCoya [51], jesli dla dowolnych f(z),g(x) € R[z],
f(x)g(x) = 0 implikuje f(z)a = 0 dla pewnego niezerowego a € R. Analogicznie definiuje sie
lewostronne pierscienie McCoya. Rozwazana wlasnosé jest ogdlniejsza od wilasnosci Armendariza,
a motywacja do jej badania pochodzi z pracy [47], w ktérej McCoy wykazal, ze posiada ja dowolny
pierscien przemienny. Wspomniany fakt wytyczyl réwniez kierunek badan nad pierscieniami Mc-
Coya. Mianowicie, pierwszymi klasami, ktére w tym kontekscie si¢ pojawity, sa pewne uogdlnienia
pierscieni przemiennych. Pierécien R nazywa si¢ odwracalnym (ang. reversible ring), jesli dla dowol-
nych a,b € R, ab = 0 implikuje ba = 0. Nielsen w pracy [51] pokazal, ze kazdy pierscien odwracalny
jest McCoya. W pracy [12] udowodniono, ze kazdy pierscienn prawostronnie duo jest prawostronnie

McCoya. Analogicznie, jak bylo to zrobione w przypadku pierscieni Armendariza w pracy [23],
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definicje pierécieni McCoya rozszerzono na pierscienie monoidowe. Analizujac wyniki otrzymane
w [23], widocznym staje sie problem odpowiedzi na nastepujace pytanie: czy jesli pierscien R
jest prawostronnie duo, to dla dowolnego u.p. monoidu S, R jest prawostronnie S-McCoya? W
pracy [D2] odpowiedziano na to pytanie pozytywnie. Ponadto w omawianej pracy skonstruowano
przyktad pierécienia R, ktéry jest McCoya, a nie jest S-McCoya dla pewnego u.p. monoidu S.
Pragniemy podkresli¢ tutaj, ze przyktad wspomnianego przed chwila pierscienia R jest inny niz ten
skonstruowany na potrzeby wilasnosci Armendariza, a zaprezentowany podczas omawiania pracy

[H4]. Chociaz rozwazany u.p. monoid jest ten sam.
O pracy [D3].
Przypomnijmy, ze pierscien R nazywany jest prawostronnym zip pierScieniem, jesfi dla dowolnego

podzbioru S C R, jesli prawostronny anihilator rg(S) = 0, to rr(X) = 0 dla pewnego skoriczonego
podzbioru X C S.

W pracy [17] Faith przedstawit nastepujace problemy:

(1) Kiedy z faktu, ze piersciei R jest zip, wynika, ze R[z] jest zip?

(2) Podaé¢ charakteryzacje pierscieni R, dla ktérych pierscienie macierzy My, x,(R) sa zip.

(3) Kiedy fakt, ze piersciei R jest zip, imlikuje, ze pierscien grupowy R[G] jest zip, gdzie G jest
grupa skoniczona?

Powyzsze pytania od momentu pojawienia sie motywowaty wiele badari. W [14] Cedo pokazal, ze
omawiana wlasnos¢ nie zachowuje sie przy nastepujacych konstrukcjach: pierécienie wielomiandw,
pierscienie macierzy oraz pierscienie grupowe dla grup skonczonych. W pracy [25] Hong i inni
wykazali miedzy innymi, ze jesli R jest pierScieniem Armendariza, to R jest zip wtedy i tylko
wtedy, gdy R[z] jest zip. Ponadto pokazali, ze jesli R jest przemienny i M jest u.p. monoidem,
to R jest zip wtedy i tylko wtedy, gdy R[M] jest zip. Hashemi w [24] pokazal, ze jesli R jest
odwracalnym pierécieniem, a S jest u.p. monoidem, to R jest zip wtedy i tylko wted, gdy R[S] jest
zip. Pokazal on takze, ze powyzsza rownowaznosé zachodzi, gdy R jest prawostronnie duo i S jest

Scisle i liniowo uporzadkowanym monoidem. W omawianej pracy udowodniono nastepujace.

Twierdzenie 29. Jesli R jest pierscieniem o prawostronnym wymiarze Goldiego réwnym jeden

oraz S jest u.p. monoidem, to pierscien R jest zip wtedy i tylko wtedy, gdy R[S] tez jest zip

O pracy [D4].
Przypomnijmy, ze pierscient nazywa sie skoniczonym w sensie Dedekinda, jesli z faktu, ze ab =1 dla
pewnych elementéw a,b € R, wynika réwnos¢ ba = 1. Dalej, pierécienn R nazywa sie prawostron-

nie quasi-morphic (zob. [13]), jesli dla dowolnego a € R istnieja b,c € R takie, ze aR = rr(b)
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oraz rg(a) = cR, gdzie rg(x) oznacza prawostronny anihilator elementu xz. Podobnie definiujemy
pierscienie lewostronnie quasi-morphic. Pierscien R nazywany jest prawostronnie centralnie mor-
phic (zob. [34]), jesli dla dowolnego a € R istnieje centralny element ¢ € R taki, ze aR = rr(b)
oraz bR = rr(a). Lewostronnie centralnie morphic pierécienie definiowane sa w analogiczny sposéb.
Wreszcie, powiemy, ze pierscien R jest prawostronnie (lewostronnie) gaussowski (zob. [42]), jesli dla
dowolnych wielomianéw f,g € R[x] zachodzi ¢.(f)c(g9) = e (fg) (a(f)alg) = a(fg)), gdzie dla
dowolnego wielomianu h € R[z] przez ¢.(h) (¢;(h)) oznaczamy prawostronny (lewostronny) ideat

pierécienia R generowany przez wspolczynniki wielomianu h.
Gléwne motywacje do przeprowadzenia badai zwiazanych z omawiana praca pochodzg z [42] i [69],

a wykazano w niej nastepujace fakty.

Twierdzenie 30. Jesli pierscien R jest skoriczony w sensie Dedekinda, to dla dowolnego n > 1

nastepujgce warunki sg rownowazne:

(1) R[z]/(x™*1) jest prawostronnie Bézout.

(2) R[z]/(2™*1) jest lewostronnie Bézout.

(3) R[z]/(x™*1) jest prawostronnie quasi-morphic.
(4) R[z]/(z™*1) jest lewostronnie quasi-morphic.
(5) R is reqularny (w sensie von Neumanna).

Twierdzenie 31. Dla dowolnego pierscienia R, nastepujgce warunki s¢ rownowazne:

(1) R[z]/(z"*1) jest prawostronnie gaussowski

(2) R[z]/(z™t1) jest lewostronnie gaussowski

(3) R[z]/(z™*1) jest prawostronnie rozdzielny

(4) R[z]/(z™*1) jest lewostronnie rozdzielny

(5) R[x]/(x™*1) jest prawostronnie centralnie morphic
(6) R[x]/(x™*1) jest lewostronnie centralnie morphic
(7) R is reqularny i zredukowany.

O pracy [D5].

Motywacje do prac nad materialem, ktéry sklada sie na omawiany obecnie artykul zwiazane sa z

[35] i [61]. W drugiej z tych prac znajdujemy nastepujace pytania:

Pytanie A. Dla ktérych pélgrup S nil radykal N(R) dowolnego pierscienia R z S-gradacja jest

homogeniczny?
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Pytanie B. Dla jakich pélgrup S podpierécienie generowane przez homogeniczne elementy S-

zgradowanych pierécieni radykalnych Jacobsona sa radykalne Jacobsona?

Trzeba w tym miejscu wspomnieé, ze w pracy [61] Smoktunowicz udowodnila, ze jesli R jest
pierscieniem z Z-gradacja, to nil radykal N(R) jest homogeniczny. Ponadto Smoktunowicz we
wspomnianej pracy i niezaleznie Lee i Puczylowski w [35] wykazali, ze jesli R jest pierscieniem
radykalnym Jacobsona i zgradowanym przez addytywna pélgrupe liczb naturalnych, to kazdy gen-

erowany przez elementy homogeniczne podpierscien R jest radykalny Jacobsona.

Przechodzimy obecnie do przedstawienia wynikéw otrzymanych w omawianej pracy. Powiemy, ze
funkcja f jest idealowa, jesli dowolnemu pierscieniowi R przyporzadkowuje ona pewien ideat f(R)
tego pierscienia. Oczywistym jest, ze radykaly w sensie Kurosha-Amitsura sa takimi funkcjami, przy
czym wprowadzone pojecie jest ogdlniejsze, co widzimy rozwazajac funkcje, ktéra przyporzadkowuje
dowolnemu pierscieniowi R sume algebraiczna wszystkich jego idealéw nilpotentnych. Wiadomo

jest, ze suma taka nie jest radykalem w sensie Kurosha-Amitsura.

Definicja 32. (gciéni@ta funkcja ideatowa). Niech C bedzie klasa pierscieni zamknieta na izomor-
fizmy i niech F' i G beda funkcjami idealowymi. Powiemy, ze funkcja F' jest G-C-$ciénieta, jesli dla
dowolnego pierécienia R mamy G(R) C F(R) oraz F(R) C I dla dowolnego ideatu I pierscienia R
takiego, ze R/I € C.

Niech R bedzie pierécieniem, ktéry niekoniecznie posiada jedynke. Rozwazmy lewostronny ani-
hilator /r(R) = {a € R : aR = 0} pierécienia R. W podobny sposéb definujemy prawostronny
anihilator rg(R). Oczywiscie w przypadku, gdy pierécieri R posiada element neutralny ze wzgledu
na mnozenie, powyzsze zbiory sa niczym innym jak zbiorem jednoelementowym réwnym {0}. Dlat-
ego tez pierscienie pojawiajace sie w obecnie omawianym fragmencie nie musza posiadaé jedynki.
Ostatecznie definiujemy zbiér ann(R) = (r(R) + rr(R), ktéry w oczywisty sposéb jest ideatem R.
Oczywistym takze jest, ze ann,£_ i r_ sa funkcjami idealowymi. Pierwszy z rezultatow otrzymany
W omawianej pracy jest nastepujacy.

Twierdzenie 33. Niech S bedzie pdtgrupg i niech F bedzie £_-C-$cisnietq funkcjg, gdzie C' jest
dowolng izomorficznie domknietg klasqg pierscieni zawierajgcg niezredukowany pierscient Ry. Jesli
dla dowolnego S-zgradowanego pierscienia R ideat F(R) jest homogeniczny, to S jest potgrupg z

prawostronnym skracaniem (tzn. dla dowolnych s,t,u € S, su = tu implikuje s =t).
Jako gtéwne wnioski z powyzszego otrzmujemy.

Whniosek 34. [15, Twierdzenie 9] Jesli S jest pélgrupg, dla ktdrej radykat Jacobsona J(R) jest

homogeniczny dla dowolnego S-zgradowanego pierscienia R, to S jest polgrupg ze skracaniem.
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Whniosek 35. Jesli S jest pélgrupg, dla ktorej nilradykat N(R) jest homogeniczny dla dowolnego

S-zgradowanego pierscienia R, to S jest ze skracaniem.

W kolejnej czesci pracy odpowiadamy czeSciowo na Pytanie A dowodzac nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 36. Niech S bedzie polgrupg przemienng. Wowczas, nilradykat N(R) jest ho-
mogeniczny dla dowolnego S-zgradowanego pierscienia R wtedy i tylko wtedy, gdy S jest beztorsyjng

potgrupg ze skracaniem.

Podobny rezultat otrzymujemy dla ogranicznonego nilradykatu B(R) pierscienia R, ktory definiuje

sie nastepujaco:
B(R) = {a € R: istnieje n > 0 takie, ze " = 0 dla dowolnego = € aR}.
Radykat ten rozwazany byt miedzy innymi w [52]. W omawianej pracy udowodniono.

Twierdzenie 37. Niech S bedzie pélgrupg przemienng. Ograniczony nilradykal B(R) jest ho-
mogeniczny dla dowolnego S-zgradowanego pierscienia R wtedy i tylko wtedy, gdy S jest beztorsyjng

potgrupg ze skracaniem.

Korzystajac z konstrukeji podobnej w swej istocie do konstrukcji pierscienia uogélnionych szeregdéw
potegowych, w omawianej pracy udowodniono ponizsze twierdzenie, ktére daje czesciowa odpowiedz

na Pytanie B.

Twierdzenie 38. Niech S bedzie polgrupg takg, ze kazda skonczenie generowana jej podpolgrupa
T spetnia ()~ T" = 0. Jesli A jest homogenicznym podpierscieniem S-zgradowanego pierscienia,

to J(R)NAC J(A). W szezegdlnosei, jesli R jest radykalny Jacobsona, to A réwnieZ taki jest.

Poniewaz dla addytywnej pélgrupy N mamy (1, -, N” = (), [35, Twierdzenie 5.9] i [61, Propozycja
0.1] mozna widzie¢ jako wnioski z powyzszego tv;ierdzenia.

Okazuje sie, ze pélgrupy z przedstawiona w powyzszym rezultacie wlasnoscia nie sa najogolniejsza
klasa dla ktérej Pytanie B ma pyzytywna odpowiedz. Prawdziwa mianowicie jest nastepujaca

propozycja.

Propozycja 39. Niech S bedzie potgrupg, ktora jest roztaczng sumg podpdlgrup Sy i Ss oraz
niech Sy bedzie ideatem S. Niech ponadto R = @, g Rs bedzie S-zgradowanym pierscieniem.
Wowczas kaidy podpiersicien pierscienia R generowany przez pewne jego homogeniczne elementy,

jest radykalny Jacobsona wtedy i tylko wtedy, gdy te wtasno$¢ posiadajg pierscienie Ry = @8651 R
i R2 - ®S€SQ RS'
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Przyklad 40. Istnieje skoriczenie generowana pétgrupa S ze skracaniem, dla ktorej (),~, S™ # 0,
oraz dla dowolnego S-zgradowanego pierscienie R, ktory jest radykalny Jacobsona, dowolny jego

podpierscien generowany przez pewne elementy homogeniczne R jest rowniez radykalny Jacobsona.

Powiemy, ze pélgrupa spelia warunek ACCPL, jesli spelia ona warunek laricucha wstepujacego ze
wzgledu na lewostronne idealy gléwne (pSlgrupy z tym warunkiem rozwazane byly miedzy innymi
w [41] i [65]). Analogicznie definiuje sie¢ warunek ACCPR. W ostatniej czesci pracy poswieconej

wlasnosciom poélgrup udowodniono nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 41. Niech S bedzie polgrupg. Rozwazmy nastepujgce wtasnosci:

(1) Jesli S jest generowana przez T C S, to dla dowolnego s € S zbior {n € N:s € T"} jest
skonczony.
2) Mo 5" = 0.
(3) Dla dowolnego przeliczalnego ciggu s1,82,- -+ € S mamy (,>1 S152 - $p.S = 0.
(4) S spetnia warunek ACCPL oraz S nie posiada idempotento’;).
Zachodzg nastepujgce implikacje (1) < (2) = (3) = (4), oraz inne implikacje w ogélnosci nie sq
prawdziwe. Natomiast, jesli S jest skoniczenie generowang potgrupg, mamy dodatkowo (3) = (1),

a jesli S jest ze skracaniem, mamy (4) = (3).

O pracy [D6].
Mowa bedzie tu o pierscieniach ktére nie musza posiadaé¢ jedynki.

Jak juz wczesniej przedstawiono, w pracy [H7] razem ze Smoktunowicz skonstruowaliémy lokalnie
nilpotentny piersciert R z rézniczkowaniem 0 taki, ze R[z; 0] nie jest radykalny Jacobsona. Sytuacja
ta jest diametralnie rézna w stosunku do zwyklych wielomianéw. Dobrze znany fakt méwi, ze
jesli R jest lokalnie nilpotentnym pierscieniem, to R[z] tez taki jest. Z drugiej strony Bell i inni
w [6] pokazali ostatnio, ze w przypadku gdy R jest lokalnie nilpotentny oraz spelnia tozsamosé

wielomianowa, to R[x; ] jest lokalnie nilpotentny.

W obecnie omawianym artukule zostal skonstruowany przemienny pierécienn R ograniczonego nil
indeksu 2. Pokazano, ze dla R istnieje rézniczkowanie § tego pierscienia, dla ktérego pierscien
wielomianéw z rézniczkowaniem R[z;d] nie jest radykalem pierwszym. Co wiecej S(R[x;d]) = 0.
Oczywiscie przez [6] pierscien R[x;d] jest lokalnie nilpotentny, skoro pierécienie ograniczonego nil
indeksu sa PI.

Ponadto zaprezentowane w artykule wyniki jawia sie jako interesujace takze w kontekscie znanego

faktu méwiacego o tym, ze jesli pierscieri A jest ograniczonego nil indeksu, to A[x] réwniez te
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wlasnosé posiada. W oczywisty sposéb wspomniana wcze$niej konstrukcja pokazuje, ze zaprezen-

towany transfer nie dziala w przypadku pierécieni wielomianéw z rézniczkowaniem.
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