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Recenzja Rozprawy Doktorskiej mgr Marcina Swiecy zatytutowanej
"Grupa Heisenberga, pary Gelfanda
i zwigzane z nimi klasyczne procesy Markowa"

1. UWAGI OGOLNE

Omawiana rozprawa. doktorska zostala napisana pod kierunkiem dr hab. Woj-
ciecha Matysiaka. Dotyczy konstrukeji kwantowych procesow Bessela na (uogol-
nionych) grupach Heisenberga zwigzanych z prostymi algebrami Jordana oraz ich
obcieé do przemiennych podalgebr pochodzgcych od par Gelfanda. Rozprawa sklada
si¢ ze Wstepu, zawicrajacego ogolny opis jej celu, oraz 4 Rozdzialow zatytulowanych:
Rozdzial 1 "Wiadomosci wstepne", Rozdzial 2 "Kwantowe procesy Bessela zwiazane
7 algebrami Jordana", Rozdzial 3 "Kwantowy proces Bessela zwigzany z przestrzeniy
macierzy prostokgtnych" i Rozdzial 4 "Procesy urodzin i §mierci na partycjach".
Calo$c¢ liczy 95 stron i jest poprzedzona Streszezeniem (w jezyku polskim oraz w
jezyku angiclskim pod nazwg Abstract). Rozdzial 1 zawiera szczegdlows prezen-
tacje podstawowych poje¢, wlasnosdei i konstrukeji, ktore shuzg do sformulowania i
dowodzenia glownych wynikow rozprawy. Sa to w szezegdlnosei informacje doty-
czace analizy harmonicznej na grupach lokalnie zwartych i konstrukeji par Gelfanda
dajgcych dwustronnie niezmiennicze, przemienne C*-algebry oraz opis dzialania
pewnych calkowicie dodatnich kontrakeji po obcieciu do takich algebr przemien-
nych. W szezegolnosei obceiecie to jest zadane przez polgrupe prawdopodobienstw
przejdcia uzyskanych procesow.

W dalszej czesci opisane sy wlasnosgei algebr Jordana i ich podstawowe charak-
terystyki (t.j. rzad oraz wymiar Pierce’a) oraz podstawowe funkcje takie jak $lad
i wyznacznik. Opisana jest tez dokladnie struktura prostych euklidesowych algebr
Jordana wraz z ich klasyfikacjy i zwigzkami ze stozkami dodatnimi. Omoéwione sa
takze konstrukeje wielomianow sferycznych algebry Jordana oraz funkeji sferycznych
odpowiadajacego jej stozka dodatniego. To pozwala wprowadzié uogdlnione wielo-
miany Laguerre’a, bedgce waznym narzeziem do uzyskania wzoréw na szukane praw-
dopodobienstwa, przejScia konstruowanych procesow.

2. OP1S WYNIKOW ROZPRAWY

Glownym obiektem badan Autora sa uogoélnione grupy Heisenberga postaci H =
) 8 3
W x R, gdzie W jest kompleksyfikacja prostej eukliesowej algebry Jordana. Dla

)
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funkcji ¥(w, s) = —is — L;”, gdzie (w,s) € IT, Autor rozwaza polgrupe (Q)i>o

okreslong na L'(H) wzorem (Q,f)(w, s) == expliyp(w, s)| f(w, s), ktora - jak pokazal
Biane — rozszerza sie do potgrupy kontrakeji catkowicie dodatnich na (pelnej) C*-
algebrze grupowej C*(H) (poniewas funkeja mnoznikowa H 3 (w, s) — explty(w, s)]
jest dodatnio okreslona na H dla dowolnego parametru ¢ > 0). Ta polgrupa jest
uogolnieniem polgrupy splotowej ciepta (dla W = R"), co pozwala zdefiniowac 1
rozwaza¢ nieprzemienny ruch Browna na zadanej grupie Heisenberga. W klasy-
cznym przypadku czesé radialna ruchu Browna jest procesem Bessela, wi¢e natural-
nym jest pytanie o analogiczng radialnodé (czyli niezmienniczos¢ na dziatanie grupy
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ortogonalnej czy unitarnej) dla grupy Heisenberga. To zagadnienie zostalo zbadane
przez Biana w 1996r. w przypadku W = C", czyli dla H = C" x R,

Wyniki Biana stanowia glowna motywacje uogélnien rozwazanych przez Autora
w niniejszej rozprawie, w ktorej W jest prosta cuklidesowsy algebry Jordana. Struk-
tura takiej algebry dostarcza podgrupe przeksztalcei unitarnych U C U(W), bedy-
cych jednoczesnie elementami grupy strukturalnej algebry W (wyznaczonej prazez
pewien warunek splatania zwigzany z reprezentacja kwadratows postaci P(x) =
2L(x)% — L(2?), gdzie L(z)y = xy dla z,y € W). Woéwczas (U x I1,U) jest pary
Gelfanda co oznacza, ze funkeje U-niezmiennicze, to znaczy spehiajace warunek
f(w,s) = f(uw,s) dla v € U, tworzy przemienng x-podalgebre w C*(H). Gen-
erowana przez nie C*-podalgebra jest izomorficzna z Cy(2) gdzie ¥ stanowi spektrum
(przestrzen Gelfanda) tej algebry — sa to tak zwane funkcje sferyczne, ktore zostaly
opisane przez Diba przy pomocy wspomianych powyzej uogélnionych wielomianow
Laguerre’a. Autor wykorzystuje rownowazny opis tego spektrum (Twierdzenie 1.4.2)
przy pomocy partycii liczb naturalnych 3 (jest to nazwane wiclowymiarowym wach-
larzem Heisenberga). Dowdd tego Twierdzenia wykorzystuje wlasnoSci operatorow
rozniczkowych na H niezmienniczych na dzialanie grupy U, dla ktorych funkeje sfer-
yezne sy, wektorami wlasnymi. Na tak opisanym spektrum w klarowny sposob daje
si¢ opisa¢ trajektorie uzyskanego kwantowego procesu Bessela. Ten proces powstaje
przez obcigeie polgrupy kontrakeji (Q);)i>o do polgrupy catkowicie dodatnich kon-
trakeji na przemiennej C*-podalgebry utozsamianej z Cy(2), dla ktorej podana jest
jawna posta¢ polgrupy (q,(x, dy))i>¢ prawdopodobienstw przejscia klasycznego pro-
cesu Markowa nazwanego (przez Biane’a) kwantowym procesem Bessela. Stanowi to
tres¢ glownego wyniku Rozprawy, czyli Twierdzenia 2.1.1, w ktorym podano jawne
wzory w zaleznogei od rozwaganej prostej euklidesowej algebry Jordana (jest ich
pie¢, i podane one zostaly w Tabeli 2 wraz z odpowiednimi grupami ). Dowd6d
tego Twierdzenia, poza do$é obszernymi przygotowaniami zawartymi w Rozdziale 1,
wymagal sprawnego wykorzystywania uogélnionych wielomianow Laguerre’a, uogol-
nionej funkcji Bessela oraz wlasnosci wielomianow sferycznych i $wiadezy o dojrza-
loci matematyczne] Autora, a takze o jego bardzo dobrych podstawach teorety-
cznych do przeprowadzenia powyzszej konstrukeji i opisu jej wlasnosel.

W szezegolnosc w Podrozdziale 2.2 Autor pokazuje dodatkowo, Ze uzyskany kwan-
towy proces Bessela jest takze (po odpowiednim przeskalowaniu i wysumowaniu)
kwadratowym harnessem (typu bi-Poissona), ktore to procesy byly (i nadal sy) in-
tensywnie badane, szezegolnie przez Wlodka Bryca 1 Jacka Wesotowskiego, takze
we wspolpracy z Promotorem tej Rozprawy. Opierajac si¢ na ich wynikach Autor
konstruuje, przy pomocy wiclowymiarowych wiclomianow Meixnera (zdefiniowanych
dla prostych cuklidesowych algebr Jordana przez Shibukawe) i uogdlnionych wielo-
mianéw Laguerre’a, odpowiednic wiclomiany martyngalowe G (x,1) (indeksowany
partycjami m), dla ktorych proces {Gm(Xira. Hiz0}, startujacy z a < 0 jest mar-
tyngalem (Twierdzenie 2.3.8). Pokazana tez jest ortogonalno$é rodziny tych wielo-
mianéw (Twierdzenie 2.3.9).

W Rozdziale 3 rozwazana jest (nogolniona) grupa Heisenberga postaci [l = W xR,

szach i p kolumnach, ktorej struktura nie pochodzi od prostej euklidesowej algebry
Jordana. Mimo to analogiczne rozumowania jak poprzednio okazujy si¢ skuteczne
w przypadku rozpatrywania unitarnej podgrupy U = U(m) x U(p) < UW),
dziatajacej na W poprzez sprzgganie w = wwv® dla w € W, u € U(m) oraz
v € U(p). W tym wypadku w definicji funkeji mnoznikowej 4 mozna uzy¢ dowol-
nej normy U-niezmienniczej, z ktorych najbardziej naturalng jest {lw]| = /[jww*||
(Autor nie podaje tego jednak wprost). Poniewaz ww* € Herm(m,C), ta norma
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pozwala wykorzysta¢ aparat zwigzany z ta wlasnie jordanowska algebra. Takze
w tym przypadku powstaje para Gelfanda (U x H,U) ktora prowadzi do klasy-
cznego procesu Markowa na spektrum przemiennej C*-algebry generowanej przez
funkcje U-niezmiennicze. Kluczowym, jak i wystarczajycym, jest wykorzystanie
narzedzi dostepnych dla stozka dodatniego algebry Jordana Herm (m, C), czyli ze-
spolonych macierzy dodatnio okreslonych wymiaru m. Pozwala to opisa¢ powyzsze
spektrum analogicznie do porzypadku jordanowskiego i udowodnié¢ opis potgrupy
prawdopodobienstw przejécia (Twierdzenie 3.0.2), zwigzki z kwadratowymi harnes-
sami (Twierdzenie 3.0.3) oraz skonstruowaé¢ wielomiany martyngatowe (Twierdzenie
3.0.6), jak w konstrukeji z Rozdziatu 2.

W Rozdziale 4 Autor rozwaza dwa klasyczne procesy: $mierci i urodzin, zdefin-
iowne na partycjach. Nastepnie, dla grupy Heisenberga H := C" x R, definiuje pol-
grupy kontrakeji (1));sq oraz (R, )i=o, ktore po obcieciu do obrazu niezmienniczej
przemiennej C*-algebry, pochodzacej od pary Gelfanda (takiej jak w Rozdziale 2),
przez odpowiednig fockowska reprezentacje grupy [, dajy dwa klasyczne procesy
Markowa na jej spektrum, utozsamianym ze zbiorem partycji ustalonej liczby. Au-
tor pokazuje, ze te dwa procesy sg wlagnie procesami $mierci dla (R, );~o i urodzin

dla (R, )i~0-
3. UWAGI

Rozprawa jest napisana w sposob bardzo czytelny. Rozdziat 1 doskonale wprowadza
wszelkie niezbedne narzedzia, pojecia i opisuje ich wlasnosci. Widaé, ze Autor
$wietnie opanowal wiedze z analizy harmonicznej grup Heisenberga oraz teorii al-
gebr Jordana, umie to wykorzystaé zarowno do konstrukeji spektrum Y rozwazane]
przemiennej C*-algebry (i jego odpowiedniego obrazu Y'), jak i do obliczania praw-
dopodobienistw przejscia konstruowanych kwantowych procesow Bessela (a takze
procesOw urodzin i $mierci). W prawie stustronicowym tekscie sy jedynie nieliczne
drobne bledy w odwotaniach do definicji czy wzoréow, co Swiadezy o starannosci w
przygotowaniu Rozprawy. Jako recenzent mialem przyjemnos$¢ w jej czytaniu i oce-
nie. W szczegolnosci uwazam, ze jest to bardzo dobra i ciekawa Rozprawa. CzgSe jej
wynikow zostala opublikowana, wspolnie z Promotorem, w dwoch bardzo dobrych
czasopismach: International Mathematisc Research Notices (2017) oraz Stochastic
Processes and Their Appllications (2015), pozostale wyniki, samodzielne Autora,
7 pewnoscig zostang wkrotce takze opublikowane. Nie mam najmniejszych watpli-
wosci, ze mgr Marcin Swieca zastuguje na tytul doktora matematyki. Rozprawa ta
bez wapienia zashugiwalaby na wyroznienie, gdyby wyniki byly uzyskane samodziel-
nie przez Autora.

4. KONKLUZJA

Uwazam, ze spelnione sy wymagania ustawowe i zwyczajowe dotyczgce przewodow
doktorskich i w zwigzku z tym wnioskuje o dopuszezenie Pana mgr Marcina Swiecy
do dalszych etapow przewodu doktorskiego. Proponuje¢ takze rozwazy¢ kwestie
wyrdznienia Rozprawy, jesli ewentualne wyjasnienia Promotora w kwestii wkiadu
wlasnego mgr Marcina Swiecy we wspolne wyniki beda to uzasadnialy.
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